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Streszczenie

W pracy sformutowano jedno z mozliwych vjeé zadania syntezy ukladéw mechanicz-
nych w reprezentacji graféw. Rozwazono uklady dyskretne zlozone z elementéw Voigta
lub Maxwella. Wykazano, Zze w zadaniu syntezy istotne znaczenie majg dwa typy szczegdl-
nych 2-drzew grafu bedacego obrazem struktury polaczen ukladu mechanicznego. W za-
konczeniu pracy podano algorytm syntezy dyskretnego uktadu mechanicznego z elementami
Voigta.

1. Wprowadzenie

W wielu dziedzinach nauki i techniki opracowuje sig¢ metody oraz algorytmy syntezy
uktadéw fizycznych réZznych typdw.

Zadanie syntezy drgajacego ukladu mechanicznego moina ujgé nastepujgco: na pod-
stawie silowej lub predkosciowej funkcji przejscia vkiadu nalezy podad strukture polaczen
oraz wartosci liczbowe wszystkich parametrow ukiadu. W tak sformulowanym zadaniu
korzystnie jest zastosowaé model uvkiadu w reprezentacji graféw. Sz one, jak réwniez
i hipergrafy [3, 8], wygodnym sposobem opisu struktury polgczen elementéw ukladu
mechanicznego. . :

W odréznieniu od prac [1], [2] uzywane grafy sa obciaZone, z zaloZenia, wagami w po-
staci wielomianéw. Funkcje przejscia, o ktérych mowa powyzej mozna przedstawié w po-

staci L z
M 3

L= D' wd), M= D w(dy,
dae Dy dieD,

gdzie d; — i-drzewo, D; — pewne zbiory i-drzew grafu ukladu mechanicznego, i = 1, 2;
w(+) — pewne wyraZenia przypisane i-drzewom, z — wielko$¢ przypisana pewnej krawedzi
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grafu. Wyrazenia L, M moZna przedstaw1él oblicza¢ wieloma sposobam1 np Za pomocy
funkeji jednoczesnoécei i funkceji wyznacznikowej [1, 2, 8].

W niniejszej pracy scharakteryzowano zbiér D,, czyli zbior 2-drzew istotnych w pro-
cesie syntezy dla pewnej klasy ukladéw mechanicznych okre$lonych w rozdziale 2.

Definicje takich pojeé, jak uklad mechaniczny [2], funkcja przejscia [4, 8], graf, cha-
rakterystyki grafu [5], liczba strukturalna, dzialania na liczbach strukturalnych [2, 6, 8]
przyjmujemy za znane.

W modelowaniu ukladéw mechanicznych za pomocg graféw istotne znaczenie odgry-
waja pewne zbiory graféw czesciowych danego grafu, a mianowicie drzewa i 2-drzewa
[8, s. 37].

Definicja 1. Niech X = [\ X, ,X, ,X] jest grafem. Oznaczamy |, X| = n,, k-drzewem
grafu X, k = 1,2, ..., n, nazywamy graf czeiciowy o n, —k krawedziach nie tworzacych
cykli ani petli, 1-drzewo nazywamy drzewem.

2. O rozwazanych ukladach mechanicznych

W pracy bedziemy rozwazaé uklady dyskretne, liniowe, o skonczonej liczbie stopni
swobody n, z elementami o modelach reologicznych Voigta lub Maxwella. Elementy
maja niezmienne w czasic wlasnoéci mechaniczne oraz sa niezorientowane, tzn. zmienna
jest przekazywana przez dany element w ten sam sposob niczaleznie od zwrotu zmiennej.

Na uklad, na ktéry nalozono wiezy holonomiczne, obustronne, dziataja wymuszenia
sitowe. Przy tych zatozeniach w procesie syntezy uktadu poszukujemy struktury funkcjo-
nalnej ukladu mechanicznego U w postaci modelu reologicznego wediug schematu Voigta
lub Maxwella, speilniajacej empiryczna postaé funkcji przejscia K(p) postaci:

gp' +g P+ g P g P

o K = s PP+ s i
gdzie:

I, m, r,seNu{0}; a;, g;,€ R; pe C; N, R, C oznaczajg odpowxedmo zbiory liczb
naturalnych, rzeczywistych i zespolonych.

Funkcja prz:jscia K(p) ukiadéw stabilnych spelnia nastepujace warunki [4, 7]:

2.1. Funkcja K(p) nie ma biegunow dla takich p, 2e Re(p) > 0 oraz jezeli ma bieguny

na osi urojonej, to sg one pojedyncze o urojonych residuach.
2.2, Funkeja K(p) nie ma zer dla takich p, Zze Re(p) > 0.

3. Klasa grafow ukladéw mechanicznych

W prezentowanej metodzie struktur¢ polaczefi dyskretnego ukiadu mechanicznego U
przedstawiamy w postaci grafu biegunowego X, mocno spéjnego, ktérego krawedziom
przyporzadkowujemy poszczegdlne charakterystyki uktadu [9, s. 96]. Wtedy mozna
méwi¢ o réwnowaznofci X = U a graf biegunowy X, czyli tréjka: graf abstrakeyjny
oraz para funkcji opisujacych, zapisujemy w postaci:

) = [X, ], 21],

oo
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gdzie: X = [ X, ,X, 3X] jest grafem abstrakcyjnym, czyli tréjka 2bioréw X — zbidr
wierzchotkow, ,X — zbiér krawedzi, ;X —relacja incydencji, 3 X < X' x ,X x , X, nato-
miast funkcje | f, »f definiujemy nastepujaco:

3) SuX - 1S, ,8],
(4) Zf:ZX - [N: Z],

Z= {mp* bip,ci}, i =1,2,... to zbiér wag krawedzi bedacych sztywnoéciami dyna-
micznymi, 1.5, »S — para wielkosci fizykalnych charakteryzujacych uklad U.

Z uwagi na to, ze graf X ukladu bedziemy przedstawiali bez krotnych krawedzi?, to
przypisane im wagi w ogélnym przypadku moga by¢ wielomianami o postaci z; = m;p? +
+ b, p+c;. Zauwazmy, Ze grafy dyskretnych ukladdw mechanicznych posiadaja wyrdzniony
wierzchotek ;x, reprezentujacy uklad odniesienia oraz n wierzchotkéw ,x;, i =1, ...,n
reprezentujgcych masy, z tym Zze w ukladach z elementami Maxwella, a wigc z szeregowo
polaczonymi sprezynami i thumikami wystegpuja jeszcze tzw. wierzcholki przegubowe.

Stopieni incydencji wierzchotka ;x, reprezentujacego ukiad odniesienia dla ukladéw
mechanicznych z elementami Voigta wynosi n+n’, gdzie n’ oznacza iloé krawedzi czynnych
reprezentujacych wymuszenia,

W dalszym ciggu bedziemy rozwazaé uklady z jednym wymuszeniem sitowym n’ = 1,
poniewaz dla ukladéw rozpatrywanych w tej pracy speiniona jest zasada superpozycji.

Przyjmujemy, ze krawedZ reprezentujaca wymuszenie laczy wierzcholek odniesienia
X0 Z plerwszym wierzchotkiem ,x,; reprezentujgcym mase¢ m, . Jest to jedyna para wierz-
chotkéw grafu polaczona dwoma réwnolegtymi krawgdziami. Graf cze$ciowy X}, ztozony
wylacznie z krawedzi biernych jest grafem zwyklym (w sensie Korzana [5]).

Graf X ukiadu traktujemy jako obraz geometryczny liczby strukturalnej A4, dzigki
temu silows funkcje przejécia K(p) mozna wyrazié za pomoca funkcji jednoczesnosci

1’ o z \ ol

Sim(aA 3_A) oraz funkcji wyznacznikowej det (—Qi) liczby strukturalnej 4 [2, 8].
zZ
Mamy wéwczas: :

. 04 04\ .
S““('b?"a?)
©) Kp= 2 A9l

0A
det L‘ﬁ)

gdzie z; jest waga krawedzi laczacej wierzcholek odniesienia ;x, z wierzcholkiem ;x;
-= reprezentujgcym badana odpowiedz drgajacego ukladu mechanicznego.

Tak wiec krawedzie ,,1” oraz ,,i”’ reprezentuja odpowiednio wymuszenie silowe i od-
powiedz ukladu. W tych rozwazaniach przyjmujemy, Ze sg one skrajnymi krawgdziami
grafu ukladu mechanicznego (rys. 1a).

W rozwazanych grafach, ktére musza by¢ planarne [2] moga jeszcze wystgpowad
krawgdzie spr:ezen. _

Przykladowo na rysunku 1 bedzie to krawedz 4.

W interpretacji graféw sktadniki licznika funkcji K(p), wyraZzonej wzorem (2), sa

Y multikrawedzi.
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2-drzewami grafu X (rys. 1c). Znaki funkcji jednoczesnoéci okresla si¢ na podstawie prze-
ciwobrazu geometrycznego liczby strukturalnej A, graf dualny do X jest przeciwobrazem
liczby A. Tylko grafy planarne posiadaja graf dualny.

Krawedzie lgczgce wietzchotek odniesienia oraz wierzcholki reprezentujace masy
bedziemy nazywali krawedziami masowymi. Z rozwazan o postaci grafu wynika, ze wszyst-
kie wspolezynniki jednomiandw funkcji jednoczesnosci majg ten sam znak (plus) bowiem
krawedzie ,,1> oraz ,,i” sa incydentne (uklad ma tzw. strukturg tréjnikowa). Ze struktury
tréjnikowej wynika réwniez nastgpujacy warunek na funkcje przejécia

6 O<|K(p)<1l dla peR.
a) b)
|‘X| =4 v
o m
A
£ ) @ oz
. 5/ / /
/ / 5 /
/ / / /
/ /i 4 {
JARE /i /
d d d
N M W ,
2 drzewa : typuo)(a lypuoxﬂ
Rys. 1 -

4. O postaci 2-drzew w syntezie drgajacych ukladéw mechanicznych

O ile zawsze okre$§lamy zbidr wszystkich drzew grafu jako modelu ukiadu mechanicz-
nego, to w zbiorze 2-drzew bgdziemy interesowali sig szczegdlnym ich podzbiorem. Zgodnie
z definicja funkcji jednoczesnoéci wyraZenie Sim (%f—, %IA-) jest suma algebraiczng jedno-
mianéw odpowiadajacych takim 2-drzewom gfafu X, ktorych kolumnowa reprezentacja
wystepuje rownocze$nie w liczbach%—f oraz%‘;. Innymi stowy interesuja nas tylko te

2-drzewa, ktére staja sig drzewami graféw zredukowanych X, oraz X; powstalych z grafu
X przez zwarcie koficéw odpowiednio krawedzi 1 oraz /.

Te szczegbdlne 2-drzewa charakteryzuje nastepujacy lemat.
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Lemat 1. O postaci 2-drzew grafu biegunowego bgdacego modelem ukladu mechanicz-
nego. ‘
Zatozenia: X — graf reprezentujacy uktad mechaniczny dyskretny skladajacy si¢ z elemen-
téw Voigta.
A — liczba strukturalna taka, Zze graf X jest obrazem geometrycznym.

Teza: szczegdlne 2-drzewa reprezentujace kolumny liczby aa—/lim—aaf sa dwu typdéw:

X, — dwudrzewa, ktére nie zawieraja krawgdzi masowych. Jednd skladowa spdjnosci
’ rozpigta jest na wierzchotkach masowych (jest drzewem grafu generowanego przez
wierzchotki masowe), druga jest zdegenerowana, tworzy ja izolowany wierzchotek
1% -
Xp — dwudrzewa, ktérych obie sktadowe spdjnoséci zawieraja krawedzie. Do jednej skla-
dowej naleza wierzchotki lezgce pod krawedziami sprzeZenia 1 wierzcholek odniesienia.
Do drugiej sktadowej spdjnosci pozostale wierzcholki reprezentujgce masy. Krawedzie
nalezace do obu skladowych spdjnosci tworzg drzewa podgraféw rozpigtych na odpo-
wiednich zbiorach wierzchotkéw.

oA
i’
bo operacja zwarcia koncow krawedzi 1 oraz i prowadzi do powstania graféw X, oraz
X, o ilosci wierzchotkow o jeden mniejszy niz w grafie X(|X,| = |Xi] = n;—1), a krawe-
dzie tego 2-drzewa tworza teraz graf czesciowy spdjny graféw przeksztalconych X, oraz
X, bez petli i cykli, o n,—2 = |X;]—1 = |X;|—1 krawedziach, czyli drzewo grafow X,
oraz X;. Poniewaz grafy X; oraz X; sa obrazami geometrycznymi liczb %—f oraz aa—'j
wigc kolumna zlozona z numerow krawedzi 2-drzewa znajdzie sig¢ w obu tych liczbach.
Szczegblne 2-drzewo Xp, reprezentuje jedna z kolumn liczby %—fmg—f, bo zwarcie
dwéch skladowych spdjnoéci wierzchotkami przynaleZnymi do réZznych skladowych nie
powoduje powstania cyklu i prowadzi do powstania spojnego grafu czgdciowego X, X
graféw przeksztalconych X; oraz X; w zaleZznoscei od zwarcia krawedzi a mianowicie

Dowdd: szczegblne 2-drzewo X, reprezentuje kolumng liczby strukturalnej %‘-14; N

zwarcie . zwalcie
~ " T >
o1 “krawedzi 1 ° P krawedzii  ®

1

Mamy |X,| = |X;| oraz X,, X; posiadajg zbior krawedzi ponumerowanych tymi samymi
liczbami naturalnymi, maja wiec takg samg reprezentacj¢ kolumnowa (rys. 2).

Liniami podwéjnymi zaznaczono 2-drzewo Xp grafu X (rys. 2a), drzewo X, grafu X,
(rys. 2b) i drzewo X, grafu X; (rys. 2¢). W 2-drzewie Xp nie moze by¢ réwniez drogi z wierz-
chotka ;x, do ;x; ani 1%, bo po zwarciu krawedzi | lub i powstalby cykl, czyli otrzymany
graf czgéciowy nie bytby drzewem graféw X; lub X;.g

Majac na uwadze powyzszy lemat mozna wykazaé, Ze silowa funkcja przejécia K{(p)
ukladéw z elementami Voigta musi spelniaé nastgpujace warunki:

4.1, m € parzystych,
4.2, 2gl<m-1,
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a) e T T T —
T 1 sktadowa spéjnosci N
- . poj i \‘\
X, \
/
e

 11sktodowo
spdjnosci

b)
c)
m
-3. Sr< 5,
4.3 0 <1 5
44, 0<s< 2+,
4.5. sz r, ale nie moze byl l=s5=r.

‘Wykazemy, przykiadowo niektére z nich:’

4.1. Warto$é drzewa skladajacego si¢ z krawedzi masowych zawiera sktadnik m,m, ...
... m,p*", poniewaz czynnika o wyzszej potedze niz p*" nie ma, wigc maksymalny stopien
mianownika funkcji K(p) m = 2n.

4.2. Stopien licznika / = 2 realizuje si¢ w ukladzie, ktérego graf przedstawiono na
Tys. 3.

oA . S .
Zauwatmy, Ze liczba strukturalnaﬁ— n—aali ma tylko jedng kolumng. Licznik funkcji

K(p) jest wiec postaci ¢;,¢a, --., Ca—1 * Zi. Waga z,; jest wiclomianem stopnia drugiego wigc
1=2, ' ‘
Stopie / = m—1 jest zrealizowany w ukladzie o grafie przedstawionym na rys. 4.
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Z lematu o postaci 2-drzew wynika, Ze 2-drzewo zaznaczone na rysunku 4 podwdjnymi

. .. . 04 0 C .
liniami reprezentuje jedng z kolumn liczby ~— 0—4, a wige licznik funkcji K(p) zawiera

al oi
skladnik moms ... m,_y » bgm, p?"~ D+,
G C2 [+
I PP
[
\
2i=mnP20bP0c Zi=mapts bp+C
1 e
\ )
Rys. 3 Rys. 4

Nie ma innego skladnika, w ktérym bytoby wigcej krawedzi masowych, przeto / =
=2n—-1+1 =2n—1 = m—1,

Pozostate warunki 4.3 -4.5 mozna analogicznie wykazaé.

Dla ukladéw o elementach Maxwella warunki dla sitowej funkcji przejécia przyjmuja
postad: )

4.1, n=1l=m=3,
4.2. In<m<5Sn=3 dlanz=?2,
4.3, m—2npt2I€<m=-2,
4.4. I zmienia si¢ co 2,
4.5. S = Apax+1,
4.6. . = Npags

gdzie:

Hmax — Najwicksza liczba naturalna n speiniajaca warunek 4.2.

5. Algorytm syntezy dla ukladéw mechanicznych dyskretnych z elementami typu Voigta

Na podstawie danej funkcji przejscia K(p) nalezy podaé graf uktadu mechanicznego
oraz wartoSci wszystkich jego parametréw.

Funkcja K(p) musi spelniaé¢ warunki 2.1, 2.2, zalezno$¢ 6 oraz warunki 4.1 -4.5.
Jezeli funkcja nie spetnia warunkéw 4.1 -4.5, to oznacza, Ze nie mozna znalez¢ ukiadu
skladajacego sie z elementdéw Voigta realizujacego t¢ funkcje; co nie wyklucza mozliwosci
zbudowania ukladu skladajacego si¢ z innych elementow.

Po skonstruowaniu grafu obcigZzonego ukiadu mechanicznego wyznaczamy liczby

a 0
strukturalne potrzebne do dalszych obliczefi a w szczegdlnosci A, i—f, -51[—4, a—/;i oraz
o4 o4
ol " oi -

Nastepnie tworzymy ukiad réwnaf przyrownujac a@;, g do odpowiednich wyrazen
zapisanych za pomoca funkcji dziatajacych na liczbg strukturalng 4, czyli poréwnujemy

1 dla elementéw Voigta
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wzory (1) i (5). Otrzymamy i, = [~s+p—r+2 réwnafn. Metod¢ rozwigzywania ukladu
réwnan takiej postaci mozna znalez¢ np. w pracy [1]. Musi by¢ wtedy speiniony dodatkowo
warunek:

5.1. i"? ir,

gdzie i, — iloé¢ niewiadomych poszukiwanych parametréw ukladu. Warunek 5.1 pociaga
za soba nast¢pujgca nierdwnosé

5.2. mz 6.

Podany teraz sposdb rysowania graféw obcigzonych ukladéw mechanicznych, ktérych
wykladniki transmitancji speiniaja warunki

m = 6, m € zbioru liczb parzystych,

20 —?;—-—H oraz warunki 4.3—4.5.

m

1° Rysujemy n, wierzchotkdéw, n; = o)

+1. Jeden znich ; x, traktujemy jako wierzchotek

odniesienia, pozostalych —7;— wierzchotkdw reprezentuje masy ukladu,

2° Laczymy krawedziami wierzchotki masowe ,x; z wierzcholkiem odniesienia ,x, i do-
lagczamy krawedZ wymuszenia (laczy pierwszy wierzcholek masowy ;x, z wierzchol-
kiem odniesienia). Przypisujemy wagi postaci m;p? kolejnym krawedziom masowym.

3° Dla zapewnienia wykiadnika / krawgdziom laczacym wierzchotki reprezentujace masy
nadajemy wagi bp lub ¢. Wage bp nadajemy /—2 razy, pozostalym krawedziom przy-
pisujemy wagi ¢. Dla réznych konfiguracji takiego przyporzadkowania mamy rézne
uklady mechaniczne,

4° Dla zapewnienia w liczniku wykladnika s wagi postaci bp zmieniamy na bp +¢. MoZemy
réwniez zmieni¢ wage krawedzi itej na mp?+bp, mp+c lub mp?+bp+c, tak aby
suma minimalnych stopni wykladnikéw p wielomianéw z; oraz odpowiadajgcego
2-drzewu o najwigkszej ilosci wag postaci bp-+¢ byla réwna s.

5° Dla zapewnienia wykladnika r uzupelniamy teraz wagi krawedzi masowych o skladniku
bp, ¢ lub bp + ¢. Krawedzie masowe nie wchodza do zadnego 2-drzewa reprezentujacego
kolumng liczbya—fl1 8] a—f, wigc wartodci 7 ani s nie zmienimy. Aby na podstawie danego
grafu mozna bylo prowadzi¢ dalsze etapy syntezy musi by¢ spelniony warunek doty-
czacy ilosci parametrdw ukladu i,, 7, = I—s+p—r+2. Do nicktérych wag krawedzi
masowych mozna jeszcze dodad skiadniki bp lub ¢ tak, aby powyzsza nieréwnosé

byla speiniona, MozZemy to przeprowadzi¢ bowien: dlas = 0,r = 0,/ = LG— + 1, mamy

i, =m—r+l—s5s+2 = m+ L 4+3 = —3—-m+3,
2 2

) m m 5

i, = _2"3+ (—2‘—‘ —l)-?. = 7'771_‘2-
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Zauwazmy, Zze dla m 2 6, i, > .. Jezeli.l, s lub » zmienia si¢ o 1, to ubywa réwniez po
jednym parametrze ukladu i nieréwno$¢ tez jest zachowana.

Przyklad

Narysowaé graf ukladu realizujgcego funkcje¢ przejscia w postaci:

3 2
M K(p) = agp® isa%ijizp :illl;+ao ’
Dla funkeji (7) warunki 4.1 - 4.5 sa speinione. Zatdézmy, ze K(p) spetnia réwniez warunki
2.1, 2.2, 3.1. Z postaci funkcji przejscia (7) wynika, zem =6,/ = 3,5 =1, r = 0. Ozna-
cza to, e liczba ‘wierzchotkéw grafu wynosi |X| = %-H = 4, Na rysunku 5 przedsta-
wiono kolejne etapy rysowania grafu i przyporzadkowania jego krawegdziom wag.

al

map’s byp

\\
1-2=3-2=1 s=1=(minimatny wyktodnik pwz; )+
Jedno krowed? otrzymuje woge Jminimalny wyktodnik p w wodze
postaci bp. 2-drzewa(5,61,c2ylio)
f)
/ \™ prabycecy mzpzobzpoc
AN
Wogo drzewo(2,5,6 }zawiero skiod- Po zmionie wog krowedzi 2,3 mamy:
nik ¢c;cq.czyli r=0. in=1 ir=10, cZyli in >in.
Momy in=8 ,ir=10. Wyktodniki m,i,rs nie ulegly zmionie.

Rys. 5§
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Przedstawiony sposéb jest mozliwy do stosowania dla ukladdéw o malej liczbie stopni
swobody, poniewaz na kazdym etapie istnieje kilka mozliwosci przyporzadkowania wag
i dlatego sposob ten jest trudno algorytmizowalny.
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Pesome

O KJIACCAX 2-JIEPEBbEB B CUHTESE AUCKPETHBLIX MEXAHWYECKHX
" CHCTEM

B paGore chopmynmpoBaa OgHA M3 BO3MOMKITLIX 3a4ay CHHTE32 MEXAHHUYECKHX CHCTEM NpPEnCTa-
Basembix rpadami. Pam paccy>XIeHHH NpejCTaBlieH AN OUCKPETHBIX CHCTEM, COCTOALIMX U3 3JIEMEH-
ToR Dolirra u Maxceenna. Jlokasaso, YTo B 3ajaue CHHTe3a CYIECTBEHHOE 3HAUEHME MMEIOT ABA THIA
0coBBIX 2-flepeBben rpada, ABMMOMIErocs H306pIKEHNeM CTPYKTYpPbl CBSSH MEXAHMUECKOHM CHCTEMBI.
B xoHue paSoThl NMpeAcTaRiAcH anropudm CHHTE33d NUCKPETHON cucTemMbl ¢ dnMemeHTamu <DoHrra.

Summary

ON THE CLASSES OF 2-TREES IN THE SYNTHESIS OF DISCRETE MECHANICAL
SYSTEMS

In the paper a formulation of the problem of synthesizing mechanical systems has been proposed.
The discussion refers to discrete mechanical systems composed of Voigt’s and Maxwell’s elements. It has
been proved that in the problems of synthesis two types of 2-trees graphs (the images of joint structure
of mechanical systems) play an important role. An algorithm of the synthesis of discrete mechanical systems
with Voigt’s elements has been given. S
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