MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1/2, 20 (1982)

POLA SPRZEZONE I NIEKLASYCZNE OSRODKI CIACLE

DoMinIk RoGuUuLA

IPPT PAN
Warszawa

1. Wstep

Inspiracja badan naukowych rozwazanych w niniejszej pracy byla refleksja nad pod-
stawowymi problemami mechaniki ciat deformowalnych i jej zwigzkami z innymi zjawis-
kami fizycznymi. Podstawowe pojecia mechaniki osrodkéw cigglych, w postaci odpowied-
niej do opisu deformowalnych cial statych byly prawie catkowicie sformutowane w pierw-
szej polowie XIX wieku, a §ciflej w latach 1820 - 1840, w historycznych pracach Naviera,
Cauchy’ego i Greena. Pojecia te do dnia dzisiejszego stanowia podstawg mechaniki cial
odksztalcalnych i jej ogromnych osiagnieé w pobudzaniu i ksztattowaniu ludzkiej dzia-
talnosci technologicznej. Idee te okazaly sig tak Zywotne, Ze przez poltora wieku byly
i pozostaja nadal bogatym Zrédiem inspiracji w stosowanych gateziach mechaniki.

Sytuacja taka jest dla naukowcoéw niekwestionowanym powodem do satysfakcji.
Z wyjatkiem mozZe elektrodynamiki Maxwella, trudno byloby znalezé teori¢ naukowsa
o poréwnywalnych osiagnigciach praktycznych.

Z drugiej jednak strony sytuacja ta byla powodem do nie zawsze latwego do odparcia
zarzutu pewnej stagnacji w mechanice, przynajmniej jedli chodzi o jej glebszy rozwdj.
Bez watpienia mozna dowodzi¢, Zze mechanika klasyczna daje sobie radg w prawie wszyst-
kich praktycznie interesujacych problemach mechanicznych, nie jest wi¢c usprawiedliwione
ani pogtebianie jej rozwoju, ani rewolucjonizowanie podstaw, jako ze takie préby beda
przypominaly przystowiowe szukanie dziury w calym. Obrona taka jednakze nie wytrzy-
mata proby historii. We wezesnych latach sze$édziesiatych pojawila si¢ fala prac przed-
stawiajacych nowe idee w dziedzinie mechaniki o$rodkow materialnych. Zrewolucjoni-
zowaly one podstawy mechaniki oSrodkéw ciaglych i odstonity perspektywy dalszego
rozwoju 1 poszerzenia zakresu jej zastosowan. Idee te pojawily si¢ niezaleznie w wielu
oé$rodkach naukowych catego $wiata, w tym réwniez i Polski. Udzial polskiej nauki zwia-
zany jest w przewazajacej czesci albo z profesorem Nowackim osobiscie, albo z jego
uczniami, a wigkszodé tych prac dotyczyta probleméw sprzgzonych pdl mechanicznych,
termicznych i elektromagnetycznych i (lub) nieklasycznych modeli o§rodkéw materialnych
ze wzbogacong struktura kinematyczna lub dynamiczng. Czytelnikowi glebiej zaintere-

~ Referat wygloszony na zebraniu Komitetu Mechaniki PAN z okazji 70-lecia profesora Witolda No-
wackiego. :
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sowancmu ta problematyka radzimy siggnaé¢ do monografii Nowackiego [1 - 5] i podanej
w nich literatury. ‘

2. Klasyczny osrodek ciagly.

Wprawdzie interesujemy si¢ tutaj nieklasyczna, uogolniona teoria ofrodkow ciaglych,
przedstawimy jednak krétko podstawowe zaloZenia klasycznej mechaniki kontinudw.
Bedziemy sie dalej na nie powotywali, Zamierzeniem danego tu sformulowania zatozen
jest przedstawienie idej stanowigcych podstawowa architekture mechaniki osrodkéw
cigglych, bez wdawania si¢ w szczegoly czy formalizacje.

1. Podstawowe zaloZenie kinematyczne: cialo materialne jest ciaglym zbiorem bez-
strukturalnych obiektéw zacﬁé@iﬁdés}éﬂ“éli"@ jak punkty materialne.

Kinematyka ciala jest w pelni okreslona przez funkcje

2D x:BxT— E,

gdzie B, T i E przedstawiaja odpowiednio materialny orodek ciagly, czas fizyczny i prze-
strzen fizyczng. Odwzorowanie to przedstawia konfiguracje ciala w funkcji czasu.

2. Podstawowe zalozenia dynamiczne: oddziatywania wewngtrzne w materiisg w kaz-
dej chwili jednoznacznie okré‘él‘(')'ii'emf)'r'iéi"pole symetrycznego tensora naprezen. Doklad-
niej mowigc jest to czteropoziomowa hierarchia nastgﬁujqcych stwierdzen:

(i) istniejg tylko oddzialywania kontaktowe,

»dwuciatlowych” lub ,,binarnych’” wzajemnych oddzialywah pomigdzy nieskonczenie
bliskimi czastkami materialnymi. Przy tym zaloZeniu ma sens pojecie ,,oddzialywania
przez element powierzchni”. O oddzialywaniu przez rozlgczone obszary powierzchni
zaklada sig, Ze jest addytywne.

Zgodnie z zatozeniem (iii) sity oddziatywania dzialajacego przez elementy powierzchni
moga by¢ wyprowadzone z wektora p; danego wzorem:

2.2) P = Ouhy,. :

gdzie tensor naprezen oy nie zaleZy od elementu powierzchni. W szczegdlnosci oznacza to,
Ze wektor naprezenl p; zalezy od wektora normalnego n,. Zatozenie (iv) méwi, ze od od-
dzialywan migdzy czastkami nie moze pochodzi¢ zaden moment sit dzialajacy na czastke.

3. Podstawowe zaloZenie konstytutywne: tensor naprezenn w punkcie materialnym
X moze byé catkowicie okr'e"s"i'o”ﬁy"ﬁi{"-}-)'é&stawie tensora deformacji w tym samym
punkcie.

Opierajac sie na powyiszych zalozeniach mechanika ofrodkéw ciaglych osiagneta -
wiele sukcesow w rozwigzywaniu rozmaitych probleméw. Jednak w wielu okolicznoéciach
niektére z tych zalozed sa catkowicie lub czesciowo naruszone. MoZna tu przytoczyé
nastepujace przyklady: Koncentracje naprezefi w poblizu mikrodefektéw, drgania o wy-
sokiej czgstotliwosei i bardzo malej fali, efektywne wilasnoéci kompozytdéw i innych ma-
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teriatéw posiadajacych mezostrukture, materialy makromolekularne, oddzialywanie z po-
lem elektromagnetycznym poprzez silng polaryzacje elektryczna lub magnetyczng itd.

Efektem szeregu préb usunigeia tych brakéw teorii klasycznej bylo powstanie wielu
uogodlnionych, nieklasycznych modeli o$rodkéw materialnych.

Autorzy kierowali si¢ réznymi koncepcjami. Wiele z nich, jak np. oddzialywania przez
momenty kontaktowe lub sity nielokalne, czy tez uogélniona kinematyka z dodatkowymi
stopniami swobody moze byé¢ wyprowadzone z klasycznych prac Cauchy’ego, Voigta,
i Duhema.

3. Nicklasyczne osrodki ciagle

Dopuszczajac pewng swobode¢ wyrazen, przez nicklasyczny o$rodek ciggly bedziemy
rozumieé matematyczny model ciala materialnego, ktéry narusza (lub przynajmniej nie
w pelni honoruje) jedno lub wigcej zaloZen klasycznych, pozostawiajac jednakze ideg
ciggltego rozktadu materii. Zaleznie od rodzaju i stopnia naruszania tych zalozent powstaja
rozne nieklasyczne teorie materialnych osrodkéw ciaglych.

1. ZaloZenie kinematyczne mozna naruszy¢ przez obdarzenie osrodka rodzajem struk-
tury lokalnej definiowanej dla kazdej czastki ciala. Struktura taka, a priori niezalezna
od konfiguracji (2.1), do przedstawienia stanu kinematycznego ciala wymaga pewnych
dodatkowych definiowanych nad nim pdél. Ze wzglgdu na dodatkowe wynikajace z takiej
struktury stopnie swobody pole wektora przemieszczert nie wystarcza juz do tego celu.
Przez specyfikacje okreslonych struktur lokalnych mozna otrzymaé rdzne teorie nie-
klasyczne.

W znanej pracy CosseraTOW [6] kazdy punkt materialnego osrodka ciaglego zostal
wyposazony w sztywng prostokatng triade, ktdérej osie zaleza od punktu materialnego
i mogg zmieniaé sie w czasie, definiujgc w ten sposéb lokalng strukture z dodatkowymi
stopniami swobody typu rotacyjnego. .

We wspolczesnej historii problemu niektérzy autorzy, kierowani ideami fizycznymi,
wyprowadzili nieklasyczne oérodki ciagle takie jak ciecz wirujaca WAYSSENHOFFA 1 RAA-
BE'’EGO [7] lub ciecz czasteczek dwuatomowych ZELAZNEGO [8].

Z fenomenologicznego punktu widzenia najprostsza fizycznie spdjna struktura lokalna
polega na przyjeciu mikrorotacji, niezaleznych od lokalnych rotacji pochodzacych
od pola przemieszczen. Idea ta prowadzi do tzw. teorii mikrop olar nej, omédwionej
szerzej w nastgpnym rozdziale.

Nastepnym krokiem w uogélnieniu kinematyki materialnego oérodka cigglego jest
dopuszczeniec deformowalnej mikrostruktury, w przeciwienstwie do sztywnej mikro-
struktury w teorii mikropolarnej. Tutaj najlepiej znane sg: teoria multipolarna
Greena i1 Rivlina [9] oraz Toupina teoria kontinuum obdarzonego dowolnym ukladem
wektorow kierunkowych [10].

Dalsze uogdlnienie polega na traktowaniu czastek materialnego oérodka ciaglego
jako oddzielnych mikrokontinuéw, niezaleznych kinematycznie od przemieszczen w zwyk-
tym makro-poziomie kontinuum. Na takiej idei oparta jest mikromorficzna
teoria ERINGENA i SUHUBIEGO [1]. Przy takim podejéciu kazdy punkt materialnego kon-
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tinuum posiada nieskoriczenie wiele [okalnych stopni swobody. JednakZe czgsto trzeba
ograniczy¢ mikrokontinuum do skonczonej wartosci liczbg¢ lokalnych stopni swobody,
co efektywnie redukuje ten przypadek do poprzedniego.

Ogolnie, stan wzbogaconej struktury kinematycznej materialnego kontinuum moze
by¢ przedstawiony przez funkcj¢ o nastgpujacej postaci
3.0 2B ExY

gdzie Y oznacza odpowiednig przestrzen struktury lokalnej. Chociaz w najprostszych
przypadkach Y jest przestrzenig wektorows, w ogélnosci zatozenie takie nie jest konieczne.
Nawet wiecej: istnieje wiele fizycznie uzasadnionych przykladéw przestrzeni struktur
lokalnych ktére nie moga by¢ wyposazone w sensowna strukturg wektorowa, jak $wiadczg
o tym przyktady skonczonych rotacji, nasyconego spinu czy przestrzen sieci Bravaisa
rozwazana w pracy [12].

2. Najprostsza mozliwa modyfikacja zalozenia dynamicznego polega na odrzuceniu
stwierdzenia (iv) przy pozostawieniu trzech poprzednich (i - iii). Tym sposobem dopuszcza
si¢ niesymetryczne tensory naprezef. Podejicie takie, na gruncie czysto mechanicznym
proponowat BoDASZEWSKI [66]. Bardziej konsekwentne wydaje si¢ jednak wprowadzenie
asymetrycznego tensora naprezeit przez potaczenie tej modyfikacji z inng, kinematyczna
lub konstytutywna.

Naétc;pna modyfikacja moglaby polega¢ na odrzuceniu stwierdzenia (iii), przy po-
zostawieniu (i-1ii). W tym kicrunku nie wykonywano jednak zadnych badan. Idea ta
moze prowadzi¢ do zaleznego od krzywizny przenoszenia sil przez elementy powierzchni.

Jesli bowiem zatozy sig, ze przekazywanie sit nie zalezy od zakrzywienia, wtedy przy
pomocy podr¢cznikowych argumentéw wnioskuje sig, Zze zalezno$¢ przekazywanej sily
od wektora normalnego do elementu powierzchni jest liniowa. W konsekwencji powinien
istnie¢ tensor naprezen i zaloZenie (iii) byloby spelnione.

Przy modyfikacji stwierdzenia (ii) mozZna stworzy¢ wiele nieklasycznych modeli oérod-
kéw ciaghych. Najprostsza modyfikacja tego typu polega na pozostawieniu zaloZenia (i)
i modyfikacji (it) przez dopuszczenie, oprécz oddzialywania przez wektary sit, dodatko-
wych oddzialywan przez wektory momentéw sil. Prowadzi to do tzw. teoriinaprezen
momentowych. Zgodnie z ta teorig oddzialywania kontaktowe pochodza od ogdl-
nicjszego stanu naprezen, ktéry moze byC opisany przez dwa pola tensordw: zwykly
tensor naprezen sitowych oy i dodatkowy tensor naprezen momentowych gy .

Wektor naprgzen momentowych dany jest wzorem
(3.2) Ny = Uy Ny,

a tensor ux; wehodzi do bilansu momentu pgdu. Ani oy, ani gy, nie muszg byé symetryczne.

“Wprowadzone powyzej dodatkowe oddziatywania moga byé zatozone w sposdb ogdl-
niejszy. Mozna mianowicie wprowadzaé hipernaprezenia coraz wyiszych rze-
déw, opisujacych nicklasyczne oddziatywania przez multipole sit wyzszych rzedéw. Jako
przyklad mozna wskazaé teori¢ TouriNa [10], nieprostych materialéw z hipernapreze-
niami najnizszego rzgdu.

Hipernaprgzenia w wezszym sensie definiuja oddziatywania kontaktowe, ktére nie
wchodza bezposrednio do bilansu sit i pgdéw. Jednakze zawsze wchodza one do bilansu
energii.
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Rdwniez stwierdzenie (i) moze byé modyfikowane. Daje to pewien rodzaj nielokalnych
dynamicznie modeli typu catkowegob [14, 15].

3. Klasyczne zaloZenie konstytutywne réwniez moze byé naruszane w sposéb réiny.
Mozna je modyfikowaé przez branie tensora napreZen zaleznego nie tylko od. tensora
deformacji, ale réwniez od jego gradientu, lub nawet gradientéw wyzszych rzedéw. W te-
oriach ze strukturg lokalnag w odpowiednich zwigzkach konstytutywnych moga réwnie
pojawia¢ si¢ odpowiednie dodatkowe stopnie swobody, jak np. w sprezystodci mikropo-
larnej. Mozna réwniez zalozy¢, Ze tensor naprezen zalezy od temperatury i/lub pola
elektromagnetycznego, co prowadzi do teorii pdl sprze¢Zzonych, Nie mniej wazna jest
mozliwoé¢ odrzucenia zasady lokalnosct zawartej w klasycznym zatoZeniu konstytutyw-
nym, przez przyjecie, ze tensor naprezen w punkcie X zalezy od sytuacji w punkcie Y po-
lozonym w skoficzonej odlegloéci od X. W ten sposéb otrzymano modele kontinuum
z nielokalnym zwigzkiem naprgzen 2 odksztalceniami {16 - 19}

4. Mozliwe, a czasem nawet konieczne sg réwniez odpowiednie kombinacje powyzszych
modyfikacji, z nalezytym wszakze uwzglednieniem ich wzajemnych zaleZznosci. Nastepne
rozdzialy beda poswigcone kilku przyktadom.

4. Osrodki mikropolarne

Jak wspomnieliSmy poprzednio pomyst oérodka mikropolarnego byl wynikiem do-
puszczenia lokalnie sztywnej mikrostruktury z niezaleznymi mikro-rotacyjnymi stopniami
swobody. Oznacza to, Ze klasyczne zalozenie kinematyczne zmodyfikowano przez wpro-
wadzenie zamiast (2.1) nastepujgcej postaci funkcji

4.1 xx%: BxT - Ex9,

gdzie ¥ przedstawia przestrzen mikrorotacji. Element tej przestrzeni mozZe by¢ repre-
zentowany matematycznie jako triedre trirectan gle Cosseratdw, sztywna triada
Toupina, czy macierz ortogonalna, lub inny réwnowazny sposdb. W liniowej teorii mikro-
polarnej naturalne jest zastapienie przestrzeni skoriczonych mikrorotacji ¢ przez liniowa,
trojwymiarows przestrzen wektorowa, ktdérej elementy reprezentujg infinitezymalne
mikrorotacje. W rozdziale tym ograniczymy si¢ do przypadku liniowego. Wektor mikro-
rotacji bedzie oznaczony przez ¢, a odpowiedni moment bezwladnosci (dla uproszczenia
zalozono izotropowo$¢) przez J. .

Aby istnialo oddzialywanie miedzy mikrorotacjami w réznych punktach konieczne
jest wprowadzenie pola przedstawiajacego przekazywanie odpowiednich sil nogélnionych.
Najprostszym rozwigzaniem sa tutaj napr¢zenia momentowe. Podobnie, aby zapewni€
oddzialywanie miedzy mikrorotacjami, a polem przemieszczenia, konieczna jest antysy-
metryczna czgéé tensora naprezen. Aby otrzymaé nietrywialng teorig trzeba wigc mody-
fikacje (4.1) zaloZenia kinematycznego uzupzini¢ przez odpowiednie modyfikacje zato-
Zenia dynamicznego. '

Przy tych zaloZeniach bilanse pedu i momentu pedu przybieraja postad

Oy, X = 0ly,

4.2 .
“2) B O+ sy = Iy,
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gdzie uy, i, i @ oznaczaja odpowiednio tensor naprgZenn momentowych, momenty ma-
sowe i infinitezymalne mikrorotacje.

- W przypadku liniowego izotropowego sprezystego osrodka mikropolarnego gesto$é
energii spr@Zystos'ci moze by¢ wyrazona jako ’

A ‘ I}
(4.3) U = pyanyantay ap ¥yt 5 ViV YoapFan+ 84y + 5 %%y,

gdzie wprowadzono nastgpujace skroty:

Yot = Uy, 1= Exji Pr»

(44

( ) N.H = (pl,j’

Wtedy
Oun = 289ap+ AV Ouys
Oeriy = 20V ¢ls,

(4.5) <iiy LU

trap = 2yran+ B by,

pijy = 2E%cijys

i, podstawieniu tych wyrazen do (4.2), otrzymuje si¢ nastgpujacy uklad réwnan dia pél
przemieszczen 1 mikrorotacji

(4.6) i (u+ o) Vi +(A+p—a)graddive+2arot ¢ +X = plt,
“4.7 (y+e)V2(p+(ﬁ+y—s)gradc_lw(p+2axotu—4a(p+Y = J.

Uklad ten stanowi podstawe do formutowania i rozwigzywania szczegdétowych pro-
blemdw teorii mikropolarnej. Wiele z nich zostato juz rozwigzanych lub w peini zbadanych,
jak podstawowe zwigzki, twierdzenia wariacyjne, réwnania napr¢Zeniowe, potencjaly
uogélnione, rézne problemy statyczne i dynamiczne, powstawanie i rozchodzenie sig fal,
warunki promieniowania, jednoznaczno$é¢ rozwiazan i inne [3, 4, 20 - 38]. Badany byt
réwniez przypadek zwigzanych mikrorotacji [39]; skonstruowano uogélnienia wilaczajace
efekty cieplne [40-46], pola elektromagnetyczne [47 - 53] i defekty [54 - 56].

5. Pola sprzeione. Magneto-termo-sprezystosé

Rozwdj dziedziny pdl sprzeZonych w oérodkach materialnych motywowany jest pod-
stawowymi przestankami. Z jednej strony wzajemna zalezno$é migdzy zjawiskami w przy-
rodzie jest zasadniczym problemem wiedzy ludzkiej, z drugiej strony zwiazki miedzy
zjawiskami cieplnymi i mechanicznymi, lub mechanicznymi i elektromagnetycznymi
stanowia fundament nowoczesnej technologii. Wiele szczegdlnych zjawisk z dziedziny
pol sprzgzonych jest znanych w przyrodzie i wykorzystywanych w technice. Mozna tu
wymieni¢ magnetohydrodynamike (pompa metalu cieklego, generator MHD), zjawisko
piezoelektryczne, elektro- i magnetostrykcje, magnetoakustyke, zjawiska elektro-akustycz-
ne, wzmacniacze elektromechaniczne, efekt zyromagnetyczny i wiele innych.,

Jako przyklad rozwazmy dziedzing znang jako magneto-termosprezysto$é [57 - 62, 5],
w przypadku stalego odrodka o skoficzonym przewodnictwie elektrycznym A, w pierwot-
nym polu magnetycznym H. Zlinearyzowane réwnania pola przybieraja postaé
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o

—r  divE=0,

rotE = — Ho
C

(5.1)
4, .
roth = — divh = 0.

gdzie k oznacza zaburzenie pola magnetycznego (catkowite natgZenie pola magnetycznego
jest rowne H+h). Dla gestosei pradu elektrycznego otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie

P 7o Mo [ On
j—lo[E+ p (a: XH)],

Roéwnanie ruchu ma ogdling postaé
| %u
- 62 Op gt Ty + X = Q'a,—zl’

gdzie tensor T;; przedstawia dodatkowe naprg¢zenia pochodzenia elektromagnetycznego.
Moze on by¢ przedstawiony przez zlinearyzowane wyraZzenie Maxwella

(5.3) T, = %‘7% (H hy+ H iy — 6, Hy By

Po wyeliminowaniu z powyZszego rownania pola elektrycznego i po wzigciu pod uwage
przewodzenia ciepta dochodzi sie¢ do nastepujacego ukiadu réwnan

V2h— i = —frot(iex H),

(5.4) 1V O+ ) grad u— pii+ g;% rot(hx H)+X = ygrad®,

kV2@—c,0 —ndivi = —W,

gdzie wspotczynniki przedstawiaja stale materialowe. Ten ukiad réwnan moze by¢ uogdl-
niony dla of$rodka mikropolarnego przez wprowadzenie mikrorotacji. Podobnie dla
ofrodkéw polaryzowanych elektrycznie lub magnetycznie. Szczegdlnie ciekawa sytuacja
powstaje, gdy wektor polaryzacji lub magnetyzacji jest kinematycznie niezalezny od pola
elektromagnetycznego lub makro-ruchu. Wtedy osrodek jest obdarzony strukturg lokalng
‘bezpoérednio czula na pole magnetyczne. W przypadku polaryzacji magnetycznej pod-
stawowe rownania pol sprzezonych, wlaczajace dynamike spindw magnetycznych, sa
wyprowadzone w pracy [63] przez wykorzystanie odpowiednio zmodyfikowanej techniki
nawiasow Poissona.

Dla ogdlnie nieliniowych réwnaf pol sprzezonych przy wlaczeniu dowolnej skoriczenie
wymiarowej struktury lokalnej pokazana jest w pracy [64] technika Lagrange’a, W szczegdl-
noéci technika ta jest odpowiednia do rozpatrywanija dynamiki polaryzacji elektrycznej.

Oprécz wielu zjawisk wynikajacych z pojedynczych sprzezen takich jak wspomniane
na poczatku tego rozdzialu, znane sg zjawiska zwigzane z bardziej skomplikowanymi
ukladami sprzezen. Jako przyklad mozemy podaé wzmocnienia ultradZzwigkowe w pol-
metalach [65], gdzie fala ultradZwigkowa przenosi si¢ w skrzyZowanych polach magne-
tycznym i eIekt'rycznym H i E w kierunku E'x H.
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Przy zaloZeniu, Ze noéniki pradu sg sprzezone z falg dzwigkowa przez potenCJak de-
formacji wynika wzmocnienie ultradzwigku, pod warunkiem, Ze

(5.5) Ec > Hs

gdzie e i § oznaczaja odpowiednio predkosé $wiatla i dZzwigku. IloSciowo efekt ten jest
dosé silny: W sprzyjajacych warunkach moze osiggnaé¢ 300 db/cm. Efekt znika gdy nie ma
pola elektrycznego lub magnetycznego, albo nosnikéw, albo sprzg¢zenia miedzy fala dzwie-
kowa i no$nikami, lub wreszcie gdy dryf nos$nikow w kierunku E'x H jest staby. Pouczajacy
jest fakt, Zze interesujace zjawisko moze wymkac z doé¢ skomplikowanego ukladu pol
i sprzezen.
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