
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
1  STOSOWANA

3/4,20  (1982)

O  BŁĘ DZIE ROZWIĄ ZAŃ PRZYBLIŻ ONYCH
W MECHANICE

WIESŁAW  N A G Ó R K O

Instytut  Mechaniki
Uniwersytet  Warszawski

W pracy rozważa się  struktury matematyczne stosowane przy rozwią zywaniu  zagadnień
brzegowych  mechaniki. Rozpatruje  się  poję cie  rozwią zania  przybliż onego  oraz  formułuje
metodę   szacowania  jego  bł ę du  bezwzglę dnego  w  stosunku  do  nieznanego  rozwią zania
dokładnego.  Jako  przykład  analizowana  jest  liniowa  teoria  sprę ż ystoś ci.'

1.  Rozwią zania  przybliż one

Wybrane  cechy  ciał   materialnych  machanika bada  i  opisuje  przy  pomocy  pewnych
przedmiotów  matematycznych. W  niniejszej  pracy  przedmiotami  takimi  bę dą   struktury
matematyczne nastę pują cej postaci

(l.i) m = (x,F,^

gdzie X, F są   podzbiorami w przestrzeniach Banacha, zaś  fj, jest  relacją   dwuargumentową
ix c  Xx F.

Problemem mechaniki nazywać  bę dziemy  poszukiwanie  dla  ustalonego foeF  takiego
elementu x0  e X, że

(1.2)  (xo,Uefi.

Element x0  jest wtedy  rozwią zaniem tego problemu.
Bł ę dem  bezwzglę dnym  przyję cia  za  rozwią zanie  problemu  (1.2)  pewnego  elementu

x e dom fi jest

n  r,  •   s(x»Xo>/o)  = m ax( ||x- xo ||,  ll/ - / oll).

gdzie ixx =  {feF;  (x,f)e'fij.
Jedną   z ogólnych metod rozwią zania  problemu  (1.2) jest  metoda aproksymacji  pole-

gają ca  na  okreś leniu  nowej  relacji  Ji aproksymują cej  ex  definitione  relację   fx.

W niniejszej  pracy  relację   aproksymują cą   okreś limy  przez ustalenie a  ^  0  tak,  że  dla.
każ dego  (xo,fo)  e fi jest

(1.4)  '  s(x,x0j0)  <  a.
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Problemem  aproksymacyjnym  dla  problemu  (1.2) jest  wtedy  poszukiwanie  dla  ustalo-
nego /o takiego  elementu x, że

(1.5) (x, / o)e£ .

Rozwią zanie  (1.5) nazwiemy  rozwią zaniem pnzybliż onym  rozwią zania  (1.2). Tak  okreś lone
rozwią zanie  przybliż one  jest  uogólnieniem definicji  wprowadzonej  w  [1].

Jeś li  nazwiemy  pary  (x,f)  e ju procesami zaś x przyczynami  if  skutkami  lub  reakcjami
to  wtedy  warunek  (1.4) moż na wypowiedzieć  jako  ż ą danie bliskoś ci  w  sensie normy róż-
nicy przyczyn  i  odpowiadają cych  jej  róż nic skutków.

Sprawdzenie  z definicji  (1.4),  (1.5) czy  element x  jest  rozwią zaniem  przybliż onym  wy-
maga  znajomoś ci  odległ oś ci  \ \x—xQ\ \   mię dzy  nieznanym rozwią zaniem  dokł adnym a ele-
mentem x.  Odległ ość  ta  na  ogół  nie jest  dana. Inaczej z odległ oś cią  \ \ f—fo\ \   gdyż  znając
x  i  fj, potrafimy  okreś lić /a  tym samym \ \ f—fo\ \ -

Trudność  oszacowania  \ \x — xQ\ \   usuniemy  zakł adają c,  że  moż liwa  jest  konstrukcja
funkcjonału

(1.6)  d:X^R+,

speł niają cego  warunki

(1.7)  (Vxo,x  e&omn){\ \x- x0\ \   «  8(x, (x0  edoraó  => 5(x0)  = O)].1)

W  przypadku  istnienia  (1.6)  speł niają cego  (1.7) warunkiem  dostatecznym na  to,  by  x  e

dom,a  było  rozwią zaniem  przybliż onym  jest

Funkcjonał   <5 nazwiemy funkcjonał em  bł ę du. Przykł ady konstrukcji  takiego funkcjonału
podamy w punktach 2  i 3.

2.  Struktury  liniowe

Niech  teraz  relacja  p, wystę pują ca  w  (1.1)  jest  operatorem  A  e  (X  ->  F)  liniowym,
ograniczonym  i  odwracalnym. Operator  A~l  jest  także  liniowy  i  ograniczony.  Ustalmy
tak  jak  poprzednio / 0  zaś  x0  =  A~1(fQ).

Z  definicji  normy operatora mamy

dla wszystkich  x  e X  if  =   A(x).

Funkcjonał   bł ę du  (1.6) moż emy przyjąć  w postaci

(2.1)  d(x)  =

gdzie  m  jest  dane  i  m  >  H^t"1!!-   Funkcjonał  ten  okreś lony  jest  na  cał ej  przestrzeni  X.

l >  Zapis f\X- *Y  oznacza, że operator / jest  okreś lony w przestrzeni X, zaś fe(X- *  F) na przestrze-
ni X.
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Podstawiając  (2.1) do (1.8) otrzymamy warunek dostateczny na to, by dowolne x  było
rozwią zaniem  przybliż onym

la  \
m  -, a \ .

\m  }(2.2) H^CK)—/ oi l < min

Dla pewnych operatorów  A  wielkość  r =  A(x)~f0  nazywa  się  czasami siłami reakcji [3].
Z  (2.2) wynika,  że  dla  operatorów  A  mają cych  normę   II.4"1!!  mniejszą   od  jednoś ci

moż liwe jest szacowanie bł ę du bezwzglę dnego  e przez wielkość  sił  reakcji.  Inaczej mówią c,
jeż eli  m <  1 wtedy  z  tego,  że  ||r ||  ^  a  wynika  \ \x—xo||  < a.  W  przeciwnym  razie,  dla
m  >  1  szacowanie  takie  nie jest  prawdziwe.  Wynika  stą d,  że  także  dla  liniowej  teorii
sprę ż ystoś ci,  która  jest  szczególnym  przykładem  struktury  liniowej  szacowanie  bł ę du
przez siły reakcji  bez obliczenia m nie jest uzasadnione.

3.  Struktury  w przestrzeniach  Hilberta

W poprzednim punkcie podaliś my przykład funkcjonału  bł ę du zależ nego  od sil  reakcji.
Tak  skonstruowany  funkcjonał   pozwala  z wielkoś ci  sił   reakcji  wycią gać  wnioski  o wiel-
koś ci  bł ę du bezwzglę dnego  rozwią zania  przybliż onego.  W  tym punkcie zajmiemy  się   inną
charakterystyką   bł ę du  bezwzglę dnego.

Ustalmy  pewną   strukturę   (X,  F, p.),  w  której  X  jest  przestrzenią   Hilberta  oraz

W  celu  okreś lenia  dziedziny  funkcjonału  bł ę du  rozpatrzmy  dwie  ortogonalne  roz-
maitoś ci  liniowe  X,  i  X2  tak,  że  dla  każ dego  xt  e Xt,  x2  s X2  jest

Funkcjonał   <5 okreś limy  dla x  zdefiniowanych  w nastę pują cy  sposób

\O.Z)  X  =  —  (Xt  +X2).

z
Przyporzą dkowanie  (3.2) jest jednoznaczne.

Równość (3.1) jest równoważ na dla x  spełniają cych  (3.2) równaniu

||x —Xo|[ =  - z- ||xn — x%\\ .

Równoważ ność ta pozwala na okreś lenie funkcjonału  bł ę du w postaci

W  tym przypadku  rozwią zaniem  przybliż onym  jest  każ dy  element  x  = —(xl  +  x2)

który spełnia

(3.4)  . maJ- illXi- XjH,  ||/ - /0||j  < a.

Przykład  konstrukcji  ortogonalnych  rozmaitoś ci  liniowych  podamy  w  nastę pnym
p'unkcie.
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4.  Przykład  struktury  w  liniowej  teorii  sprę ż ystoś ci

Zdefiniujmy  pewną   strukturę   liniowej  teorii  sprę ż ystoś ci  <7\  F,  X).  W  celu  skon-
struowania  elementów  tej  struktury  podamy  kilka  definicji.

N iech Q  bę dzie regularnym obszarem w  R3.

Oznaczmy  przez X  przestrzeń wszystkich  funkcji  wektorowych  x e  (Q -> R3)  klasy  C2

w  Q  i klasy  C1  w  li.

Niech  dalej  D  bę dzie  pewnym  niepustym  zbiorem w X  takim, że wszystkie elementy

D  są   odwracalne. Okreś lmy  M jako

(4.1)  M=  {x:x  =  i- {d- l),ieI,deD},

gdzie  / jest  zbiorem  wszystkich  izometrii  przestrzeni  R3  obcię tych  do  codomd a  1 jest

identycznoś cią   w  X. Elementy okreś lone warunkiem  (4.1) oznaczymy przez  u  i nazwiemy

przemieszczeniami.  Najogólniejszym  zbiorem  (4.1) jest  cała  przestrzeń  X.

Niech  T  bę dzie  przestrzenią   symetrycznych  funkcji  tensorowych  t e (Q  -> / ?3*3)

takich, że zachodzi warunek

(4.1)  (V* e T)(J  AimttJtkldv  <  oo)
a

g d z i e  t  =   ( t t J ) ,  A i m  =   A J i k l  =   A t J l k  =   A k U J ,  i,j,   k , l  =   1 , 2 , 3 .

Przestrzeń  T nazywa  się  przestrzenią  naprę ż eń.

Wyposaż my  przestrzeń  T w  iloczyn  skalarny  [2];

(4.2)  tH2  =  /   Atjut\ }t
2

adv.
o

Okreś lmy  przestrzeń  F  jako  iloczyn  kartezjań ski  BxPxQ  gdzie  B  jest  przestrzenią

funkcji  wektorowych  cią głych  b e  (D - * R3)  P  przestrzenią   funkcji  wektorowych  prawie

cią głych  p  e  {dxQ  -> R3)  zaś  Q  = X\e2a-   Przyjmuje  się ,  że  <9fi2,  /  =  1, 2  są   takie,  że

diQudiQ  =   3Q,  d1Q<^d2Q =  0.

Elementy  Foznaczać  bę dziemy przez/  =   (b,p,  q). Funkcje b nazywa  się  siłami masowymi

a  p  obcią ż eniami  powierzchniowymi.

W  celu  okreś lenia  relacji  X przyjmiemy,  że dane są   operatory KB  (T- *  BxP)  postaci

K(t)  =  (divf, t\slOń )

gdzie  funkcja  wektorowa  n e  (8tQ  -> i?3)  równa jest wersorowi  zewnę trznie normalnemu

do  diQ  oraz L  e  (X  -+  T) postaci

L(x)  =  y  C(Vx + Vxr)

gdzie  c =   (Ciju) są   funkcjami  skalarnymi  okreś lonymi w Q  (stałymi sprę ż ystoś ci) spełnia-
ją cymi  warunki

Ctjki  —  Cjtki  —  CUik  —  Chuj

AUMCMm„   =   - j  (Slmój„+   ót„S Jm),  i,j,   k,l,m,n  =   1, 2 ,  3.

Relację   X przyjmiemy  jako

(4.3)  (t,  (b, p,  q))  e Ao  (3u  E M)(t  = L(u)\ A K(t)  =  (b, p) A UU l0 =   ą ).
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Dla  struktur <7\  F,  A>  formuł uje się problem (i.2) jako  poszukiwanie dla  ustalonego
(b,p,q)  takiego t e  T, że
(4.4)  (t,(b,p,q))eA.

Oznacza  to, że trzeba  znaleźć  takie u e M, że
1

( =  - j-  C(Vw+ Vwr)
(Ą 5")

"  (divf, t\Sian]  =   (Z?,j?)

e°

e°

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

fb  £
e°

Rys. 4 Rys. 5
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Poszukiwanie  u eX  spełniają cego  (4.5) nazywa się  mieszanym zagadnieniem brzegowym
teorii sprę ż ystoś ci.

Dla  problemu  (4.4) sformułować  moż na  problem  aproksymacyjny.
Zdefiniujmy  w tym celu ortogonalne rozmaitoś ci liniowe spełniają ce  (3.1). (Dla uprosz-

czenia pomijamy  siły masowe).
Niech  /j  bę dzie  naprę ż eniem  kinematycznym  dopuszczalnym

(4.6)

a  t2  naprę ż eniem statacznie  dopuszczalnym

(4.7)  (3M,  S  M)(ł 2 =  L(u2)  A K(t2) =   (0,

zaś  / 0 rozwią zaniem  problemu (4.4).
Wykorzystując  (4.2) łatwo sprawdzić, że zachodzi zwią zek

Zgodnie  wię c  z p. 3, jeż eli  za rozwią zanie  przybliż one  t  problemu  (4.4)  przyjmiemy

ś rednią   arytmetyczną   naprę ż eń  spełniają cych  (4.6) i  (4.7) oraz, że t  0(ti  + t2)  e dom I

wtedy  bł ą d bezwzglę dny  równy jest

(4.8) e(t, ł 0,f0) = l

gdzie

M etoda  opisana w p. 3 sprowadza  się  w tym przypadku  do  zastą pienia  poszukiwania

rozwią zania  (4.4) przez  poszukiwanie  rozwią zań  (4.6) i  (4.7) zaś  bł ą d  bezwzglę dny  roz-

wią zania  przybliż onego — (ti + t2)  równy jest  (4.8).
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S u m m a ry

ON APPROXIMATE  SOLUTIONS IN MECHANICS

Mathematical structures  applied  in solutions  of mechanical boundary  value problems  are  considered.
A  notion of an approximate solution has been formulated  as well as  a  method of estimation  of error with,
respect  to unknown  exact  solution.  As  an example  the  linear  theory  of  elasticity  has  been  anaiized.


