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Skomplikowane przeplywy cieczy newtonowskich i nienewtonowskich w kanalach,
majace miejsce w rozmaitych procesach przemystowych, nie sg jak dotad szczegétowo
zbadane. Dotyczy to zwlaszcza plynéw mikropolarnych Eringena ze wzgledu na cechujaca
je mikrobezwladno$é oraz dodatkowy moment masowy i naprezenie momentowe. Tym
samym, celem wyznaczenia wielkosci opisujacych pole' przeptywu, nalezy rozwiagzywaé
uktad réwnan wynikajacych z zasad zachowania: masy, energii, pedu oraz momentu
pedu pierwszego a w szczegdlnych przypadkach réwniez wyzZszych rzeddw. Stwarza to
problemy zaréwno natury czysto matematycznej jak réwniez fizycznej wobec koniecznosci
wyznaczenia warto$ci dodatkowych wspdlezynnikdédw lepkosci.

Pierwszej proby konstrukcji ogdlnej teorii osrodka z mikrostruktura dokonali bracia
E. i F. Cosserat w 1909 roku, jednakZe dopiero w ostatnim dwudziestoleciu problem ten
zostat podj¢ty na nowo, skupiajac uwage badaczy. Wspolczesne poglady odnosnie plynéw
mikropolarnych bazujg gtéwnie na zalozZeniach teorii naprezern momentowych oraz teorii
mikroptynéw Eringena [1]. Tenze [2] wraz z Suhubim [3] rozwinal ogdlng teorie oérodka
mikropolarnego, dyskutujac w [4] termodynamiczne ograniczenia wartoéci wspotezynnikéw
lepkoéci dla ptynéw mikropolarnych. Podobne problemy byly przedmiotem rozwazan
Kazakii i Arimana [5]. Ciekawy przeglad prac na temat plynéw z mikrostrukturg zostat
dokonany przez Arimana, Turka i Sylvestra [6, 7].

Poréwnanie zalozen fizycznych stanowiacych podstawe modeli plynéw Stokesa oraz
Eringena prowadzi do wniosku, Ze ten ostatni wierniej opisuje przeplywy zawiesin, co
potwierdzity badania Kline’a, Allena i De Silvy [8] nad mechanicznymi i reologicznymi
wiasnoéciami zawiesin, emulsji, ptynych krysztalkéw oraz krwi i ptynoéw fizjologicznych.
Ahmadi, Koh i Goldschmidt [9, 10] uogolnili teorie¢ ptynéw mikropolarnych na przypadek
o$rodka w ktérym mikroruch opisywany jest dodatkowo wektorem mikrorotacji drugiego
rzgdu. RGwnania ruchu tych ptynéw wyprowadzone w pracach [11, 12] nie zostaly dotad
rozwiazane dla przypadkéw bardziej ztozonych przeplywow.

Celem niniejszej pracy jest analiza uogélnionego przeptywu Poiseuille’a ptynu mikro-
polarnego -drugiego rzedu w przestrzeni miedzy dwoma wspdélosiowymi cylindrami, ze
szczegblnym uwzglednieniem wplywu wielkoéci szczeliny na ksztatt profili predkosci
i mikrorotacji.
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1. Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu niescisliwego ptynu mikropolarnego drugiego rzedu, wyprowadzone

w oparciu o zasady zachowania masy, pgdu oraz momentu pedu pierwszego i drugiego
rzedu maja postaé [11, 12] ’

(1.1) div¥ = 0,
dv .
(1.2) d g of —gradp+ (A, +p)grad(divV) + k,rotv(u, + k) rot(rot ¥),
L dv day . .
(1.3) » U + o <= of1 —vorot(rotv)+ (e, + B, +y,)grad(dive) + k, rot V —

—2k,v—fiorotu,
3. dv
(1.4) e = of2+2(Bo—1n,) #+(yo—fPo)rotv+

+3[(ag + o, + o) grad(div g) —a; vot(rot p)],
gdzie: V — wektor predkodcei przeptywu
o — gestosé _ ‘
p — ci$nienie
v— wektor mikrorotacji pierwszego rzedu
# — wektor mikrorotacji drugiego rzedu
f — wektor sit masowych jednostkowych
f1 — wektor jednostkowych momentéw masowych pierwszego rzedu
f» — wektor jednostkowych momentéw masowach drugiego rzedu
i — wektor mikrobezwladnosci
J — gestosé mikrobezwladnosci
A, — wspotezynnik lepkosci objetosciowe;)
k, — wspodtczynnik lepkosci sprzezenia
M, — wspotczynnik lepkodci $cinania
oy, By 8, — wspOlezynniki lepko$ci obrotowych
%o, %y, &, B, — dodatkowe wspotczynniki lepkosci
Pomigdzy wartosciami wspédlczynnikow lepkosei istnieja wzajemne zwiazki. Warunki
termodynamiczne naktadaja na nie nastepujgce ograniczenia [11]

34 +2u,+k, = 0,  2u,+k, 20, £k, =0,
30,42y, 2 0, =y < By < Ve Yu=0,
B00+20, <0, —ar<o; € a,, oy=0,
Not+Bo X0,  8y,(Bo+m) < (Boty,—Bu)>

(1.5)

2. Konfiguracja przeplywu

Rozwazony zostanie przeplyw plynu mikropolarnego drugiego rzedu w szozelinie
pomigedzy dwoma wspdlosiowymi cylindrami przy uzyciu réwnan (1.1 -1.4). W tym celu
wprowadzimy uktad wspotrzgdnych walcowych czynige jednoczesnie zalozenia stacjonar-
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nosci przeptywu oraz dopuszczalnodci pominigcia sit i momentéw masowych. W obranym
ukladzie wspotrzednych wektory V, v, g posiadaja nastepujace skladowe:

@1 Vo) v mre() e ().

Réwnania ruchu (1.2 - 1.4) wobec nalozonych warunkéw, oraz po uwzglednieniu réwnania
(1.1) sprowadzaja si¢ do ukiadu:

dp I d dv 1 d
2.2 —- k) — e e =
(2.2) dz + (ot ko) rodr (' dr )+k" ¥ dr (e) = 0,
d (1 4 . dv, du,
(2.3) Yo - [T-d)—‘ (”’@)]—ku e — 2k,vo + fo g Y
1 d 1 d d
2.4 2B — 1) e+ (o — B)— 2 RN T2
( ) (/30 T/u):u’..'*_('yu .Bv) r dl' ()V@)+3(x~ » d (r dr ) 0
r r
i = 2
~ N
. N “ ‘\\\ v ¥4
‘[\\ \ \
i,—

Rys. 1. Schemat ukladu geometrycznego przeplywu

Rozwigzania réwnan (2.2 - 2.4) podlegajg nastepujacym warunkom brzegowym:
X v,=V dar=R,,
2.5 v,=0 dlar=R,,

v,=p4,=0 dlar=R, ir=R,.

przy czym R, > R;.

3. Rozwiazanie réwnan ruchu

W celu rozwazenia wplywu wielkoSci szczeliny R,— R, na ksztalt profili prgdkosci
i mikrorotacji wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe:

’—-_ r—'_Rl 7= V4
© R,—R,’ " R,—R,’
o ‘vl b Yo L= ,u'z 5
3.1 = — )y = — -_— ., = —_ ~
3.1) bo=—F, Fo=-1(Ra~R), =<2 (Ra— R,
-_ P
p_ 2
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Zgodnie z przyjetymi zmiennymi bezwymiarowymi (3.1), liczby podobiefistwa wyra-
Zajace stosunki wielkos$ci charakterystycznych wystgpujacych w rozwazanym przeptywic |
do statych materiatowych dajaE sie wyrazi¢ jako:

Re = OU(R; Ry newtonowska liczba Reynoldsa,
R, N .
Rem = Oufu,,—i—/ER Do mikropolarna liczba Reynoldsa,
Rint = gu(Rz 1) — liczba Reynoldsa oddzialywania pomigdzy
Tk, predkosciy przeptywu i mikrorotacja,
R
Rw = 0”( 2y l) — mikrorotacyjna liczba Reynoldsa
32 Y
e Lpl = 3eu(Rs — 1)3
4(’10—/5’0)
Lp2 — »3QM(R2 1)3_
Yy ﬂ”) — dodatkowe liczby podobiefistwa.
H(Rz Ry’
Lp3 = QU — )™
20,
@“(Rz R)
Lpd =
ﬁO J {

Wystepujaca w zwiazkach (3.2) wielko$¢ U posiada sens pewnej charakterystycznej
predkosei, ktora jest $rednia predkosé przeplywu plynu newtonowskiego o tej samej
liczbie Reynoldsa, w identycznym ukladzie geometrycznym. W celu przeanalizowania
wplywu warunkéw Couette’a i Poiseuille’a na przeplyw uogélniony wprowadzono wielko$ci
bezwymiarowe « i ff, Dzieki temu rozpatrywang predkos¢ srednig mozna wyrazi¢ w naste-
pujacej postaci:

I Ldp ,, ( 1+k? 1 )
P Ry
Ve 8u o dz (R — R % k)
(3.3)
. V ( k? | )
‘Z)q, -— e ——
g\ 11—l BEITY
gdzie:
R, dp (d
_4 = == —— —_ - =
(3.4) k=g w= G / 2 B=wm,
Jezeli przyimiemy staly wydatek cieczy, wowczas «+ 5 = 1. W zaleznosciach (3.4)
wielkosci (%) 17, sa odpowiednio gradientem ci$nienia w przeplywie Poiseuille’a oraz

predkodcia przemieszczania sig wewnetrznego walca w przeptywie Couette’a.
Rozwiazanie ukladu réownafi (2.2-2.4) w postaci bezwymiarowej ma forme:

_ — k k - ko\
oo 5o il oot

k k
+- C4Ko['/)(r+ T )]+Csln(r+ l_k)Jrcﬁ_
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. 20(1—-k)? (;+ k )2’
o [(1+k2)+ e
(3.6) 59=—ll;;—nn:{—cl(p11[(p(;+-l )] Cﬂle[tp( )]+
+C3(pK1[<p(7+]kk)]+C41pKl['zp( )|+
e
1-k Ink

_ Lp4 Rint| , (~ k
(3.7 #:= Rw Rem {(a 4 )0110[9’ r+m +

+(a2—1,02)CZI0[ (r+—1k—)]+(a - 2)CaKo[ ( lfk)]-l_

ok 1 4a(1—k)?
+(a2—w2)C4Ko[w(r+ l‘k)]}+ Iﬂgz [1+:2()+ 1) kz],

Ink

przy czym: -

* = % (a2 +b2—d?+ [(a®+b*—d?)?—4a?b?]E},
(3.8) 1

¥ = 5 (a2 +bi—d= [(@>+b*—d?)*—4a?b?]H},
gdzie: _

g2 = R (2_ Rem.) 2 _ Lp3 ,_ Rw-Lp3
Rint Rint Lpl - Lp2Lp4

Stafe catkowania Cy, C,, Cs, C,, Cs, Cs mozna wyznaczyé z warunkéw brzegowych
(2.5), ktére we wspdlrzednych bezwymiarowych maja postaé:

2,=0 dar=1,
- p

1 Vyg = — k2 1 dla r=0,

—kz T 20k

3.9

Vo= =0 dla7=0;l.

W réwnaniach (3.5 - 3.7) I, I, Ko, K1, 52 odpowiednio: zmodyf’ lkowanyml funkcjami
Bessela zerowego i pxerwszego rzedu oraz funkcjami MacDonalda takZe zerowego i pierw-
szego rzedu.

Latwo zauwazyé, e uzyskane rozwiazania stuszne sz jedynie dla k > 0, woéwczas
bowiem spetniony jest warunek ograniczonej wartoéci v, v, f1; W punkcie o wspéirzednej
r = 0. Przypadek rozwiazan dla k = 0 nalezy rozpatrze¢ osobno. Odpowiada on warunkom .
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przeptywu Poiseuille’a w rurze kotowej. Tym samym rozwiazania uktadu réwnan (2.2 - 2.4)

przy warunkach brzegowych
V=V =, =0 dlar=1
(3.10) - - - ,
Dz, Yo, th: Skonczone dla r = 0,

przedstawiaja si¢ nastepujaco:

GAD B = 21 -FYE e {(p [To() —Togr)] +—[Io(w> Io(v)r)}
(3.12) Vo = AIl(q71)+BII(1pr)+2r, .
. B
(3.13)  p.= I{f; {’; (a 2“‘P2)[Io(‘P)—Io(‘P7)]+'yT(az""PZ)[Io(W)_Io(WF)]},
gdzie;
Lpl R
L P 1o(@)@® — p?)+ L%z—Lp—”Z ovLi(p)

(3.14) T @t =)L (@I (p) -yl — M) o(p)L, ()

_ —2-BIL(y)

B Il(‘P) )

Poniewaz przy Ry — 0 r — —Rr— tym samym ulegna odpowiednio zmianie okreslenia
2

pozostalych wielkosci bezwymiarowych.
Warunki (1.5) dyktuja zwigzki pomiedzy liczbami podobienstwa:

1 Rw [ 3 1 \* 8

Tpi = 6 \2ipz " 1pa) T 3LpA”
(3.15) P P

1 4

e e,

Lp2 3Rw

Wartosci liczb podobieristwa Rem, Rint, Rw zostaly przyjete w oparciu o wyniki prac
ALLENA i KLINE'A [13] oraz ARIMANA, TURKA i SYLVESTRA [14]. Wartosci dodatkowych
liczb podobiefistwa Lpl, Lp2, Lp3, Lp4 wynikaja bezposrednio z ograniczen termody-
namicznych,

Rys. 2 - 4 ilustruja wplyw wielkosci szczeliny na ksztatt profili bezwymiarowych pred-
kosci : liniowej predkoéci przeptywu oraz mikrorotacji pierwszego i drugiego rzedu okreslo-
nych zaleznosciami (3.1). Dokonano réwniez analizy wplywu wartosci dodatkowych
liczb podobiefistwa na ksztalt profilu bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu dla
przeptywu w szczelinie oraz przeptywu Poiseuille’a w kanale walcowym. Wyniki przed-
stawiono na rys. 5 - 6.

4. Whnioski

Dyskusja formut (3.5-3.7) oraz (3.11-3.14) jak rowmez anahza prezentowanych
wykreséw prowadzi do nastgpujacych wnioskéw:
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Rys. 2. Wplyw wielkodci szczeliny na ksztalt profili predkoécei przeptywu plynu mikropolarnego drugiego
rzedu
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Rys. 3. Wplyw wielko$ci szczeliny na ksztatt profili mikrorotacji pierwszego rzedu
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Nr | Rint Rw Rem Lp1 Lp2 Lp3 Lps k

1] . 0,125
2 10,0833 01 0,0625 | 0.0 041 0,1 0.1 0,250
3 : 0,500

Rys. 4. Wplyw wielkosci szczeliny na ksztatt profili mikrorotacji drugiego rzedu

. Wzrost wymiaru szczeliny pociaga za sobg zmniejszenie si¢ wartoéci v, zaréwno w prze-

ptywie Couette’a jak i przeptywie Poiseuille’a. Podobnie rzecz si¢ ma z bezwymiarowa
mikrorotacja pierwszego rzg¢du vg.

. Warto$é liczbowa bezwymiarowe] mikrorotacji drugiego rzedu maleje ze wzrostem

wielkos$ci szczeliny w przypadku przeptywu Couette’a. W przeplywie Poiseuille’a
w sasiedztwie oraz pewnej odlegtosci od wewnetrzne] powierzchni walcowej istnieja
obszary w ktdrych wzrost wymiaru szczeliny wywotuje zmniejszenie liczbowej wartosci
bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu. W okolicach zewnetrznej powierzchni
efekt jest odwrotny.

. W sasiedztwie zewnetrznej powierzchni walcowej nastgpuje zmiana znaku wartosci

bezwymiarowej mikrorotacji drugiego rz¢du.

. W rozpatrywanym zakresie zmian wartoéci dodatkowych liczb podobienstwa wzrostowi

Lp3 w przeplywie Poiseuille’a i Couette’a w szczelinie towarzyszy wzrost bezwzglednej
wartoscli beézwymiarowej mikrorotacji drugiego rzedu, a wzrostowi Lp2 jej spadek.
Wickszym liczbom Lpl odpowiadajg wieksze warto$ci bezwymiarowej mikrorotacji
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Rys. 6. Wplyw wartosci dodatkowych liczb podobiesistwa na ksztalt profili
mikrorotacji drugiego rz¢du dla przeptywu Poiseuille’a w kanale walcowym

Nr Lpt
Q 0.01 a,1 0.1 0.1
1 0.02 0 0.1 0.
2 | 0,0833 0, 0,0625|_0.0 015 0, 0
3 0,0 0. 0.15 0,
Lz 0.0 04 0. 015

Rys. 5. Wplyw wartosci dodatkowych liczb podobiedstwa na kszta}t
profili mikrorotacji drugiego rzedu
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drugiego 1zgdu, natomiast wplyw Lp4 okazal si¢ nieznaczny. Analogiczne Zmiany

zachodza w przypadku przeplywu Poiseuille’a w kanale walcowym.

Whnioski tak sformulowane sa stuszne dla prawie wszystkich punktéw ptaszczyzny
przeptywu przechodzacej przez normalna do obu powierzchni walcowych.
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Pesome

OBOBIUEHHOE TEUEHUE ITYACEUJISI BTOPOI'O PANA MHUKPOIIOJISIPHOM KIIKOCTU
MEXOY IOBYMS KOAKCHAJIBHBIMUW HIIHHIPAMK

B pa®oTe npeacraBiieHe pellerHe YPaBHEHHH HM306parkalolHX ABMIKEHHME MMKPOIIOJIapHOH KO-
KOCTH BTOpOro MOPAAKA B oboGIEHHOM Teuennn Ilyaceifna B 3330pe MENAY ABYMA KOAKCHAJNBHDIMH
mwnaapemy. IIposenen aHami3 BAMAHUA NOOABOUHLIX KO3(h(MHUIMEHTOB BA3KOCTH M BEJIHUMHLI 3a30pa
1a dopmy 11podHIIsT CKOPOCTH ¥ MUKPOPOTAKH. PeaynnTarel UINIOCTPHPOBENbI TpadHKam.

Summary

THE GENERALIZED POISEUILLE FLOW OF A SECOND ORDER MICROPOLAR FLUID IN
THE CLEARENCE BETWEEN TWO CYLINDERS

The solution is presented of the set of equations describing a generalized Poiseuille flow of a second
order micropolar fluid in the clearence between the cylinders of the same axis. The effect is discussed of
additional coefficients of viscosities and the width of clearance between the cylinders on the shapes of pro-
files of linear and micropolar velocities. The results are given in the form of diagrams and tables.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 7 kwietnia 1981 roku



