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1. Wstep

Powierzchnie konoidalna (Rys. 1) zakreSla w przestrzeni prosta tworzaca poruszajaca
si¢ rownolegle do plaszczyzny prowadzacej (OYZ na rys. 1) po kierownicach Ky i K.
Kierownice te leza w plaszczyznach réwnoleglych do plaszczyzny OXZ i kierownica K
jest odcinkiem prostym (rozwaza si¢ teZz konoidy z dwiema kierownicami zakrzy--

wionymi). Konoida jest powierzchnia prostokres$lng, zwichrowang. Tu rozpatrywaé:
si¢ bedzie konoidg paraboliczng (kierownica K, jest parabola), mato wyniosta, to znaczy,
ze stosunek jej wyniostosci § do boku b jest mnicejszy od 1/5 (1/3+1/8). Powloki kono--
idalne posiadaja wicle zalet. Znalazly zastosowanie do przekryé duzych hal przemysto--
wych i widowiskowych. Stosuje si¢ je takZze do budowy zap6r wodnych. Z tatwoécia mozna.
si¢ ich doszukaé w elementach poézycia aparatéw latajacych i sprzetu ptywajacego.

2. Roiniczkowe rownania réwnowagi powlok malo wynioslych

Przyjecie zatozenia malej wyniostosci pozwala na zastosowanie réwnan techniczuej:
teorii powlok Wrasowa [1]. '

Dla powlok mato wynioslych, o réwnaniu powierzchni $rodkowej: z = z(x, ), wy-
godnie jest wprowadzi¢ jako wspélriqdne krzywoliniowe linie: x = const y = const. Dla.
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dowolnej powierzchni nie bedg to linie krzywizn gldéwnych, a warunek ortogonalnosci
bedg spelniaty jedynie w przyblizeniu.

Podstawowe zwiazki geometryczne dla tak opisanej pow1erzchn1 przyjma posta¢ na-
stepujaca [3]:

o Aoy X1,

ty = 1i,+2, iz,

b

t=z+z z,,

-

2.1)

=

= —'Z,xlx 2,y y+lz;

kxx=z,xx, ky.v= Z, yys
key = 2, 4y
gdzie:
oy, o, — wspolezynniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni,
-fx, ?,., 7 — wektory bazowe powierzchni,

Kyx, Kyy, kyy — krzywizny linii wspolrzednych i skrgcenie powierzehni (odpowiednio).

Zwiazki migdzy odksztalceniami a sktadowymi wektora przemleszczema mozna za-
pisaé w nastepujacej postaci [2]:

Ex = U x—Z xxW,

Ey =0,y Z, W, 2.2)
Vey = U,y +0, =22 ., W, :
My = =W xx5 Hy =" —W 4y, Hxy = —w..xy
Zatozenie malej grubosci i ortogonalnosci wybranych kierunkéw pozwala przyjaé
zwigzki fizyczne w najprostszej postaci [1]:
N, = B(ex’*‘,uay)’

N, = B(Ey'*‘;uex)s

B.(1—
ny=Nyx=S=¥'yxv7 (23)
M, = D (s+ux,),

My = D(y+ pny),

Myy=M,; = H=D"(1-p)x,,.
gdzie:
E-h E-hB?
B = =
l—p?”’ b 12-(1—p?)”’
" E — modul Younga,
h — grubo$é powloki,
4 — wspdlczynnik Poissona,
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Réwnania réwnowagi maja postaé nastepujaca [1]:
Nex+S ,+P. =0,
S «+N, ,+P, =0,
Oy, Oy st Nyw ke + Ny ki +28 - Ky + P, = 0, (24
M,y +H, -0, =0,
M, +H ,—Q,.=0.

gdzie:
pP,, P,, P, — skladowe obcanema zewnetrznego,

Qxa Qy Sliy poprzeczne.
Wprowadzmy wielkosci bezwymiarowe z ,,fala””; zdefiniowane llaStqu_]Qco

P-a* ) P'a )
. -4, . —_ —_— . -4, .
=1i-10 D a, v 210 D a,

z=13%0, (2.5)

gdzie:
& — wyniostoé¢ powloki,
a — wymiar planu powloki w kierunku osi X,
b — wymiar planu pBonki w kierunku osi ¥,
P = P, —skladowa pionowa obcigZenia.
Przyjmijmy;
P,=P,=0, P,=2P=const

Jesli do rownaf (2.4) pédstawimy zaleznoéei (2.3) i (2.2) oraz wykorzystamy zwigzki
(2.5), to otrzymamy nastepujacy uklad rownan na poszukiwane przemieszczenia bezwy-
miarowe (wszystkie wielkosci tu wystepujace sa bezwymiarowe choé pominigto w nich
»fale): :

Azl U —— Iy i uyy+%ﬁdz-vxy+
=4 we (rtpt)—w - (Arg+s)—(1—p)-w, s =0,
62 1— 1
Vyy+ = 0%+ A+ Upet- '+_[u'42 Ley—(E+p1) W,

A (2.6)
—(ty+As) w—A-s(l—w)-w, =0,

A0 Wt @ Wayy F = Wy +12- 4% A[r?+

2 /13
24 2(1— ) s2 4 2urt] - w12 [(r+put) - A upt
() v, (L=p) - s+ (Ave+u,)]=10% 2- 0 = 0.

4 Mech, Teoret. i Stos. 1/83
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gdzie:
52 L8 §?
r= _aiﬁ Zyxs 8= WZ'\."Y, b= “27-2— zyy>
5 h* o 9C) = 90D
A= o=7r Oh=—7 (==

Do rozwazan wprowadza sig¢ nastgpujgce sposoby zamocowania krawedzi powloki:
1) Krawedz sztywno zamocowana:
(dla krawedzi o normalnej zewngtrznej — X)

u=v=w=0, w,=0.

2) Krawedz zamocowana przegubowo:

3) Krawedz swobodna:
' N,=0, S=0, O, +H,=0, M,=0.

Warunki te mozna zapisaé w przemieszczeniach korzystajac ze zwiazkow (2.3) 1 (2.2).

Po rozwigzaniu ukladu (2.6), przy odpowiednich warunkach brzegowych, ze zwiazkdw
(2.2) wyznaczymy skladowe odksztalcenia, a nastgpnie z rownaf (2.3) znajdziemy sity
przekrojowe w powloce. . "

3. Rozwiazanle

Uklad réwnan (2.6) rozwiaZemy zastepujac operatory tego uktadu operatorami rézni-
cowymi, zapisujac te ostatnie za pomoca schematdw réznicowych centralnych. Réwnania
te zapisuje si¢ dla wszystkich wewnetrznych weztéw siatki réznic skonczonych, Wielkosci
przemieszezen weztow zewnetrznych, pojawiajace sie w uktadzie, eliminuje si¢ za pomocq
odpowiednich warunkéw brzegowych.

Roéwnanie powierzchni §rodkowej parabolicznej powloki konoidalnej (Rys. 1) ma na-
stgpujaca postaé:

2(x,7) = S(y+a) @7
© Zatem:
_ 26 _ytay
xx 2 A
z, ,,=0, | : (2.8)
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Wielkosci wystepujace w réwnaniach (2.6), w tym przypadku przyjma postaé nastepu-
Jaca:

§=—4'%, 1=0, (2.9)
5

gdzie:

_ a-L’
Rozwigzano p'ow{ok@ zelbetowy (u = 0,167, E = 3,0+ 10'° N/m?) o nastepujacych
wymiarach: ¢ = 150 m, b = 9,0 m, L = 12, Om, § = 3,0 m, # = 0,10 m. Powloka jest
obcigzona réwnomiernym obciazeniem P, = P = —4 kN/m?2.

4. Wyniki

Rysunki 2, 3, 4 przedstawiajg ugigcia i wybrane sity przekrojowe w powloce podpartej
zawiasowo wzdhuz wszystkich czterech krawedzi. Rysunki 5, 6, 7 przedstawiaja te same
wielko$ci dla powloki o czterech krawedziach sztywno zamocowanych. Kolejne rysunki
(8,9, 10) dotycza powloki podpartej jedynie wzdhuz krawedzi prostoliniowych (fuki — swo-
bodne), przy czym, krawedzie podparcia sg sztywno zamocowane. Ostatnie trzy rysunki
przedstawiaja charakterystyczne wielkosci dla powtoki podpartej zawiasowo wzdhiz dwéch
krawedzi prostoliniowych. ]

Wszystkie prezentowane wyniki dotycza takiego podziatu powloki, Ze nieznane war-
tosci sktadowych przemieszczen wyznacza si¢ w 50-ciu punktach co odpowiada 150-ciu
stopniom swobody (5 weztdw w kierunku osi X' i 10 — w kierunku osi Y), przy czym wy-
korzystano symetrie powloki. Przeprowadzono kontrole zbieznosci otrzymanych rozwia-
zan. Rys. 14 przedstawia zalezno$¢ ugiecia w Srodku powloki od zmiany gestosci podziatu

yh wmm]
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siatki w kierunku osi X (podzial w kierunku osi Y staly i rowny M = 5) dla powtoki pod-
partej przegubowo wzdtuz wszystkich czterech krawedzi. Wykres przedstawiony na rys. 15
dotyczy powloki sztywno zamocowanej na wszystkich krawedziach. Oba wykresy potwier-
dzajg zbiezno$¢ rozwigzania dla przemieszczen. W przypadku dwéch pozostatych warian-

M=5

) - n ¥ © o 0
I I B I | I B B -
< 3] ~ &~ Lt o © © ©
3 y 5 8 ] R © 1 12 15 'N
Rys. 15

téw podparcia, tj. podparcia przegubowego wzdhuz krawedzi prostoliniowych oraz sztyw-
nego zamocowania tych krawedzi, uzyskane wyniki nie wykazuja tak dobrej zbieznodci.
Aby uzyskaé rozwiazanie bardziej doktadne nalezaloby zastosowaé bardziej gesty podziat,
co z kolei wymagatoby wykorzystania w obliczeniach pamieci zewnetrznych MC (w obli-
czeniach, ktorych wyniki tu przedstawiono, wykorzystano jedynie pamieé operacyjna
MC ODRA 1305).

Znane autorowi prace [4--8] zawierajgce rozwigzania stanu zgieciowego powloki
konoidalnej dotycza innych warunkéw podparcia niz te przedstawione wyzej. Praca sta-
nowi wiec istotne uzupelnienie znanych rozwiazan o kilka nowych, nie bez znaczenia
praktycznego, przypadkéw.

5. Uwagl kohcowe

Z przedstawionych wynikéw wynika, Ze powloka konoidalna (nawet o tak duzej
rozpigtoéci), mimo swej niewielkiej grubosci, z powodzeniem przenosi znaczne obciaZenia.
Wyraznie zaznacza si¢ sklepieniowy charakter pracy powloki, a sposéb zamocowania
ma wplyw na wielko$é sit przekrojowych gldwnie w poblizu krawedzi podparcia. Napre-
Zenia w powloce wywolane sitami osiowymi znacznie przekraczajq czg§é naprezen od mo-
mentéw zginajacych i momentu skrecajacego. :
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Pesome
N3TUb KOHOI/IILAJIBHOP[ OBOJIOUIIA

B paGoTe PeaeTcst 3aava Haruba IoNoroil, KOHOMIANEHOHK 06oNn0uKy. PelieH e onyueso ua Cuc-
TeMBbY nuepeHIHaNEHbIX YPAaBHEHMH B YaCTHRIX IPOU3BOIHBIX JUIST IIEPEILEIEHHI ¢ YUeToM ynpollle-
Huil BriacoBa. Cratnueckuii usru6 oGONOYKH pemIeHO METOXOM KOHEeUHbIX pasmocteil. Paccmarpubaroresa
pasHbIe Cliyuan onop oSonoukn. CocraBienn! rpadHKy IepeMellicHil H BHYTPEHHBIX CHIT 00pasyIOLIHKCs
B DAaBHOMEPHO HATDYIKEHHOM 0DOJIOUKeE.

Summary
BENDING OF A CONOIDAL SHELL

Bending of a shallow conoidal shell is discussed in the paper. The solution has been obtained from
a system of partial differential equations of the linear theory of shells in the form simplified according
to that of Vlasov’s. The static bending of the shell has been solved by finite bifference method. Various
cases of support are considered. The diagrams of displacements and internal forces for uniformly Joaded
shell have been presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 listopada 1981 roku



