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1.  Wstęp 

Zagadnienie  doboru  optymalnych  parametrów  układu  dynamicznego  przy  założ onej 

jego  strukturze  jest  zadaniem  optymalizacji  z ograniczeniami  w postaci  równań  róż nicz­

kowych.  Uzyskanie  jawnej  zależ noś ci  funkcji  celu  od  parametrów  jest  moż liwe  tylko  dla 

nielicznej  grupy  problemów.  Wię kszość  zagadnień  praktycznych  wymaga  rozwią zania 

silnie  nieliniowych  równań  róż niczkowych  rzę du  wyż szego  niż  drugi.  Wią że  się  to z  ko­

niecznoś cią  stosowania  metod  numerycznych  przy  wykorzystaniu  E M C.  Duży  czas  obli­

czeń  zwią zany  z rozwią zaniem  zadania  optymalizacji  skłania  do  przyjmowania  uproszczo­

nych  modeli  zjawiska,  ujmują cych  jednak  wpływ  istotnych  parametrów  na stan  układuj 

Uproszczenia  te mogą  polegać  na okreś leniu  charakterystyk  elementów  istotnie  nielinio­

wych  za pomocą  funkcji  niecią głych  lub  dystrybucji.  Prowadzi  to do zagadnienia  opty­

malizacji  dynamicznej  układu  opisanego  niecią głym  wektorem  stanu.  Rozwią zanie  powyż­

szego  problemu  uzyskano,  bazując  na ideach  rachunku  wariacyjnego [7]. 

2.  Sformułowanie  problemu 

Rozważ my  zagadnienie  znalezienia  optymalnych  wartoś ci  parametrów a,{i =  1,2 . . . /) 

układu  dynamicznego  przy  ustalonej jego  strukturze.  Niech  ruch  badanego  układu  bę dzie 

opisany  niecią głym n —  wymiarowym  wektorem  stanu x(t). Zdefiniujmy  przez .xk (k = 

=  1,2, ...m—l) cią głe  odcinki  trajektorii  układu,  zaś  przez Qk  obszary,  w których są  

one  zawarte  (rys.  1). 

Rys.  1 

21­
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Wprowadź my  powierzchnie: 

V9k(xk,t,a) = 0 qk =  1,2, ... sk,  (2.1) 

ograniczają ce  obszary  Qk.  Oznaczmy  dalej  przez  & k(k  =  l,2,...m)  te  z  powierzchni 

(2.1),  które  są  kolejno  przecinane  trajektorią  układu.  Ograniczymy  się  przy  tym  do  roz­

patrzenia  zadania  z  ustalonymi  koń cami  tzn  przyjmiemy: 

Zaż ą dajmy  teraz  spełnienia  wewną trz  obszarów  Qk  układu  równań  róż niczkowych  w  po­

staci : 

xJk=f JX(xk,t,a)  j  = 1 , 2,  . . . H 

it  =  1,2,  . . . ш ­1  (  } 

zaś  w  punktach  t  =  tk  przecię cia  powierzchni  (2.1)  trajektorią  układu  niech  bę dą  dane 

warunki: 

к  
-

gdzie  oznaczono: 

x% = Xj(tk­0) 

Щ  = * A + o ) 

Dl a  r  =  tk  zachodzą  zwią zki: 

$kW,  tk,a)  =  0.  A­=  1,2,  . . .m  (2.4) 

Zadajmy  ponadto warunki jakie  winny  spełniać  koń ce  trajektorii  układu 

<PA*I,  U,  X + ,  tm,a)  =  0.  7 = 1 , 2,  . . . n.  (2.5) 

Zadanie  optymalizacji  moż na  sformułować  nastę pują co: 

Należy  znaleźć  wektor  stałych  sterowań  a,­(/  =  1,2, . . . / ),  zapewniają cy  minimum  funkcjo­

nału  w  postaci: 

m—l  ' t + i ­ 0 

J=  Vo(Xi,tti  x j , i m , ' ­e j '+  2J  i  f»k(xk,  t,  a)dt,  (2.6) 

przy  czym  odpowiadają ce  tym  sterowaniom  odcinkami  cią głe  funkcje  xj  (tj/j   =  \  ,2,  n 

winny  spełniać  wewną trz  obszarów  Qk(k  = 1 , 2,  ...  m—  1) ograniczonych  powierzchniami 

(2.1)  układ  równań  róż niczkowych  (2.2),  zaś  na  ich  brzegach  warunki  (2.3),  (2.4),  (2.5). 

Założ ymy,  że  funkcje fJk  i fok, ę}  i <p0 oraz  ­&k i cojk  są  cią głe  wraz ze  swoimi  pochodnymi 

czą stkowymi  do  rzę du  drugiego  włą cznie  po  wszystkich  argumentach  wewną trz  odpowied­

nich  obszarów  domknię tych. 

Ponadto  założ ymy,  że  trajektorie  układu  przy  przejś ciu  z  jednego  obszaru  do  nastę p­

nego  przecinają  tylko  jedną  z  powierzchni  (2.1)  i  nie  dochodzą  do  nich  stycznie  tzn.  jest 

1,2, 

1,2,  ...  m, 
(2.3) 



OPTYMALIZACJA  UKŁADÓW  DYNAMICZNYC H  441 

spełni ony  warunek: 

к  =  1, 2  ...  m 

Ф  0  (2.7) 

3.  Warunki  konieczne  minimum  funkcjonału 

Rozpatrywane  zagadnienie  jest  zadaniem  na  ekstremum  warunkowe  przy  czym  na­

łoż one  ograniczenia  w  postaci  równań  róż niczkowych  winny  być  spełnione  we  wszy­

stkich  przedziałach  (/*,  tk+1)  gdzie  к  =  1,2  ... m—l,  zaś  warunki  (2.3),  (2.4),  (2.5) 

w  punktach  t  =  tk(k  =  1,2. ..  ni). 

W  celu  znalezienia  warunków  koniecznych  minimum  funkcjonału  wprowadzimy  zmienne 

w  czasie  mnoż niki  Lagrange'a  Ajy(f )  dla  równań  (2.2)  oraz  stałe  mnoż niki  vk,  цк }  oraz  gi 

odpowiednio  dla  zwią zków  (2.4),  (2.3)  i  (2.5). 

Utworzymy  funkcjonał  pomocniczy: 

J­l   /.  = 1  y = i 

m—i  n  / ł + I ­ o  

k =  \  j=\  tk  + 0 

Wprowadzimy  oznaczenia: 

7>  =  <Г о +  Ł  QJ<PJ 

Ok  =  П A  + Ł  fikJ(xj­k  ­  (oJk)  к  =  1, 2  ... m  (3.1) 
j=i 

\\  \  iji ^  /  \iiz..i  «­ /I   ÎII  i  ^;*v i  »  rt  C i  * 

=  ­ / o*  + _X  AwJ>  A'  =  1,2  . ..  m ­1 
j­t 

1  zapiszemy  go  nastę pują co: 

m  m— 1  +  t)  л  

/  =  c > + V  J  (3.2) 

Warunkiem  koniecznym  istnienia  ekstremum  warunkowego  funkcjonału  (2.6)  jest  zero­

wanie  się  wariacji  AJ  funkcjonału  (3.2).  Wyznaczymy najpierw  wariacje  poszczególnych 

składników  wystę pują cych  we  wzorze  (3.2) 
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я  

J = 1 

я  

Г .­О  л  

r t + o  ; = i 

r t +o  7­1 

Po  scałkowaniu  przez  czę ś ci  wyraż enia: 

J  AkJóxJkdt  =  hsfaĄ ffi*­ j  hjbxJkdt 
i k+o  i k+o  

i  wykorzystaniu  zwią zków: 

AxjX  ш AxJk(tk + 0)  =  óxJk(tk  + 0) + xJk(tk +  0)ótk 

Axf k =  ­  <5­^­ ł(^­0) + x J k _ 1 ( ^ ­ 0 ) ó ?k 

wariację  funkcjonału  (3.2) moż na  zapisać  nastę pują co: 

1=1  L  1  ft=l   '  fc­l  t k + o   J 

m—l  " I ­ I   I  \ 

m—l  u  » k + i ­ 0 

;« i  r k+o  
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Wprowadzono  tu  oznaczenia: 

я *)  =  к ­,. Ah ­  o),  iti   =  ).kJ(tk+o), 

Hk­  =  Hk.t(tk­0),  H{  =  Hk(tk  + 0),  ( 3 ­ 4 ) 

oraz  wykorzystano  równania  stanu  (2.2) zapisane  w  postaci: 

8Hk  J =  1,2  ... и  

* л  д Хк,  '  k =  l , 2 . . . m­ 1 

Wystę pują ce  we  wzorze  (3.3)  wariacje  ow^ / ), Axj~k, Axfk  oraz  r3?t nie są niezależ ne  mię dzy 

sobą  i winny  spełniać  zwią zki:  (2.2),  (2.3),  (2.4)  i  (2.5).  W zwią zku  z tym  należy  tak wy­

brać  mnoż niki  Lagrange'a  Ay(f)»  >'*• /4/ oraz  Qj, aby zerowały  się  wyraż enia  stoją ce  przy 

zależ nych  wariacjach.  Korzystając  z  tego  warunku  moż na  wyznaczyć  układ  równań  

sprzę ż onych: 

5  _  _  Mk  . /=  1 , 2 . . .» 
Я « "  Э хл .  A = l , 2 . . . m ­1  t 3 ­ 5 ) 

okreś lają cy  zmienne  współczynniki  Lagrange'a  Xkj(t).  Odpowiedni  układ  warunków 

brzegowych  i zarazem  równań  na mnoż niki  QJ otrzymamy,  przyrównując  do zera  wyraż enia 

przy  wariacjach  Ax]~k,  Axfk  i btk  dla к  =  1 oraz  к  = m.  Pozostałe  równania  (dla к = 

=  2 ...m—1)  tzw.  warunki  Weierstrassa  Erdmana: 

8Qk  к = 2 ... m — l 
Ht  +  Hk+^k­=0 

8tk  7 = 1 ,2 ... n 

dają  zwią zki  dla  rozwią zań  XkJ(t)  równań  sprzę ż onych  w  punktach  niecią głoś ci  t =  tk 

oraz  pozwalają  wyznaczyć  mnoż niki  vk  i fikJ.  Przy  spełnieniu  powyż szych  warunków  wzór 

na  wariację  funkcjonału  przyjmie  prostą  postać: 

/ = 1 

gdzie 

*L   ­  J S L  +  У  ^  ­  У " Г
  д н±dt  (3.7) 

Л ,,  ­  8 а ,+ Ł  Ba,  Ą  Jo  8a, 
i =  1 ,2 . . . ;, 

jest  gradientem  funkcjonału  (3.2). 

Wariacje  da,(i =  1, 2 ... /) są niezależ ne,  warunkiem  koniecznym ekstremum  funkcjonału 

jest  więc  zerowanie  się wyraż eń  (3.7). 
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4.  Metoda  numeryczna  rozwią zania  zagadnienia 

Rozwią zanie  przedstawionego  powyż ej  problemu  moż na  praktycznie  uzyskać  jedynie 

na  drodze  obliczeń  numerycznych.  Należy  w  tym  celu  zastosować  jedną  ze  znanych  metod 

gradientowych  optymalizacji  [2],  [4]  przykładowo  metodą  zmiennej  metryki  Fletchera­

­Powella­Davidona.  Metody  te  wymagają  na  każ dym  kroku  iteracji  podania  wartoś ci 

funkcji  celu  (2.6)  oraz  jej  gradientu  (3.7).  Wyznaczenie  tych  wielkoś ci  zwią zane  jest  ś ciś le 

z  czasochłonnym  rozwią zywaniem  zagadnienia  brzegowego  odpowiednio  dla  równań  

wyjś ciowych  (2.2)  i  sprzę ż onych  (3.5).  Pojawia  się  ponadto  problem  istnienia  rozwią zania 

zagadnienia  brzegowego  zwłaszcza  dla  nieliniowych  równań  stanu.  Warunki  brzegowe 

(2.5)  oraz  pozostałe  ograniczenia  wyznaczają  pewien  obszar  parametrów,  w  którym  to 

obszarze  istnieje  rozwią zanie  postawionego  zadania. 

W  trakcie  iteracyjnego  procesu  optymalizacji  dobierane  parametry  mogą  wykraczać  

poza  ten  obszar.  Dlatego  też  wskazane  jest  traktowanie  tego  zadania  jako  optymalizacji 

z  ograniczeniami  w  postaci  warunków  brzegowych.  Moż na  się  tu  posłuż yć  metodami 

funkcji  kary,  polegają cymi  na  modyfikacji  funkcji  celu  przez  wprowadzenie  do  niej  wy­

raż enia  reprezentują cego  karę  za  przekroczenie  ograniczeń.  Według  metody  Powella 

z  przesuwaną  funkcją  kary  [2]  moż na  przyjąć  

П  

JP  =  J + Y^yj(<fj­<Xj) 2,  (4.1) 

przy  czym  yj  i  aj  (j  =  1,  2  ...  n)  są  wektorami  współczynników  i  przesunięć  kary,  zmie­

nianymi  w  trakcie  procesu  obliczeniowego.  Poszukiwanie  ekstremum  warunkowego  odby­

wa  się  poprzez  ciąg  kolejnych  minimalizacji  bezwarunkowych  zmodyfikowanej  funkcji 

celu  (4.1),  zaś  dobieranymi  parametrami  są  teraz  wektor  szukanych  parametrów  oraz 

wektor  warunków  począ tkowych,  zapewniają cy  rozwią zanie  zagadnienia  brzegowego. 

Uwzglę dnienie  warunków  (2.5)  w  zmodyfikowanej  funkcji  celu  (4.1)  powoduje  istotną  

zmianę  postaci  funkcji  cp (wzór  3.1).  Zapiszemy  ją  nastę pują co: 

ч >  =  <РР +У } e№ fi  ­  (4.2) 

przy  czym  w  miejsce  <p0 wprowadzono  tu  wyraż enie: 

<PP  =  Vol  у  J r  yj(q>j ­  aj)2. 
J­i 

Jak  widać  problem  optymalizacji  polega  na  znalezieniu  (/+//)  wymiarowego  wektora 

parametrów,  minimalizują cego  funkcjonał  (4.1). 

Jednakże  przyję cie  funkcji  ц >  w  postaci  (4.2)  prowadzi  do  zagadnienia  począ tkowego  dla 

równań  wyjś ciowych  i zagadnienia  brzegowego  z  warunkami  na  koń cu  dla  równań  sprzę­

ż onych.  To  ostatnie  moż na,  wprowadzając  zmienną  т  =  tm  — t,  również  sprowadzić  do 

dużo  prostszego  w  rozwią zywaniu  zagadnienia  począ tkowego.  D l a  tak  postawionego 

zagadnienia  optymalizacji  algorytm  wyznaczenia  gradientu  funkcjonału  (4.1)  moż na 

przedstawić  w  nastę pują cych  punktach: 
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I.  Wprowadź my  tHa  ujednolicenia  zapisu  oznaczenia 

"m   o *   Jam*  J jm  — v 9 

/,„ j  =  H3+ '  / =  1 > 2 ... и. 

Przy  przyję ciu  funkcji  r/1 w postaci  (4.2)  wyraż enia  te nie  zależą  od mnoż ników  oj. 

Podstawmy  к <= m 

II .  Wykorzystując  warunki  Weierstrassa­Erdmana  (3.6) oraz  zwią zki  (3.1) należy 

wyznaczyć  mnoż niki  ii kj  i vk. Są one równe: 

(hj  =  ./ =  1 i  2  • ••  

''/,  =  \2J ^ ^ f n ~ Jf W /   4* ' 

przy  czym: 

Wo*  = / „ f c ­ / o A . 

/I 

V ^ 

Ostatnie  wyraż enie  na mocy  założ enia  (2.7)  jest  róż ne  od zera. 

Nastę pnie  należy  okreś lić: 

\ ^  З с Ол  8&k 

(4.4) 

д вк v  3 os t w * , . 

Podstawmy  A <= к ­  I 

III.  Po wprowadzeniu  zmiennej  т =  / , „ ­ /  moż na,  wykorzystując  zwią zki  (4.4),  scał­

tować  równania  sprzę ż one  w przedziale  (t„,  —  t k + l , t m­ t k ) 

°raz  okreś lić  wyraż enia. 

,  . /=  1,2 ... n, 

+o  i . 1  +o  J~ 

(4.6) 



446  J .  Ł.UCZK O 

IV .  W  celu  wyznaczenia  gradientu  (3.7)  funkcjonału  należy  powtarzać  czynnoś ci 

okreś lone  w punktach  (II ) i (III )  aż do osią gnię cia  przez к  wartoś ci  jeden. 

Dl a  к  =  1  zdefiniujmy: 

/ 7 Г =  ­  %  =  ­ f o , ,  /Г ,  = 0 , 

Cl ] 

(4.7) 

А Г ; =  .  , =  1 , 2 . . . „. 

W  oparciu  o wzory  (4.3)  moż na  okreś lić  wyraż enia  (4.4)  i (4.5),  a  nastę pnie,  porównując 

(4.4)  j  (4.7) z  uwzglę dnieniem  (4.2).  wyznaczyć  wartoś ci  mnoż ników  oj. 

Qj=Kj—%k­>  J=  1,2  Sn.  (4.8) 
CXji 

Łatwe  jest  teraz  obliczenie  pochodnych  funkcji  (4.2) podług  odpowiednich  parametrów 

в | (|  =  1. 2 ...  l+n). 

Sumując  dodatkowo  wartoś ci  kolejnych  wyraż eń  (4.5)  i  (4.6) moż na  ostatecznie  okreś lić  

gradient  funkcjonału  (4.1). 

5 .  Przykład 

W  formie  przykładu  rozważ my  zagadnienie  optymalizacji  konstrukcji  pneumatycznych 

narzę dzi  wibroudarowych  [1], [6] prowadzonej  w celu  zmniejszenia  poziomu  drgań  prze­

kazywanych  na  człowieka.  Intensywność  emitowanych'  wibracji  okreś limy  wartoś cią  

ś rednią  energii  kinetycznej  drgań  korpusu  2 narzę dzia  (rys. 2): 

777777777777? 

Rys.  2 
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T 

Ew  = ­^jh2

2(t)d,,  (5.1) 
o 

przy  czym  ograniczymy  się do zbadania  stanów  ustalonych  drgań.  Optymalizację  prze­

prowadzimy  w  przedziale  czasu  (O, T),  wyznaczonym  kolejnymi  zderzeniami  bijaka 

1  z  tzw.  ogranicznikiem  ruchu  3. Wprowadzimy  także  wyraż enie: 

Eu  =  2  nh[ż
2(T­0)­ż ](T+0)] 

okreś lają ce  wartość  energii  straconej  w  trakcie  zderzenia  i  bę dą ce  miarą  efektywnoś ci 

pracy  urzą dzenia.  Po wykorzystaniu  zgodnie  z  hipotezą  Newtona  współczynnika  resty­

tucji  r  przyjmie  ona postać: 

k  = ­2  /и,(1­ / ­ 2 ) Н (:Г ­0).  (5.2) 

Rozpatrując  dalej  ruch  układów  w  płaszczyź nie  pionowej  i  zastę pując  oddziaływanie 

człowieka  stałą  siłą Q moż na  uzyskać  nastę pują ce  zwią zki  na przemieszczenia  bezwzglę dne 

z,(/)  =  M2 = + Y  qt(T­t), 

t e (0,  T),  (5.3) 

z2(t)  =  ­M  ̂ + '2  9t(T­t), 

Przy  czym  przemieszczenia  wzglę dne  z =  z,  — z2  musi  spełniać  równanie  róż niczkowe 
w  postaci: 

Mz  + Bż  + F^p.­pJ­F2(p2­pj  = fttQ.  (5.4) 

Wprowadzono  tu  oznaczenia: 

M  =  m 1 m 2 / m,  m =  m,+m2. 

u i =  ntf/m,  /' =  1,2 

il  =  Q/m+g, 

zaś  pozostałe  wielkoś ci  zaznaczono  na rys.  2.  Rozwią zanie  zadania  minimum  wyraż enia 

(5.1)  przy  ograniczeniu  w postaci  równania  róż niczkowego  (5.4) umoż liwia  optymalny 

dobór  tylko  niektórych  parametrów  konstrukcyjnych  urzą dzenia.  Pozostałe  parametry 

okreś lają ce  np. położ enia  zaworów  dolotowych  lub wylotowych  moż na  wyznaczyć  roz­

patrując  dodatkowo  układ  równań,  opisują cych  zmiany  ciś nienia  p­t(t)  w  odpowiedniej 

komorze  narzę dzia.  Przy  założ eniu  przemiany  izotermicznej  [5] równania  te  mają  postać: 

j t  {l,+(­iyz]FtPt}  =  kUt+2&(pM­ftPt4>(pMh  i =  1.2,  (5.5) 

edzie  stalą  к charakteryzuje  czynnik  roboczy  (powietrze)  wypełniają cy  komory  narzę dzia. 

Przyjmiemy  tu dwa  zasadnicze  dla  dalszych  rozważ ań  założ enia: 

~— funkcje fi(i   = 1, ... 4) opisują ce  zmiany  pola  przekroju  odpowiedniego  zaworu  wyło­
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towego  bą dź  dolotowego  okreś limy  przy  pomocy  pewnych  niecią głych  funkcji  \p, 

ft =  hVAPiSPz^it 

—  przyjmiemy  tzw.  przepływ  nadkrytyczny  przez  zawory  [3], [5], co  rozwią zane  jest 

z  założ eniem  stałoś ci  funkcji Ф (р ). 

Zdefiniujemy  nastę pują ce  współrzę dne  wektora  stanu: 

Xi  =  Pi(h­z), 

x2  =  p2(l2+z), 

x3  = z,  . 

i  poprzez  nic  okreś limy  wyraż enia  у >,(/ =  1, ... 4) 

Postać  tych  funkcji  zależy  od przyję tego  rozwią zania  układu  rozrzą du  narzę dzia. Dla 

układu  przedstawionego  na  rys. 2 dopływ  powietrza  sterowany jest  głównie  róż nicą  ciś nień  

p1—p2,  zaś  wypływ  zależy  od przemieszczenia  wzglę dnego  ,v3. 

Wprowadzając  pomocniczo  funkcje: 

V,  =  ( ­ l ) ' * 3 ­ / 0 , 

Vi+2  =  (­iyx3+d„   i = 1 , 2,  ( 5 ' 6 ) 

okreś lają ce  położ enia  zaworów  wylotowych  i dolotowych, a  takż e: 

Vt+4  =  ( ­ l ) ! [ . x , / ( / i ­ * 3 ) +  X2 / ( /2  +  .v3)] ,  ' = 1 , 2,  (5.7) 

moż na  funkcje  щ wyrazić  nastę pują co  poprzez  funkcje  niecią głe  typu  Heavisaide'a: 

П  = "(У д ,  . 
tpi+2 =   Я (К, +  2) /7(К , +  4 ) ,  i =  1,2  Щ  

Układ  równań  róż niczkowych  opisują cych  ruch  badanego  układu  przyjmie  postać: 

к  |*з  V'.u   ­  ••>' i V i *  j  —j j Fi. 

к [sA  ­ s2 ip2k  — ­~—)  /  F 2 , 
\  '2 + *3 *  / 

- V l Ł — 

l2/k  (5.9) 

­V3k —  X*k 

gdzie: 

przy  czym  przez  y,*   oznaczono  wartoś ci  funkcji  (5.8)  w obszarach  w których  wyraż enia 

(5.6),  (5.7)  nie  zmieniają  znaku.  Tak  więc  otrzymany  układ  równań  jest  układem  o nie­

cią głych  prawych  stronach,  zapisanym  w  jednolitej  postaci.  Punkty  niecią głoś ci  lk  wyzna­

czone  są poprzez  miejsca  zerowe  funkcji  K, (/ =  1. ... 6) 

Powrócimy  teraz  do drugiego  z  przyję tych  założ eń. 
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Wprowadzimy  wyraż enia: 

К+ь  =  Pa ­

(5.10) 

V> + * = З Щ 5 5 " Г ^  i=  1,2. 

Przyję cie  założ enia  upraszczają cego  odnoś nie  funkcji  Ф ogranicza  zakres  waż noś ci  równań  
(5.9)  do  obszarów,  w  których: 

K , + 6  >  О л К;  <  0 v F , + 8  >  0AV,  >  0. 

W  pozostałych  obszarach  zmienne  pi(t)  winny  być stałe,  równe  wartoś ci  pd  ciś nienia 

powietrza  zasilają cego  układ  lub  wartoś ci  pw  ciś nienia  otoczenia. 

Przyjmując  w tym przypadku  za współrzę dne  .v,(/)  zmienne pt(t)  oraz  zastę pując  odpo­

wiednie  z  równań  (5.9)  równaniem: 

x,  = 0 

doprowadzimy  zagadnienie  optymalizacji  do zadania  z  niecią głym  wektorem  stanu,  przy 

czym  w  punktach  t =  tk,  w  których  zerują  się wyraż enia  (5.10)  muszą  być  spełnione 

zwią zki: 

X i k ~
  ( 5 1 l ) 

oraz  dla  Vs  =  0 

Ą  =  xr*Pi+(­l)'*3*] ,  (5.12) 

ze  wzglę du  na  cią głość  zmiennej  pt(t). 

Pozostałe  współrzę dne  wektora  stanu  są  cią głe. 

Niecią głość  współrzę dnej  x4,  bę dą cą  wynikiem  przyję tej  hipotezy  odnoś nie  zderzenia, 

uwzglę dnimy  w  warunkach  brzegowych  przyjmują c,  że zderzenia  nastę pują  w  chwilach 
fi  = 0  i  /„, =  T.  Po  wykorzystaniu  zwią zków  (5.3),  warunków  okresowoś ci  ruchu  oraz 

hipotezy  Newtona  warunki  brzegowe  przyjmą  postać: 

<Pj =  Х / т­ Л л  =  0,  ./' =  1,2,  3 

<PA  =  *&­»41+«77/»1  =  0, 

1  rr, " 1 ­ r ­  1  2r   1 1  „ 
<Ps =  x;i+­^qT  —  Г Г Г ""   =  ° ­

2  ! + / • / / ,  1 +r   //, J 

(5.13) 

Za  funkcjonał  jakoś ci  (2.6) przyjmiemy  wyraż enie  (5.1).  Po przecałkowaniu  przez  czę ś ci 
г  wykorzystaniem  zwią zków  (5.3) moż na  go  przedstawić  w ostatecznej  postaci: 

J  ­  m 2 ^ ­  q2T2  Ą ­ ~ /1,а{х 1п  + Х з ^  +  ^  J  | y  pUi­PiOX  ̂ rftj.   (5.14) 

Postawione  zadanie  optymalizacji  układu  dynamicznego  (5.9) z  nałoż onymi  warun­

kami  brzegowymi  (5.13) oraz warunkami  (5.11) lub  (5.12) w punktach  niecią głoś ci­wektora 
s tanti,  przy  przyję ciu  funkcjonału  jakoś ci  (5.14),  jest  równoważ ne  wcześ niej  sformuło­

wanemu  zagadnieniu  optymalizacji. 
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Szukanym  wektorem  stałych  sterowań  „ a"  może  tu być wektor  parametrów  konstruk­

cyjnych  rozpatrywanego  narzę dzia  udarowego.  W  przedstawionych  poniż ej  wynikach 

za  współrzę dne  dobieranego  wektora  przyję to  nastę pują ce  wielkoś ci: 

al  — FlIFli   Cl2  =  ,"l //<2>  " j   =  ' 2Д1 . 

o 4  =  loll,  ai  =  difii,   «( )  =  rf3//2, 

przy  czym  ustalono  całkowitą  długoś ć: 

21 =  / ,+2 /0 + / ,, 

oraz  masę  narzę dzia.  Optymalizację  przeprowadzono  dla zadanej  wartoś ci  okresu 
drgań: 

T  =  0.8  ylfg 

odpowiadają cej  w przybliż eniu  okresowi  pracy  tzw.  ubijaków  formierskich.  Także  war­

toś ci  pozostałych  parametrów  przyję to  w oparciu  o  istnieją ce  rozwią zania  konstrukcyjne 

wymienionych  narzę dzi. 

Przy  numerycznym  rozwią zywaniu  sformułowanego  zadania  optymalizacji  wykorzy­

stano  podany  w poprzednim  punkcie  algorytm  rozwią zania  wyznaczania gradientu  funk­

cjonału. 

Uzyskane  rezultaty  przedstawiamy  w sposób  poglą dowy,  nie wchodząc  w szczegółowe 

rozważ ania,  zawarte  w  pracy  [6], a  dotyczą ce  np.  wpływu  poszczególnych  parametrów 

na  wartość  przyję tej  funkcji  celu. 

Rys.  3 

Na  rys. 3 pokazano  ruch  układu  istnieją cego  U0 i optymalnego  U l na  płaszczyznach 

fazowych  (wprowadzono  tu  wartoś ci  ś rednie  z,  i  z2  współrzę dnych  z{(t)  i  z2{t)  oraz 

czę stość  drgań  co =  2njT,  zaś w tab. 1 zestawiono  wartoś ci  parametrów  charakteryzują­

cych  powyż sze  układy,  a  także  dwa  inne  optymalne  rozwią zania  otrzymane  dla zadanych 

wartoś ci  parametru  a,. 

Moż na  tu  zauważ yć,  że dysponując  dostatecznie  dużą  iloś cią  parametrów  podlegają­

cych  optymalizacji  moż na  zaprojektować  róż ne  układy  (np.  U2, U3) okreś lone  tylko 

nieznacznie  gorszym od optymalnego  ( U l )  wskaź nikiem  jakoś ci  działania  (5.1). Ze wzro­

stem  wartoś ci  parametru  ay  roś nie  wprawdzie  wartość  funkcji  celu  (5.1), ale  równocześ nie 

wzrasta  wyraż enie  (5.2),  zaś stosunek  tych  wielkoś ci  pozostaje  prawie  stały. 



OPTYMALIZACJA  UKŁADÓW  DYNAMICZNYC H  451 

Tabela  t 

Ukła d  i 

Wie lkość  

UO  U l  U2  из  

O l  0.600  0.466  0.600  0.700 

аг  
0.333 

>  

0.292  0.276  0.262 

1.000  0.888  0.736  0.705 

0 4   0.250  0.313  0.303  0.282 

« s   0.667  0.629  0.759  0.826 

ab 
0.667  0.639  0.679  0.688 

E„lingl  0.120  0.061  0.065  0.068 

EJmgl  2.203  2.417  2.527  2.614 

EJEK  18.4  39.6  38.9  38.4 

Tak  wię c,  w zależ noś ci  od tego  czy  bardziej  poż ą dane  jest  zmniejszenie  poziomu  wi ­

bracji  czy też zwię kszenie  efektywnoś ci  pracy  urzą dzenia,  róż ne  z  tych  rozwią zań  mogą  

być  uważ ane  za  optymalne. 

Wnioski 

Z  powyż szych  rozważ ań  i  przeprowadzonych  obliczeń  numerycznych  nasuwają  się  

nastę pują ce  wnioski: 

—­  Zaproponowana  metoda  może  być zastosowana  do  rozwią zania  zagadnienia  opty­

malizacji  dla dość  szerokiej  klasy  dyskretnych  układów  dynamicznych. 

Zaletą  metody,  dzię ki  wykorzystaniu  analitycznych  zwią zków  (3.7)  okreś lają cych 

gradient  funkcjonału,  jest  fakt.  że czas  obliczeń  w ramach  jednej  iteracji  nie zależy  prak­

tycznie od iloś ci  parametrów,  zależy  od niej jedynie  ilość  iteracji. 

W  przypadku  układów,  dla których  rozwią zanie  zagadnienia  brzegowego  jest  łatwe 

do  uzyskania  (np. układów  odcinkami  liniowych),  polecane  jest  sporzą dzanie  odrę bnego 

algorytmu  obliczeniowego,  opartego  bezpoś rednio  na  wzorze  (3.3) i  zabezpieczają cego 

spełnienie  zagadnienia  brzegowego na każ dym  kroku  iteracji.  W ten sposób  moż na  obniż yć  

wymiar  szukanego  wektora  parametrów  (nie bę dą  dobierane  wartoś ci  począ tkowe  wek­

tora  stanu)  i  poprzez  zmniejszenie  iloś ci  iteracji  skrócić  czas  obliczeń  numerycznych. 

W  przypadku  bardziej  złoż onych  problemów  optymalizacji  wskazane  jest  wstę pne 

okreś lenie  wę ż szego  obszaru  parametrów  w  którym  leży  minimum  globalne. 

Moż na  tu wykorzystać  znane  [2], [4]  bezpoś rednie  metody  optymalizacji  lub też  rezul­

taty  analizy  układu.  Inaczej  mówiąc  poż ą dane  jest  nałoż enie  pewnych  ograniczeń  na 

parametry  układu,  w tym także  na warunki  począ tkowe.  Winny  być  one mię dzy  innymi 
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wprowadzane  w ten  sposób,  aby  zapewnić  stałą  l i c z bę  punktów  niecią głoś ci  w  kolejnych 

iteracjach  procesu  obliczeniowego,  co  gwarantuje jego  lepszą  zbież noś ć. 
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P  e 3 ю  M e 

П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К АЯ  О П Т И М И З А Ц ИЯ  Д И Н А М И Ч Е С К ИХ  С И С Т ЕМ  С  Р А З Р Ы В Н Ы МИ  

Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А МИ  

U  п р е д л о ж е н н ой  р а б о те  и с с л е д у е т ся  п р о б л е му  п а р а м е т р и ч е с к ой  о п т и м и з а ц ии  д и н а м и ч е с к их  

с и с т ем  д ля д и ф ф е р е н ц и а л ь н ых  у р а в н е н ий  с  р а з р ы в н ы ми  п р а в ы ми  ч а с т я ми  и  р а з р ы в н ы ми  к о о р д и­

н а т а м и.  Н е о б х о д и м ые  у с л о в ия  м и н и м у ма  ф у н к ц и о н а ла  п р и н и м а е т ся  на  о с н о ве  в а р и а ц и о н н о го  

и с ч и с л е н и я.  П р е д л о ж е н н ый  ч и с л е н н ый  м е т од  р е ш е н ия  з а д а чи  и  о п р е д е л ен  а л г о р и тм  г р а д и е н та  

ф у н к ц и о н а л а.  В  к о н к р е т н ом  ч и с л е н н ом  п р и м е ре  р а с с м а т р и в а е т ся  п а р а м е т р и ч е с к ая  о п т и м и з а ц ия  

i ш е п .м о у д а р н и к о в. 

S u m m а  г у  

P A R A M E T R I C A L  O P T I M I Z A T I O N  O F  D Y N A M I C  S Y S T E MS  WIT H  D ISCONTINUOU S 

•  C H A R A C T E R I S T I C S 

The  paper   presents  the  problem  of  optimal  choice  of  parameters  of  non­linear   dynamic  s>stcm.  The 

mathematical  model  can  be  described  by  means  of  system  of  ordinar y differential  equations,  whose  right 

sides  are  discontinuous. 

The  author   suggests  the  numerical  gradient  metod  for   solving  problem  of  optimization  and  proposes 

algorithm  calculation  of  the  functionals  gradient.  The  preconditions  of  the  minimum  have  been  found 

with  the  aid  of  the  variational  calculus  metods.  The example  refers  to  parametrical  optimization  of  pneu­

matic,  hand­held  percussive  tools. 

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji dnia  ft  stycznia  1981 roku 


