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1. Uwagi wst¢pne

W przypadku optymalnego ksztaltowania niektérych drgajacych i narazonych na
utrat¢ statecznofci elementéw konstrukcji okazuje sig, Ze element uksztaltowany z uwagi
na podstawowa warto$¢ wlasng, zwigzana z odpowiednig forma drgan lub wyboczenia
(optymalizacja jednomodalna) posiada niZzsza warto§¢ drugiej wartodci wlasnej zwiazanej
z inng forma drgan lub wyboczenia.

Jako pierwszy zaobserwowatl ten fakt J. KiusaLaas [6] w przypadku optymalizacji
$ciskanego preta na sprezystym podtozu. Jednak dopiero N. OLHOFF i S. H. RASMUSSEN
w pracy [9] dotyczacej optymalnego ksztaltowania obustronnie utwierdzonego preta
$ciskanego sila osiowa przeprowadzili szczegétowa analize problemu oraz sformulo-
wali poprawny w takim przypadku warunek optymalnoéci. Autorzy zaproponowali aby
w razie stwierdzenia niewystarczalnoéci sformutowania jednomodalnego stosowaé sfor-
mutowanie dwumodalne optymalizacji polegajace na ksztaltowaniu z uwagi na podwdjna
warto$¢ wiasna zwiazana z dwiema formami drgan lub wyboczenia.

Od czasu ukazania si¢ pracy N. Olhoffa i S. H. Rasmussena rozwigzanych zostalo
wiele zadan optymalizacji z uwzglednieniem dwamodalnego sformulowania. I tak m.in.
S. PRAGER 1 W. PRAGER [11], A. GAJEWSKI [5], B. BOCHENEK i A. GAYEWSKI [4] rozwigzali
problem dla drgajacych pretéw, E. F. MASUR i Z. MROZ [8], B. BOCHENEK i A. GAJEWSKI [3]
dla narazonej na utrate statecznosci ramy natomiast J. BeacHUT i A. GAsBWSKE [1] [2]
oraz N. OLHOFF i R. H. PrauT [10] dla drgajacych i narazonych na utratg statecznosci
fukéw. W niemal wszystkich wymienionych pracach wykorzystano liniowe ujgcie problemu,
co w przypadku analizy statecznosci ukladu sprowadza si¢ do uwzglednienia jedynie
utraty stateczno$ci przez bifurkacje. Jedynie praca [2] zawiera ujgcie nieliniowe (uwzgled-
pienie utraty statecznosci przez przeskok); ale rozwigzanie problemu wymaga wykorzy-
stania skomplikowanej i pracochlonnej procedury numeryczne;.

W niniejszej pracy w celu przedstawienia charakterystycznych cech optymalnego
ksztaltowania tuku o osi $ci§liwej (w ujeciu nieliniowym) zastapimy rzeczywisty fuk pro-
stym ukladem pretowym o czterech stopniach swobody, a problem ksztaltowania spro-
wadzimy do optymalizacji parametrycznej.

Rezultatem dwumodalnej optymalizacji w przypadku rozwazania obu mozliwych
form utraty statecznosci jest zréwnanie si¢ punktéw odpowiadajacych bifurkacji i prze-
skokowi (na podstawowej §ciezce obcigZenia).

" Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego PW. 05-12.
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2. Réwnania podstawowe

Rozwazmy uklad przedstawiony na rys. 1 (podobny ukiad wykorzystali A. D. Kerr
i M. T. Soirer w pracy [7]). Zlozony jest on z pigciu pretéw polaczonych przegubami
sprezystymi, przy czym dla uproszczenia zakladamy, Ze tylko jeden pret jest Scisliwy
(Scisliwosé preta modelowana jest sprezyna o sztywnosci k). Sposéb zamocowania kofncow
preta charakteryzuje parametr &, ktéry dla przegubowego zamocowania jest réwny zero,
a dla sztywnego utwierdzenia zmierza do nieskonczonofci. Ten dyskretny ukiad modelo-

c=q§/(c¢§)

Rys. 1

wat ma sprezydcie zamocowany rzeczywisty luk o zmieniajacym sie w sposdb ciagly
polu powierzchni przekroju poprzecznego A. Zakladamy ponadto, 7e sztywnosci przegu-
béw sa proporcjonalne do pola powierzchni przekroju poprzecznego ukladu rzeczywi-
stego. :

¢ =constd] i=1,2,3 2.1)

gdzie wykladnik » w typowych przypadkach przyjmuje wartosci 1, 2, 3 oraz, ze¢ wzdhuz
diugoéci pretéw zmiana pola powierzchni przekroju poprzecznego jest liniowa (rys. 2).

Rys. 2

Réwnania opisujace zachowanie si¢ ukladu (nieliniowe drgania) wyprowadzamy
w oparciu o rownania Lagrange’a drugiego rodzaju.
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Energi¢ potencjalng réwna roZnicy energii sprezystodci sprezyny i przegubow oraz
pracy sil zewngtrznych na przemieszczeniach w,, w, przedstawia réwnanie

I 1 . 1
7= :-Z—k(Al)2+-§- c((/.,~—(/>)“+§—cz(al—a1—1/)+(p)2+
i , 1 ,
+-2— oz — ) +'§' (e — a3 —yp—p)* + (2.2)

1 1
+5 ca(p—or—y)*-+ 5 c3(p—0ota+9)? = POy +ws),

natomiast energi¢ kinetyczng mas skupionych réwnanie

2

1 d . *la g
g = —-»—m“—&,t— (Rsina,; -+ Rsinag)l + flt (Rcosa,+Rcosoz2)\ +

+ [7[ (d - Rsing, — Rsin oz4)] + [—[7; (Rcosaz+Rcos 054)} I .
W rownaniach (2.2) 1 (2.3) wprowadzono nastgpujace oznaczenia
wy = R(Cos@p—cosa, +Ccosy—Ccosu,),
w, = R(COS®—COS otz +COSP—COS aly),
R
= ' (24)
x = 14+ A(2sing-+2siny—sino, —sina, —sino; —sinay),
Al = 1(1 *—")
cosy
A
y = arctg — (cos &g +COS oty —COS 0ty —COS )],
Parametr A charakteryzuje wyniosto§¢ modelowanego fuku.
Wstawiajac (2.2) i (2.3) do réwnan
d [ on, oy, on .
B Ehiaiiy B tasS =0 =1,2,3,4 2.5
dt(ao'z,-) o, T ! 2.5)
olrzymujemy
MR [d, +cos(oty — 028, +sinfoy — o) &3]+
+ kIR ( 1 — E:—Sy—) cos(ay +y)+ (o, — @) — ea(ty— oy — 2.6)
: A . .
—p+@)+eala, — oz4+2y)—; cosysin(a; +y)— PRsina; = 0,
mR2 [, 4 cos(oy — )8y — sinfoy ~ o) &i]+
X
+klR(1—— cosy )cos(oc2+y)+c,,(oc2——oz1—w+rp)— @7

—Cy l("/"‘ “2“)’)"'2—(0‘2 - “4+27)°0575in(a2+7’)]—PRSinaz = 0,
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mMR2[5 5 +cos (o — ag) 8y +Sin(or, — ota) @3] +

+kIR (1 — ?c%a’—) cos(as —9)+c(ots —p)— (ot — 03 —

(2.8)
A , .
—p+ @)+ (g — oy —2y) — cosysin(o; —y)— PRsinas = 0,
mR2[6,+cos(as — %)y —sin(oz — o) @3] +-
%
+klR(l— cosy)Cos(a4""y)+C2(a4'—a3—1p+lp)_ (2.9)

—c3 I(w—a4+y)—% (oty — 013 —2yp)cosysin(o, — y)J —PRsina, =0

Aby zbadaé réine formy utraty statecznosci, poprzez badanie czgstosci matych linio-
wych drgan, naloZonych na nieliniowe statyczne ugigcie rozwijamy zmienne «;, y W szereg

a, = Ot,0+6a“+ ses (210)

Y =votey;+ .. i=1,2,3,4
Indeks ,,0” odpowiada symetrycznemu nieliniowemu statycznemu ugigciu, ,,1” matym
liniowym drganiom wokot polozenia rownowagi a € jest matym parametrem.
Uwzgledniajac (2.10) w réwnaniach (2.5) po wykorzystaniu zwiazkéw (2.2) i (2.3) otrzy-
mujemy dwa uklady czterech réwnan. Pierwszy, opisujacy statyczne ugigcie po wykorzy-
staniu warunkow symetrii

@y = O30, Q20 = O4o, 211
vo =0, .11
redukuje si¢ do dwoch réwnan przestgpnych
5*
K(l—-xo)cosalo+cfw(am—tp)— @.12)
—cta(ay— oty o—p+@)— P*Rsina,, = 0,
K(1 —20)c08 050+ cFa(tro— oo — 9+ @) — 213
"'Cfb('lp—azo)"P*sinazo = 0. (-. )
W réwnaniach (2.12) i (2.13) wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe
K = _k.{{z__’ cF = Mc_!._, EF = _E
Co Co Co
(2.14)
_P*: _P.R’ a=&, b:__(-‘_ﬁ_,
Co ¢ ¢
%o = 1+2A(sing +siny—sina, o —sina,,), (2.15)

cf jest bezwymiarowy sztywnoscig przegubu w migjscu zamocowania, natomiast £* bez-
wymiarowym parametrem charakteryzujacym sposéb zamocowania.
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Male drgania ukladu opisujg réwnania rézniczkowe drugiego rzedu otrzymane przez
przyréwnanie do zera wspoOlczynnikdw przy €
MmR?[8;, +cos(at;0— 0ty0) s, ]—kIR[x; COS 0 o+

+ (1 —%g)sin o ooy +y )]+ coyy — caoay —ay,)+

. (2.16)
te, Asino g

v (021 — gy +2y,)— PRcos a5+ 05 = 0,
0

mR2 [ty + cos(otyo— tpg)tyy]— kIR [x,cCO8 ttp0+

+ (1 =2o)sin atyo oz +y )]+ ¢z (ctar —yy) +
2.17)

Asinag,g

+cC3 [(a21 +y0)+ (02 — 4y +271)]_PRCOS°‘20' oy =0

mR? [ty +c0s(etyo— 0z0)%4r] —kIR[%; cos 0110+

+(1}.—,7‘O)Sina10(a31_71)]"'0“31_("2(‘141 — )+ (2.18)
+Cs% (04 — 0tz —2y,)—PRcosetyo- 3y = 0,
o .

MR? [ty +COS(oty o — 0tz0) 0z ] —KIR|%, COS 0y +

+ (1 = x0)sinctz0(0tay ~ Y1)+ 2 (Xgy — 031) +

2,19
Asina,, (@19)

+e3| (e — )+ (“41—“21—271)]—PR0050520’ oy =0,

#y = —Afcosay ooy + 0t33)+COSAUg0  (0tag +04sy)], (2.20)

Aby rozdzieli¢ powyzszy uklad czterech rownan na dwa uklady dwoch rownan, z kto-
rych jeden opisywal bedzie drgania wedlug formy symetrycznej a drugi wedtug formy an-
tymetrycznej odejmujemy i dodajemy stronami odpowiednio réwnania (2.16) (2.18) oraz
(2.17) (2.19) a nastg¢pnie podstawiamy

g+ oy = A, e",

Uy — oy = A€,

Oy +0gy = Aze™,

Oy — 0y = Age!.
Przyréwnujac do zera wyznaczniki uzyskanych w ten sposéb jednorodnych ukiadéw
réwnan otrzymujemy dwa réwnania kwadratowe. I tak pierwiastkami réwnania

(.21

2%3in? (g0 — 0tp0) + 2 {K[(l — o) (sin ot o +sin cty0)—

—22(cos? oty + €082ty o)] + P*(COS 030+ COS &y 0) —
5*

~c¥ [—W +2a+b] +2c08(tty o — ta0) (2AKCOS 0ty COS X z0 —

2.22
- (222)

—aci“)} + {K[(l — %) sinoty o —2Ac0s2ay o] — ¢y —C—?‘TE; +

+a) + P*cos 0‘10} {K[(1 —2)sin oty o—24c0os%atz0] —

~c¥(a+b)+ P*cos oy } — (2AKCOs 0t o COS ttz0 — ¥ @) = 0.
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sg czestoéci drgan symetrycznych, natomiast pierwiastkami réwnania

, 24 .
.stinz(ocw——oczo)+Q{K(1—xo)smfxm(1+—”—— smocw)~
4]

—c¥ —i+a ~c*b£sin2a + P¥cos g, +
I Cf'*'s* 1 %6 10 10

- 24 .
+ K(1 —3p)sina,q (1 +”—sm oczo) —c¥(a+b)--
(1]

“h 42sin o, (

1 *o

Ao
1 +7 sin oczo) + P*cos a0 —2€08(0t 5 — tLag) X
Q

X [K M sinoosina,o+c¥a—cth
Xo o

2Asina, o (1 4 24sind,,
%o

) ﬁ (2.23)

. 24 . &* L, 4A7
+{[K(l —xp)sinoy o (1 +—x;~ smrxw) —c¥ (W+a) —c{‘bx—% sinZe; o +

2
+ P*cos oclo] [K(l — 30)Sin otz (1 +-~i sin azo) —c¥a+b)-

*o

—¢¥b A4Asindge (1 +Lsin azo) + P*cos Oizo] -
Mo *p
3 . . 2Asi 22 :
_I:KMSlnd1051nu20+c’1ka_crbM (l+”—51nd20)] }:: 0.
%o Xo o ‘

czgstodei drgan antymetrycinych.

3. Sformulowanie problemu optymalizacji oraz metoda rozwiazania

Problem optymalizacji formulujemy nastepujaco. Poszukujemy takiego rozkladu masy
ukladu (takich warto$ci sztywnosci przegubdw), ktéry przy zalozonej stalej objetosci
zapewni maksimum sity krytycznej dla £ = const lub maksimum podstawowej czgstosci
drgan dla P = const

Warunek stalej objetoéci przedstawia rownanie

Ay +4, R+2 Az +4,

V=2 3 3 R+A441] = const, (3.1)
lub po wykorzystaniu (2.1) i (2.14)
(1426 DY A+ D] = 14 = ¢} = const. (3.2)

!
Dla ust_alonych wartosci a, b z rébwnania tego mozemy wyznaczyé

cf = [(1 +2a"+b”)/1+b"]'vi. 33

Praktycznie wigc problem optymalizacji sprowadza si¢ do znalezienia takich wartosci a
oraz b, ktére zapewnia spelnienie przyjetego kryterium.
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Do rozwiazania tak postawionego problemu zastosujemy bardzo prosta metode (nie
wymagajaca stosowania zlozonych procedur numerycznych) pozwalajaca w szybki spo-
s6b otrzymad rozwigzanie. Dla ustalonych wart osciparametréw a, b budujemy rodzine wy-
kresow P*, £°, £34 w funkeji statycznego ugiecia w, otrzymujac wartoéci sity P* z réwnan
(2.12) (2.13) natomiast czestosci drgaf symetrycznych £° i antymetrycznych 24 odpowied-
nio z réwnan (2.22) (2.23)

p]} /

W

0%0 0°%0

erak utraty statecznosci utrata statecznodei praez
biturkacje

J w
0A=0 0540
utrata statecznosci przez utrata statecznosci przez
bifurkacje biturkacje lub przeskok
of
e
|
}
i
|
| v
0NS=0 "0
utrata statecznosci przez utrata statecznobci przez
przeskok przeskok

Rys. 3

W przypadku badania statecznosci ukladu (2 = Q) wartoéci sit krytycznych odpowia-
dajacych przeskokowi badz bifurkacji odczytujemy z wykresu dla rzgdnych w odpowiada-
jacych £2° = 0 lub 24 = 0. Mozliwe przypadki przedstawia rys. 3. Znajdujac w ten spo-
séb wartodci sit krytycznych dla réznych kombinacji parametréw a, b mozemy zbudowaé
powierzchnie statecznoéci P, = f,(a, b). Wartosci a oraz b dla ktérych Py osiaga maksi-
mum sg zgodnie z przyjetym kryterium poszukiwanymi wartosciami optymalnymi. Ana-
logicznie postgpujemy przy rozwazaniu drgafi ukladu. Z wykresu dla P* = const odczy-
tujemy £2°, 24 przy czym optymalizowana jest wartoé nizsza. Dla réznych kombinacji
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a, b oraz odpowiadajacych im warto$ci podstawowej czgstosci drgan budujemy powierzch-
nig £ = f,(a, b). Optymalne wartosci a, b otrzymujemy dla maksymalnej wartosci pod-
stawowej czestosei drgan.

4. Analiza wynikow

Opisang w rozdziale poprzednim metod¢ zastosowano do znalezienia optymalnego
ksztaltu rozwazanego modelu. Dla danych parametrow geometrycznych sporzadzone
zostaly wykresy Pi. = fi(a, b) lub 2 = f,(a, b) i na ich podstawie znalezione optymalne
wartoéci a, b. Uzyskane powierzchnie oraz ksztalty przedstawiono na rys. 4, 5, 6. Na rys. 5
oraz 6 na powierzchniach wyodrebniono obszary, dla ktérych podstawowa (najnizsza)
jest symetryczna (antymetryczna) sita krytyczna (czesto$é drgan). Mozemy wyciagnaé
wniosek, Ze nie jest mozliwe ksztattowanie ukladu tylko z uwagi na jedna sil¢ krytyczna
(czesto$¢ drgan) — czyli, Ze dla pewnych parametréw geometrycznych modelu jednomodal-
ne sformulowanie problemu optymalizaciji jest niewystarczajace. Punkty lezace na krzywych

0=0 I
parametry modelu
=01
W=03
A=02
K=50
§-o0
|P*
A
Fnox =008
d ksztalt optymalny
I
i
1
t
]
l
|
i
1
i
i
|
0 i3 N
7
/ ®
/
/
/
7
4
7
7 @ antymetryczna sita
// krytyczna-utrata
/ stalecznosci przez

b’// biturkacje

Rys. 4



n=0
parametry modetu
¢=10
y=14
A=20
K=10

E~co

@ antymetryczna sila
2 krytyczna-utrata
g statecanodei przez
4 biturkacj
y @ symetryczna ska
krytyczna -utrata
statecznoéci przez
przeskok

Rys. 5
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parametry modelu

¢=03
y=08
A=05
K=02
Eroo

ksztatt optymalny

@ podstawowa czestodc
drgart-antymetryczna

@ podstawowa czgstosé
drgaf - symetryczna

Rys. 6

1206]
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n=0
parametry modelu

©=0,3

y=08

A=05

b=1,0

£-—+o0

ksztatt optymatny

@ antymetryczna sita
krytyczna - utrata

statecznoéci przez
bifurkacje

Rys. 7

rozgraniczajacych obszary sa geometryczna ilustracjg wyniku optymalizacji dwumodalnej
dla tych punktéw wartoSci sit krytycznych (czgsto$ci drgan) odpowiadajacych formie
symetrycznej i antymetrycznej s3 réwne sobie.

We wszystkich oméwionych przykladach zmiennymi optymalizacji byly wartosci
a, b. Mozliwe jest oczywidcie przyjecie innych zmiennych i tak rys. 7 przedstawia rezultat
poszukiwania optymalnych wartoéci a oraz K przy ustalonej wartosci parametru b.
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Pesome

OITUMMBALIUS APKU CO CKMMAEMON OCBIO

Hacrosmuas pa6oTa, ¢ 11eJIbI0 NPEACTABICHUA XaDaKTEPHBIX YEPT ONITAMH3AXMH ADKHA CO CHXAMAEMOt
OCBIO, 3aMeHAET AeACTBUTENHHYIO aPKY JIDAMOMN CTEPIKHEBOM CACTEMOM C YeTBIPBMA CTENEHAMA CBOCOIBI.
Wccnenosamick pasusle ¢hOpMEBI IoTepH yeroliumBoct (epekpriTye, 6udypraima) nyTeM HCILITAHMA
YacTOTs! MAILIX JIMHEHHBIX KoJlebaRmil HaIO)KEeHRBIX Ha HeJIMHeHHBIA cTaTRyecKuit nporn6 chucrembl.

dopmympoBana B pereHa npodiemMa ONTUMASAITMA COCTOSINAA B XIONCKaX TAKON (GOPMBI CHCTEMEI,
KOTOpasi NPA IOCTOSHHOM O0BbeMe JACTh MAKCHMYM KDHTHYECKOM CHIIBI WM YacTOThI Konebammit. Jns
HEKOTOPBIX I€OMETPHUECKMX NApaMeTPOB MOZENM JOKa3aHa HEeXBATAEMOCTh OXHOMOMNANBHON (OpMYyITH-
POBKH NpoDJIeMbI ONTHMU3ANWM,

Summary

OPTIMIZATION OF AN ARC WITH COMPRESSIBLE AXIS

In order to present the characteristic features of the optimization of an arc with compressible axis
the arc has been replaced by a bar system of four degrees of freedom. Various forms of the lack of stability
have been obtained (snap, bifurcation) by investigation of the frequency of small linear vibrations imposed
on nonlinear static deflection of the system.

The optimization of the form of the system has been formulated and solved such that for conserved
constant volume the maximum of the critical force or that of the vibration frequency is assured. It has
been proved that for certain geometrical parameters of the model 2 single modal formulation of the opti-
mization problem is unsufficient.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnla 3 grudnia 1982 roku



