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1.  Uwagi  wstę pne

W  przypadku  optymalnego  kształ towania  niektórych  drgają cych  i  naraż onych na
utratę   statecznoś ci  elementów  konstrukcji  okazuje  się , że element ukształ towany z uwagi
na  podstawową   wartość  własną,  zwią zaną   z  odpowiednią   formą   drgań  lub wyboczenia
(optymalizacja  jednomodalna) posiada  niż szą   wartość  drugiej  wartoś ci  własnej  zwią zanej
z  inną   formą   drgań  lub wyboczenia.

Jako  pierwszy  zaobserwował   ten fakt  J.  KIUSALAAS  [6] w przypadku  optymalizacji
ś ciskanego  prę ta na sprę ż ystym  podł oż u.  Jednak  dopiero N . OLHOFF i S. H.  RASMUSSENT
w  pracy  [9] dotyczą cej  optymalnego  kształ towania  obustronnie  utwierdzonego  prę ta
ś ciskanego  siłą   osiową   przeprowadzili  szczegółową   analizę   problemu  oraz  sformuło-
wali  poprawny  w takim  przypadku  warunek  optymalnoś ci.  Autorzy  zaproponowali  aby
w  razie  stwierdzenia  niewystarczalnoś ci  sformułowania  jednomodalnego  stosować  sfor-
muł owanie  dwumodalne optymalizacji  polegają ce  na kształ towaniu z uwagi na podwójną
wartość  własną  zwią zaną   z dwiema  formami  drgań  lub wyboczenia.

Od  czasu  ukazania  się  pracy  N . Olhoffa  i  S. H.  Rasmussena  rozwią zanych  zostało
wiele  zadań  optymalizacji  z uwzglę dnieniem  dwumodalnego  sformułowania.  I  tak m.in.
S.  PRAGER  i W.  PRAGER  [11], A.  GAJEWSKI  [5], B.  BOCHENEK  i A. GAJEWSKI  [4] rozwią zali

problem dla drgają cych  prę tów, E. F. MASUR i Z. M R ÓZ  [8], B. BOCHENEK i A. GAJEWSKI [3]

dla  naraż onej  na utratę   statecznoś ci  ramy  natomiast J. BŁACHUT  i A.  GAJEWSKI  [1]  [2]
oraz  N. OLHOFF i  R. H.  PLAUT  [10] dla drgają cych  i  naraż onych na utratę  statecznoś ci
ł uków. W niemal wszystkich wymienionych pracach wykorzystano  liniowe uję cie problemu,
co  w  przypadku  analizy  statecznoś ci  ukł adu  sprowadza  się  do uwzglę dnienia  jedynie
utraty  statecznoś ci  przez  bifurkację.  Jedynie praca  [2] zawiera  uję cie  nieliniowe  (uwzglę d-
nienie  utraty  statecznoś ci  przez  przeskok), ale rozwią zanie  problemu  wymaga  wykorzy-
stania  skomplikowanej  i pracochłonnej  procedury numerycznej.

W  niniejszej  pracy  w  celu  przedstawienia  charakterystycznych  cech  optymalnego
kształ towania  ł uku  o osi ś ciś liwej  (w uję ciu  nieliniowym) zastą pimy  rzeczywisty ł uk pro-
stym  ukł adem prę towym  o czterech  stopniach  swobody, a problem  kształ towania spro-
wadzimy  do optymalizacji  parametrycznej.

Rezultatem  dwumodalnej  optymalizacji  w  przypadku  rozważ ania  obu moż liwych
form  utraty  statecznoś ci  jest  zrównanie się  punktów  odpowiadają cych  bifurkacji  i prze-
skokowi  (na podstawowej  ś cież ce obcią ż enia).

J)  Praca została wykonana w ramach problemu  wę złowego  PW. 05- 12.
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2.  Równania  podstawowe

Rozważ my  ukł ad  przedstawiony  na  rys.  1  (podobny  ukł ad  wykorzystali  A. D .  KERR
i  M. T.  SOIFER  w  pracy  [7]).  Złoż ony  jest  on  z  pię ciu  prę tów  poł ą czonych przegubami
sprę ż ystymi,  przy  czym  dla  uproszczenia  zakładamy,  że  tylko  jeden  prę t  jest  ś ciś liwy
(ś ciś liwość prę ta modelowana jest sprę ż yną  o sztywnoś ci  k).  Sposób zamocowania koń ców
prę ta  charakteryzuje  parametr  f,  który  dla  przegubowego  zamocowania jest  równy  zero,
a  dla  sztywnego  utwierdzenia  zmierza  do  nieskoń czonoś ci. Ten  dyskretny  ukł ad  niodelo-

Rys.  1

wać  ma  sprę ż yś cie  zamocowany  rzeczywisty  ł uk  o  zmieniają cym  się   w  sposób  cią gły
polu powierzchni  przekroju  poprzecznego A.  Zakł adamy ponadto,  że  sztywnoś ci  przegu-
bów  są   proporcjonalne  do  pola  powierzchni  przekroju  poprzecznego  ukł adu  rzeczywi-
stego.

c,  =  consU;  i  =   1,2,3  (2.1)

gdzie  wykładnik  v  w  typowych  przypadkach  przyjmuje  wartoś ci  1, 2,  3  oraz,  że  wzdłuż
długoś ci prę tów zmiana pola powierzchni przekroju  poprzecznego jest  liniowa  (rys, 2).

Rys.  2

Równania  opisują ce  zachowanie  się   ukł adu  (nieliniowe  drgania)  wyprowadzamy
w oparciu o równania  Lagrange'a  drugiego  rodzaju.
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Energię  potencjalną  równą  róż nicy  energii  sprę ż ystoś ci  sprę ż yny  i  przegubów  oraz
pracy  sił  zewnę trznych  na przemieszczeniach  wt,  w2  przedstawia  równanie

n  =   z- k(Al)2  + - - - c(a1- <py+- - c2(u.2- a1- ip  + <py +

1  1
+  Y  <"(a3 -   <- pY +   2"  (:2 (a* -   «3 -   V -   9)  +  (2.2)

1  7  1

natomiast energię kinetyczną  mas skupionych  równanie

1
|  - -̂  (£sinaj  + J?sina2)  + - -   (iicosat + i?cosa2) +II   at  I I   at

r /  " v r /  i»i ( 2 3 )

\   a  . ,  .  a  ,
+  1—r- (a — A s m Ł - A S i n a , .)  + 1 —7 - ( i c c o sa3  + J<cos(Xj)  ; .

W równaniach  (2.2) i  (2.3) wprowadzono  nastę pują ce  oznaczenia

H'J  =  7?(cos<p—cosaj + cosy)—cosa2),

w2  =   R(cos(p—cosa3+ cos^>—cosa4),

1-   Ł
'  l  '  '  (2.4)

«  =  1 + / l(2sinrf+ 2smy — sina, —sin a2—sina3~sina4) ,

cosy /

y  = a rc t g—  (cosa3+ cosa4- cosai—cosa2)J.

Parametr  X charakteryzuje  wyniosł ość modelowanego  ł uku.
Wstawiając  (2.2) i  (2.3) do równań

4 - f e ) - - -̂  + ̂   = 0,  *- 1.2.3.4  (2.5)
otrzymujemy

niR2  [aj + cos(aj -   a2)a2+ sm (at -   a2)a2] +

klR  11  ~ —I cos(a,
\   cosy  /

( v) - a2 - y)  (a2- a4+ 2y)cosysin (a2+  y)  - .P i?sina2  =•   0,
L x J

—  cosysin(a1+ y)- PJRsina1  =  0,

mR2  [a2+ cos(aa -   a2)ax -   sin t^ -   a2)af] +

(p)-   »
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mR2  [a3 + cos(a3 -   <x4)a4+ sin(a3 -   a4)a£] +

+  klR I1  - - -I  cos(a3 -   y) + c(a3 -   <p) -   c2 (a4  -   a3  -
\   cosy /

- a.1- 2y)  —  cosysin (a3- y) - i> / ?sin a3  =  0,

mR2  [a4+ cos(a3 — OL^)'OL3 -   sin(a3 -   a4)a3

!] +

^ ( a 4 a 2 2 y ) c o s y s i n ( a4 y )  i> itsina4  =  0

Aby  zbadać  róż ne  formy  utraty  statecznoś ci, poprzez  badanie  czę stoś ci  mał ych linio-
wych  drgań, nał oż onych na nieliniowe statyczne ugię cie rozwijamy  zmienne a,-, y  w  szereg

(2.10)
y  =  y o + e y i +   •••   » =   1 . 2 , 3 ,4

Indeks  „O"  odpowiada  symetrycznemu  nieliniowemu  statycznemu  ugię ciu,  „ 1 " mał ym
liniowym  drganiom wokół  poł oż enia równowagi  a  s  jest mał ym parametrem.

Uwzglę dniając  (2.10) w równaniach (2.5) po wykorzystaniu  zwią zków  (2.2) i  (2.3) otrzy-
mujemy  dwa  ukł ady czterech równań. Pierwszy,  opisują cy  statyczne  ugię cie  po  wykorzy-
staniu warunków  symetrii

* . - « . . _ * . - . ..  ( 2 l l )

redukuje  się do dwóch równań przestę pnych

I*
K(l  — x0)cosa,l0  + cf—ą rrj*~(aio  — <p)~  n  i ^

- c fa(a2 O- a io - ?+ < p) - ^ - R sin a io  =  0,

- c f%- a2 O) - .P *sin a2o  = 0.  ^ " l 3 )

W równaniach  (2.12) i (2.13) wprowadzono nastę pują ce  zmienne bezwymiarowe

klR  Ct  _  |

" C °  '  = ^ '  = C 0 >  (2.14)

=  1+ 2A(sin95+ sinv—sm al o - sm a2 O) ,  (2.15)

cf  jest  bezwymiarową  sztywnoś cią  przegubu  w  miejscu  zamocowania,  natomiast  £*  bez-
wymiarowym  parametrem charakteryzują cym  sposób  zamocowania.
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Małe  drgania  ukł adu opisują  równania  róż niczkowe  drugiego  rzę du  otrzymane przez
przyrównanie do zera współ czynników przy  e

mR2  [ a l ł + c o s( a1 0 -  cc20)oi21]- klR[>c1 cos a1 0 +

+  c3

  Ł   K l°-   (a2 1- a4i+ 2> ' i) - PJR cosał o - o !ii =  0,

mR2  [a2ł  + cos(a10 -   a2 0) a1 1] -   klR[xtccos  a2 0 +

«o  31  a2 0  a2 1  n  c2  a2 1  a u  ^

I   .  X sm a2 0  .
[  x;0  21  41  1  J

/ ) iR 2[a3i  + c o s ( a1 0 - a2 0 ) a 4 , ] - / c / i ? [ x1 c o sa1 0  +

«0  s m a1 0  a3 1  y,  + c a3 1  c2  a4 l  «3 1  +   ( 2 J g )

/ tSm a10  ,  /»  \   n r.  n
+  c3  ==-  (a41 —a2 ]—2y!)—Pi?cosa10-   a31  =  0,

(2.19)

+  c3  («4i. - yi) + —  ( a4 1 - a2 1 - 2 y1 )  - P i i c o s^ o-   aA1  = 0 ,

Aby  rozdzielić powyż szy ukł ad czterech równań na dwa ukł ady dwóch równań, z któ-
rych jeden  opisywał  bę dzie  drgania wedł ug formy  symetrycznej  a  drugi  wedł ug formy an-
tymetrycznej  odejmujemy  i  dodajemy  stronami  odpowiednio  równania  (2.16)  (2.18)  oraz
(2.17)  (2.19) a nastę pnie podstawiamy

Przyrównując  do  zera  wyznaczniki  uzyskanych  w  ten  sposób  jednorodnych  ukł adów
równań  otrzymujemy  dwa  równania kwadratowe.  I tak pierwiastkami  równania

i22sin2(a10 — a2 0) +  Q \ K[(\  — xQ)  ( sin a1 0+ sin a2 0)—

- 2A(cos2a2 0+ cos2a1 0) ]+ - P *(cosa2o+ cosa1 0) -

r  1*   1
— c*  I  ——}- 2ci- \ - b  l+ 2cos( (Xjo — a2o)(2/ J5Tcos0£joCOS(X2o —

(2.22)

- cf(a+ &)+ i: >*cosa20}- (2AA:cosa1oCosa2o- cf  a)2  =  0.
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są   czę stoś ci  drgań  symetrycznych,  natomiast pierwiastkami  równania

Q2sin2(a10-   a20)  + Q \K(l  - 7{0)sm<xL0\ l  +   sina1 0}
1.  \   "o  /

"o

s m o C 20  ( l + s i

21  \

/

- c f b ( +

•   ,  *  * Ł   2Asin a1 0  / ,  2 ^ s i n a2 0  \ ] (
s r a a1 0sm a2 0 Ą - c f a - c fb  —  11H  r  1  J  (2.23)

^o  \   K  I  li
2X  \  I   S*

0 U r ( l -
JL

+  J °*c o s a1 0  U r ( l ) s i | H i

. ,  4Asina20  / .  A  .  \   „ *
- cjffc  —  1 + —s m a2 0  + P *c o sa2 0  -

«o \  »o /  J

1"̂   2A(1- «O)  •   •   .,  2Asina]0  / .  ,  2A  .  \ ] 2 \   n

_  \K—i  ^ sin a1 0sm a2 0+ c fa - c f6  —  (H  sina20  ) =  0.
I   KQ  x0  \  x0  li  }

czę stoś ci  drgań  antymetrycznych.

3.  Sformułowanie  problemu  optymalizacji  oraz  metoda  rozwią zania

Problem  optymalizacji  formuł ujemy  nastę pują co.  Poszukujemy  takiego  rozkł adu masy
ukł adu  (takich  wartoś ci  sztywnoś ci  przegubów),  który  przy  zał oż onej  stał ej  obję toś ci
zapewni  maksimum  siły  krytycznej  dla Q  =   const  lub  maksimum  podstawowej  czę stoś ci
drgań  dla P  ~  const

Warunek  stał ej obję toś ci  przedstawia  równanie

v==2
di*

lub po wykorzystaniu  (2.1) i  (2.14)

4  [(1 +  2av 4-  bv) X + b'}  = ~=  eg  =  const.  (3.2)

Dla ustalonych wartoś ci  a, b z równania tego moż emy  wyznaczyć
1  (3 3)

Praktycznie  wię c  problem  optymalizacji  sprowadza  się   do  znalezienia  takich  wartoś ci  a
oraz b, które zapewnią   spełnienie przyję tego  kryterium.
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D o  rozwią zania  tak  postawionego  problemu  zastosujemy  bardzo  prostą   metodę   (nie
wymagają cą   stosowania  złoż onych procedur  numerycznych)  pozwalają cą   w  szybki  spo-
sób otrzymać rozwią zanie. D la ustalonych wart oś ciparametrów a, b budujemy  rodzinę  wy-
kresów  P*, Qs,  QA  w  funkcji  statycznego ugię cia  iv, otrzymując  wartoś ci  siły P* z  równań
(2.12)  (2.13) natomiast czę stoś ci drgań symetrycznych  Qs  i antymetrycznych QA  odpowied-
nio z równań  (2.22)  (2.23)

brak utraty statecznoś ci utrata  statecznoś ci  przez
biturkację

flA=o

utrata  stołecznoś ci  przez
bifurkacje

ns= o nA/ o
utrata  statecznoś ci  przez

przeskok

D A = Q S = O

utrata  statecznoś ci przez
bifurkacje  lub przeskok

ns=0  QA=0
utrata  statecznoś ci  przez

przeskok

Rys.  3

W  przypadku  badania statecznoś ci  ukł adu  (D  = 0) wartoś ci  sił  krytycznych  odpowia-
dają cych  przeskokowi  bą dź  bifurkacji  odczytujemy  z wykresu dla rzę dnych w  odpowiada-
ją cych  Qs  =  0  lub  QA  =  0.  Moż liwe  przypadki  przedstawia  rys.  3. Znajdując  w  ten spo-
sób wartoś ci  sił  krytycznych  dla róż nych kombinacji  parametrów a, b moż emy zbudować
powierzchnię  statecznoś ci P*r  = / i ( a, b). Wartoś ci  a oraz b  dla których P*t  osią ga  maksi-
mum  są   zgodnie  z  przyję tym  kryterium  poszukiwanymi  wartoś ciami  optymalnymi.  Ana-
logicznie  postę pujemy  przy  rozważ aniu  drgań  ukł adu.  Z wykresu dla  P* = const  odczy-
tujemy  Qs,  QA  przy  czym  optymalizowana jest  wartość  niż sza.  D la  róż nych  kombinacji
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a, b oraz odpowiadają cych  im wartoś ci podstawowej  czę stoś ci  drgań budujemy  powierzch-
nię Q  =  f2(a,  b).  Optymalne  wartoś ci  a,  b  otrzymujemy  dla  maksymalnej  wartoś ci  pod-
stawowej czę stoś ci  drgań.

4.  Analiza  wyników

Opisaną  w  rozdziale  poprzednim  metodę  zastosowano  do  znalezienia  optymalnego
kształ tu  rozważ anego  modelu.  D la  danych  parametrów  geometrycznych  sporzą dzone
zostały wykresy P*r  — fi(a,  b)  lub  Q  = / 2( a, b)  i  na  ich podstawie  znalezione optymalne
wartoś ci a, b. Uzyskane powierzchnie oraz kształ ty przedstawiono na rys. 4, 5, 6. N a rys. 5
oraz  6  na  powierzchniach  wyodrę bniono  obszary,  dla  których  podstawowa  (najniż sza)
jest  symetryczna  (antymetryczna)  siła  krytyczna  (czę stość  drgań ).  Moż emy  wycią gnąć
wniosek,  że  nie jest moż liwe  kształ towanie ukł adu  tylko  z  uwagi  na jedną  siłę  krytyczną
(czę stość drgań) — czyli, że dla pewnych parametrów geometrycznych modelu jednomodal-
ne sformuł owanie problemu optymalizacji jest niewystarczają ce. Punkty leż ą ce na krzywych

£1=0

parametry  modelu
9 = 0.1

K=5,0

antymetryczna sita
krytyczna- utrata
statecznoś ci przez
biturkacjo

Rys.  4



parametry  modelu
?=1,0

\­2.0
K=1,0

( A ) antymetryczna  siia
kry tyczna­ut rata
statecznoś ci  przez
biturkację

( 5)  symetryczna siła
krytyczna -  utrata
statecznoś ci przez
przeskok

Rys.  5

205]



P*= 0

parametry modelu
<p»0,3
i? =0,8
A=0,5
K=0,2

ksztaft  optymalny

podstawowa  czę stość
drgań - antymetryczna

podstawowa  czę stość
drgań -  symetryczna

Rys.  6

[206]
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n = o
parametry  modelu

if  B 0,3
41=0,8
X= 0,5
b= 1,0
l

antymetryczna siła
krytyczna- utrata
statecznoś ci  przez
bifurkację

Rys.  7

rozgraniczają cych  obszary  są   geometryczną   ilustracją   wyniku  optymalizacji  dwumodalnej
dla  tych  punktów  wartoś ci  sił   krytycznych  (czę stoś ci  drgań)  odpowiadają cych  formie
symetrycznej  i antymetrycznej  są   równe sobie.

We  wszystkich  omówionych  przykł adach  zmiennymi  optymalizacji  były  wartoś ci
a, b.  Moż liwe jest  oczywiś cie  przyję cie  innych zmiennych i  tak rys.  7 przedstawia  rezultat
poszukiwania  optymalnych wartoś ci  a  oraz K  przy  ustalonej  wartoś ci  parametru  b.
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P  e 3 w  M e

OriTHMH3ALi;H H  APKH  CO  OKHMAEMOfł   OCBK)

HacTOHman  paS oia,  c n;ejn>io npeflcraBJieinw  xapaKTepHtix  iepT  oniHMH3aujj H  aprat  co  OKHiwaeMoft

ocbiOj 38MeHaeT fleficTBHTejibHyw  apKy  npHMoi i  crepjKHeBoft  cncreMoft  c  Heijbip&M H creneHHMH  CBo6oflM.

HccJie^oBŁUHCB  pa3HBie  ebopMti  no iepn  ycrofiiHBocTH  (nepeKpBiiHe,  ÓadpypKaujia)  nyTeM   HaiHrraHH a

• iacroibi  jwanLi x  jiHHetebi x  K0Jie6aHHÓ  najioMceHHti x  Ha  HejiHtiefiHBif i  CTaiaqecKHii  nporn6  CHCTCMBI .

<&opMyjrapoBaH a  H peuieHa  npo6jieiwa  onTHMH3aiiH H  cocTOHman  B  noHCKax  TaKoft  (JiopMbi

Koropaa  npa  HOCTOHHHO M   o6i>eMe  ^aera  MaKCHMyA i  KpHTiraecKO H  CHJI M   HJI H  Macroibi  KOJie6aHHH.

HeKoiopbix  reoMeTpaqecKHX  napaiweTpoB  MonejiH  A0Ka3aHa  HexsaTaeMocTb  oflHOMoflajiBHoi i  4>opMyjiH -

npo6jieMbi

S u m m a ry

OPTIMIZATION  OF AN  ARC  WITH  COMPRESSIBLE AXI S

In  order  to present  the characteristic features  of  the optimization of  an arc with  compressible  axis
the  arc has been replaced by a bar system of four degrees of freedom. Various  forms  of the lack of stability
have been obtained (snap, bifurcation) by investigation  of the frequency  of small  linear vibrations  imposed
on  nonlinear static deflection of  the  system.

The  optimization of  the form  of  the system has been formulated  and solved  such that for  conserved
constant volume the maximum of  the critical  force  or  that of  the vibration  frequency  is  assured.  I t  has
been proved that for  certain geometrical parameters of  the model a  single modal formulation  of  the opti-
mization  problem  is  unsuffident.

Praca została złoż ona w  Redakcji dnia 3 grudnia 1982  roku


