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1. Wstep

Badania do$wiadczalne [1] plyt éciskanych osiowo z naprezeniami wstepnymi i ugie-
ciami poczatkowymi wskazuja na ich nieliniowe zachowanie si¢. Nie zachodzi bowiem
proporcjonalnoé¢ pomigdzy zewnetrznym obcigZeniem $ciskajacym, a wywolanym nim
ugieciem, nawet w zakresie sprezystym. Granica plastyczno$ci zostaje osiggnigta przy
obcigZeniach znacznie niZszych od obciazen maksymalnych, jakie moze przenie$é plyta.
Maksymalna noénos¢ plyty wystepuje przy ugieciach przekraczajgcych wielokrotnie gru-
bo$é plyty i przy znacznym uplastycznieniu materialu. Uwzglednienie naprezen wstepnych
1 ugie¢ poczatkowych w obliczeniach wytrzymalo§ciowych plyt ciskanych osiowo pocigga
wiec za soba konieczno$¢ uwzglednienia zaréwno nieliniowoéci fizycznej, jak i geometrycz-
nej. Efektywne rozwiazywanie zagadnied nieliniowych wymaga sformulowad przyrosto-
wych [2, 3, 4]. Ponizej, opierajac si¢ na wariacyjnym sformulowaniu réwnah réwnowagi
oraz teorii plastycznego plynigcia Prandtla-Reussa, wyprowadzone zostaly przyrostowe
réwnania nielinjowej teorii plyt z naprefeniami wstepnymi i ugigciami poczatkowymi.
Podano takze stosowne wyrazenia przyrostowe dla rozwigzywania zagadnienia metoda
elementu skonczonego.

2. Przyrostowe zwigzki konstytutywne w zakresie sprezysto-plastycznego materialu

Rozpatrzone zostana plyty z materialu izotropowego. Zaklada si¢ takze wzmocnienie
izotropowe po przekroczeniu granicy plastycznoéci. Przyjmujemy ponadto, Ze spetniony
jest postulat Druckera [5] wykluczajacy przyrost] odksztalcenia plastycznego przy spadku
wartoéci napreZenia. Ceche tg posiada wigkszoéé materiatéw konstrukcyjnych, w tym
stale okretowe. W powszechnym zastosowaniu sa dwie teorie plastycznodci: odksztalce-
niowa i plastycznego plyniecia. Dalsze rozwazania beda oparte na tej ostatniej. Jest ona
bowiem teoria bardziej ogélna. Teoria odksztalceniowa daje poprawne wyniki i zgodne
z wynikami uzyskanymi na bazie teorii plastycznego plynigcia tylko przy obcigZeniu
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prostym, czyli proporcjonalnym, ktére zdefiniowat ILtusziN [6]. W zwiazku z tym wyniki
oparte na teorii plastycznego plynigcia sa na ogét bardziej zgodne z eksperymentem [7].
Istotnym jest takze przyrostowy charakter tej teorii, bardziej odpowiedni do rozwigzywa-
nia zlozonych probleméw nieliniowych.

Postulat Druckera zapewnia jednoznaczno$t uzyskiwanych rozwigzad [8], a jego
spelnienie wymaga wypuklej powierzchni plynigcia plastycznego oraz ortogonalnosci
do tej powierzchni wektora przyrostu odksztalcenia plastycznego [5, 8]. Najczesciej sto-
sowany w praktyce warunek plastycznosci Hubera-Misesa nalezy takze do tych, ktére
dostarczaja wypukia powierzchni¢ plynigcia. Zgodnie z tym warunkiem powierzchnig
ta mozna okre$li¢ nastgpujaco:

f=o0;—H(x) =0, .1
gdzie:

m=ﬁ§Wr%Vway+m—QM&%+m+mW (2.2)

Natomiast H(x) — granica plastycznosci zalezna od parametru wzmocnienia x. Para-
metr wzmocnienia jest tak okrelony, Ze przy braku odksztalcen plastycznych » = 0.
W zwiazku z tym H(x = 0) — jest wartocia poczatkowej granicy plastycznoécx Opt
(rys. 2.1).

G 4 B; =H1
Er
2 .
Gpl = /’ | 6,,1
7 |
// ‘ de, E
| /_ d6; T
/o] H= 6P = T-6/E
Lo
E /‘E\ !
A & ef
Rys. 2.1

Istnieja dwa sposoby wyznaczania parametru x. Pierwszy zaklada, ze jego miara _}CSt
praca odksztalcenia plastycznego

ufj
% =WP = f 0,484, 2.3
0
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P
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x=WF = [ adef, @24
0
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gdzie:

= '/ [(dzs,c de})? + (def — del)? + (def —de?)* +

i .
(d}’xy)z Y (dy_yz)z ‘A (dy:x) ]2 (25)

W sposobie drugim

= f de? (2.6)
0

Dowiedziono, ze dla warunku plastycznosci Hubera-Misesa obie drogi prowadzg do tego
samego rezultatu [9].
W dziewigciowymiarowej przestrzeni naprgzei powierzchnia f oddziela stan spreZysty
od plastycznego. W zwiazku z tym f < 0 jest stanem spreZystym, f = 0 — stanem plastycz-
nym, natomiast f > 0 — stanem niedopuszczalnym.

Zgodnie z (2.1) i (2.6) rézniczka funkcji uplastycznienia

)
& = o o+ def @
Stad w stanie plastyczaym (f = 0)
of . .
30 do;; < 0 — oznacza odciaZenie (2.8)
i
of . . .
do,; =0 — obciaZenie neutralne, (2.9)
doy,
natomiast
— obciaZenie prowadzace do nowej
—ai—do‘,, >0 . . P e (2.10)
dayy powierzchni plynigcia

Poniewaz f jest powierzchnia ekwipotencjalnq gradient tej powierzchni jest do niej orto-

K.l 0
gonalny a jego skladowymi sa pochodne czastkowe —— Do y = 3: co przy ortogonalnosci
U 15
do powierzchni takze wektora przyrostu odksztalcenia plastycznego o module def po-

zwala na okreslenie jego sktadowych w oparciu o zwiazek

dely = of de?. (2.8)
90y,
W zapisie macierzowym wektor skfadowych przyrostéw odksztalcen plastycznych
o0,
(defy} = {ds"} = {defdefdel dy?,dys,dyt.} = { o }d 7 (2.12)
Oij
gdzie, zgodnie z (2.2)
{ Jdo; } {30’,; 30, 30, 31:ch 37,, 31:,,} .13
doy, 20, 20y 200 o, 0, 0O
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patomiast dy, oy, o, sa skladowymi dewiatora;

o = ax—ff‘;yi itd. (2.14)
W zakresie sprezysto-plastycznym odksztatcenia catkowite £;; mozna traktowaé jako sume

odksztalcen sprezystych &f) i plastycznych &f rys. (2.1), za tym
{de®} = {de}— {de?}, (2.15)
oraz
{do,;} = {da} = [E}{ds"} = [E]({ds}—{de”}], (2.16)

gdzie [E] jest konwencjonalng macierza stalych sprezystofci. Przy panujacym w plytach
cienkich plaskim stanie naprezen

{
E_| 2!
1
]
|

[E] = T2 TS, 217

1’2

. oo, " . . .
Po wymnozeniu Jewostronnym réwnania (2.16) przez {—a:—'} i1 majgc na uwadze zwiazek
1y

T
(2.12), a takze do, = {ﬁ—} {doy;} = H'de? (rys. 2.1).

11
doyy
{ il } [E]
de? = > Y ; {ds}. (2.18)
’ Ty (!
" +{ a"u} [E]{ 60‘,,}

Wykorzystanie (2.18) w zwiazku (2.12), a uzyskany w ten sposdb rezultat nastgpnie w zwigz-

ku (2.16) dostarcza:
a0, || oo, }T
[E]{ ao‘uH dayy [x]
, da, B o0y
" +{ 30‘11} [E]{ doyy
Macierz [E.,] ma bardzo dute znaczenie praktyczne. Pozwala bowiem okresli¢ przyrosty
naprezen w zakresie spreZysto-plastycznym w oparciu o przyrosty odksztalcen catkowi-
tych, a wigc w sposéb podobny, jak w zakresie sprezystym. Macierz te¢ wykorzystano
w opracowanym algorytmie i programie nieliniowej analizy paneli [10]. Pierwszy podal
ja YAMADA z ionymi w [11] w 1968 r. Wyprowadzil jg takze niezaleznie, na nieco innej
drodze, Zienkiewicz z innymi [12] w 1969 r. Latwo zauwazyé, Ze macierz moze by¢ takze

wykorzystana w modelach materiatéw idealnie sprezysto-plastycznych, dla ktérych H' =
=0.

(de} = | (E1- (e} = [Eqy] {da}. 2.19)
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Dla pfaskiego stanu naprezen [2]:

1 - ’ ’ -
/ | ’ ! 6x+g
0,0,+2P : —0x0y+20P _~l+vy
_____________ l——-..._.._—_._______—
E [ , ! oy +vo,
Bl = — | Oeox+2P S ARALES 2 . (220)
) o I v &
| |
R 2H
| | H
] , 24 Top U
gdzie: .
2", 1,
P=Sg i+t

0 = R+2(1—»)P,
R = 0,05+ 20,0, + 0, 0,y.

3. Przyrostowe wariacyjne sformulowanie stanéw réwnowagi

Zgodnie z zasada prac przygotowanych w dowolnym stanie réwnowagi plyty (rys. 3.1)
przy pominieciu sil masowych

[ {8e) (s}dV ~ [ (5q)"(p}dS = 0 3.1)

Vol N
gdzie:
{8 ¢} — wektor wariacji skladowych tensora odksztalcen,
{6} — wektor sktadowych tensora naprezen,
{0q} — wektor wariacji sktadowych pomieszczen,
{p} — wektor powierzchniowych obciazen zewnetrznych.

a)

Rys. 3.1

W plytach cienkich istotne znaczenie maja tylko trzy skladowe tensora odksztalcen {2} =
= {ex&yyxy}) 1 naprezen ({6} = {0:0,74,}). Przy istnieniu ugig¢ poczatkowych w,
i duzych ugieciach plyty

1
8x = U o —ZW xxT Wo, Wt a5 w.zxv

1
&y = v,,,-—zw,,,,,+w°,,w,,+—2— W, (3.2)

Yy = U, yF U, 5=22W, yF+Wo, x W, + Wo, p* W, xt Wyx* W0
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Jezeli zatozymy, Ze istnieje taka funkcja stapu U, Ze

au |
= > 33
{a} { 8611 l ( )
to réwnanie (3.1) mozna takze przedstawi¢ w postaci
[ suav— [(oqripyas = o, (3.4
Vol S
czyli
oI = 0 (3.5)
gdzie:
1= [vav- [ @ras, (36)
Yol S

nazwiemy potencjalem ukiadu.

Réwnanie (3.5) jest znanym wariacyjnym sformutowaniem stanu réwnowagi, zgodnie
z ktérym dowolny stan réwnowagi charakteryzuje sig stacjonarnoscig potencjalu 77, po-
niewaz rézniczka potencjalu w tym stanie jest rowna zeru.

W zakresie liniowym materiatu

{o} = [E]{e} +{c°}, (3.7)
gdzie:
{6®} — wektor skladowych tensora samozréwnowazonych naprezen poczatkowych
Stad, zgodnie z (3.3)

U = 5 6 B+ 6766, (.8

oraz

7= [ (L ormmseres)ar- [wmas (3.9
Yol Y

Réwnanie (3.5) tacznie ze zwigzkami (3.9) i 3.2) moze stanowi¢ podstawe wielu algoryt-
méw analizy plyt w zakresie sprezystym. Zastosowanie wariacyjnych réwnan Eulera
sprowadza (3.5) do znanych nieliniowych réwnan duzych ugie¢ plyt von Karména, ktére
nastgpnie moga byé rozwiazywane stosowanymi metodami analitycznymi lub numerycz-
nymi {13, 14]. Wykorzystanie natomiast w réwnaniu (3.5) wyrazen rézmicowych na po-
chodne czastkowe stanowi podstawe numerycznych metod wariacyjno-réznicowych [15],
a wprowadzenie do tych réwnan stosowanych funkcji opisujacych przemieszczenia ele-
mentow plyty za pomoca przemieszczen ich wezléw — to znana i powszechnie juz sto-
sowana metoda elementu skoficzonego [2.16].

Jak juz zaznaczono; przy rozwiazywaniu zadan nieliniowych w mechanice ciat statych
stosuje si¢ zazwyczaj przyrostowy opis zagadnien brzegowo-poczatkowych. W zakresie
sprezystym materiate i problemie tylko geometrycznie nieliniowym ujecie takie jest jed-
nym z mozliwych, podczas, gdy przy przyrostowych zwiazkach konstytutywnych, na
ktére zdecydowano si¢ wyzej, jest ono nieuniknione. Traktujac stan réwnowagi (N)
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(rys. 3.1b)‘ jako stan odniesienia dla stanu réwnowagi (N+1), zgodnie z zasada prac
przygotowanych winno by¢ spetnjone réwnanie {17]:

[ (84" (e} + (dahav — [ (34g7 (™) +dppas = o, (3.10)
Vol s
ktéremu, wzorujace si¢ na (3.3) 1 (3.4 - 6), mozna takZe nadaé postaé:
&AMl = 0, 3.11)
gdzie:
Al = [ AUQV— [ {AgP(p™)+{4p})dS, (3.12)
Vol S
{a™} i {p™} — wektory naprezen i obciaZen w stanie (N), przy czym
{e™} = {a°} +{a}"}, (3.13)
jest stanem naprezen w N wywolanym napreZeniami poczatkowymi {6°} oraz obciaze-
niem {p*}.
Dla ostatecznie malych przyrostow odksztalcen, zgodnie z (2.16)
{do} = [E]({de}—{4e™}), (.19
wobec tego
AU = {Ad B} de) - (A [} A"} + (4e)"(") @3.15)

a na tej podstawie

amr = [ (—;—{Ae}TrEl{As}—{Ae}frEl{Asﬂ}+{Aa}T}{a‘">})dV—

Vol
~ [ (dayar™+idppas, (3.16)
S .

gdzie:
{48} = {Ae,Ae,dy,,}, {deF} = {def A Ayi, L,

natomiast w oparciu o (3.2)

1
Agy = Au,—zAw, ., +wiAw + 5 Aw?,

1
AS}, = A'I),,—*ZAW,_‘,},-I-W((){V;AW,},""—'?‘—‘AW.Z). (317)

Ay, = Au,,+ Av, = 224w, o, + WS AW,y + Wi Aw 4+ Aw - Aw .
W powyzszych zwigzkach
WD = Wotw. (3.18)

Jest to suma ugigcia poczatkowego w, oraz ugiecia w wywolanego obciazeniern w poloze-
niu réwnowagi (N). Suma ta stanowi wiec ugiecie poczatkowe dla przyrostu obciazenia

16 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/84



242 M. KMiecik

{dp}. Podobnie, jak w zakresie spreZzystym, na bazie réwnania (3.11) oraz zwiazkow
(3.16) i (3.17) mozna budowaé algorytmy w technice przyrostowej. Zastosowanie waria-
cyjnych réwnan Eulera dostarcza przyrostowych rézniczkowych réwnah rownowagi nie-
liniowej teorii ptyt z uwzglednieniem uplastycznienia materialu. Réwnania te moga byé
nastepnie rozwiazywane na drodze obliczeniowej. BezpoSrednie wykorzystanie w réwna-
nin (3.11) zwigzkéw réznicowych na pochodne czastkowe jest podstawa algorytmow
o technice wariacyjno-réznicowej, natomiast opis wektora (48) za pomoca stosownych
funkcji ksztattu prowadzi do metody elementu skonczonego.

4. Przyrostowe rownania roZniczkowe rownowagi nieliniowej teorii plyt z naprezeniam
wstepnymi i ugieciami poczatkowymi w zakresie sprezysto-plastycznym

W przyrostach odksztalcen (3.17) wyrdznimy czgéé liniowa {de'} i nieliniowa {de™}
oraz przyjmiemy oznaczenia:
de, = Ael+Ae + Aef + Aely = Aek+Ae¥,

Ae, = Aeh+Aelf + Aey/' + Al = Ael+ A&y, @.1
Ayey = Ayl + AyS+ Ay + ApE, = Ayl Ay,

gdzie:
del = du, ., dey, = Ao, Ayl, = Au, ,+dv, ,
Aefl = —z2dw, o, A&y = 24w, Ayy, = —2z4w ., (4.2)
At = W2 v, A = ), A7 = w2, 4 w8,
A = %*AW.ZJ:’ de)f = %—AW.zy,A)’g =dw, 4w, ,.
Wobec tego

Aet = Al + AT+ At A = Ael¥,
48, = Aegj+Aef +Ael! | Ae = Al 4.3)
Aysy = Ayry+dysy+Aysy), Aysy, = dyiy.
Korzystajac z réwnan wariacyjnych Bulera mozna dowie$é, ze
8 [ (deye™yav— [ (Agyip™yds) = 0 (4.4)
Yol N

wobec tego wyrazenie na przyrost potencjatu (3.16) przyjmuje postaé mastepujaca:

All = f (—;—{Ae}T[E] {48} —{4"[E] {Aa"}+{Aa"’}T{a<">})dV— J {dqy"(dp}dS (4.5)

Vol S

Po uwzglednieniu zwiazkéw (4.1), wartosci poszezegdlnych cziondw pierwszej catki po-
WYyZsZego wyrazenia wyniosa:

f %{As}T[E] {Ag}dv = : (4.6)

Vol
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J{Aa'}1[E]{Aa}dV+— f {4y [E){4"}dV + f {4} [El{ds"ydV +

Vol Vol Vol
v [eym demyays o [@emym@e s [ @ E denya+
Vol Vol Vol
+é_ j (AVE)(d6V}dV.  (4.6)
o [cd.]

W wyraZzeniu tym pominigto czlony zawierajace skladowe wektora {4e"} w pierwszej
potedze. Skiadowe te sa zalezne od z (4.2), a wigc wartosci catek, w ktdrych one wyste-
puja sa rowne zero.

[ (e [E) {de7yav = f (AT [E] {Ae"}dV + f {47 [E] {de?}dV +

Vol Vol

+ [{AeMyTE] {demydV+ f (A" V[El{de?}dV.  (4.7)

Vol

[ (e e™ay = [ {48 (e ™)av. 4.8)

Yol Vol

Korzystajac z kolei z zaleznosci (4.2) oraz przyjetych oznaczen na rys. (3.1a)

— f{Aa’}T[E] {4e"}dV =
Vol
=%%2, f l(Au_,+mv_,)Au_,,+(mu,,,+Av_,)A«o_,+ 1= (Au,,+Av_,,)2]ds, 4.9)
S .
1
INT Ir —
3 [ dy = 5 s f (AW, 980, ) 20, ot

Vol

+Aw, o+ Aw_ W AW, +2(1—v)Aw?k,1dS.  (4.10)

Et,, f[(du +vdo YywSAw, -+ @du o+ dv ) wih) Aw, ,+
5

[ eymEicaeay = 5

Vol

o+ Av )W Aw, , + wi) Aw ,,)]dS, 4.1

f{As'}T[E]{Ae"'}dV=%%2—f [(Au,  +vdo, ) AW +
Vol S
+(vAu,x+A'v_,,)Aw_’,+(l—v)(Au'y+A‘v,x)Aw,wa,,]a’S, 4.12)

— f{Aa’”} [E]{4e"}dV = —;- lEt f[(wé,",’:Aw,,+vw§,”3Aw IWSAw +
—y?
5

Vol

+(vw3"’ Aw, AW Aw, YWD Aw, ,+
o (wggAw_ yEwsh dw, ,,)Z]dS. 4.13)

16%
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244
1 vt 1y Et \ 2 2 2
5 {48 [E {de'V}dV = T T [(Aw? +vAw2) Aw?, +
Vol S
+ @dw? + AwR) Aw?, +2(1 —v) (dw,  Aw, )?*]1dS,  (4.14)

{4s"yT fE]{Aa"}dV—~ — l(AeZ"+v/_|s PYAu, 4 (vA b+ AbP) Av |, +

Vol
+ ———--—Ay p(du, ,+ Mo, x)st 4.15)
f {de'"YT[E] {de”}dV = 1 b 5 f [(AmE +vdm) Aw, ..+
Vol s
+dmi+Amd) Aw, ,,+(1—v)dmE, Aw . 1dS, 4.16)
f{As’”}T[E]{ABP}dV = lﬂ J [(Aei"+vde PYw§Aw .+
Yol S
+ AP+ ALy W Aw +
1—
+ ——A'y,'; W Aw, ,+ wiAw, x)] @17
[y maear = L 2 f (A + A7) A2+
Vol
+ (AP + A5 Aw?, + (1 -0 AYiE Aw,  Aw 1dS,  (4.18)
({Aa’V}T{a‘”’}dV f( N®AwZ + 2N(“’Aw +NM Aw,  Aw, )dS (4.19)
Vol
[14ay(apyas = [ (dp, Aw+tdp,Au o +1t4p,do_,+1dp,(du,,+ v, )IdS, (4.20)
gdzie: |
¢
F)

[IEN

Aef’,"=L fAegdz, Ae',"’:-—t—
t

)

3

: [ age, Ayg‘;=% [ ayeya,
_;_ .
I'4

? 7 . 7
1.
Am? = T f Ae? - zdz, Am;’ = v f Ae;’- zdz, Am,{y = % f A,},JP:,. zdz,
)

'? 2
4 t
2 2 2
. .
N® = [o®dz, N®= [odz, N = [
t _L t
7

2

2
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Zsumowanie wszystkich calek (4.9 - 20) z uwzglgdnieniem znakéw wystepujacych w row-
paniu (4.5) daje funkcjonat

d=0ou ., Au,, Av ., dv ,, Aw o, Aw ,, Aw .., Aw ,,, Aw ), (4.22)
zgodnie z ktérym
Al = [ ¢as (4.23)
S

Zgodnie z zasadami rachunku wariacyjnego, przyrostowy warunek réwnowagi (3.11),
8(4Il) = 0, jest rownowazny spelnieniu przez funkcjonal nastepujacych réwnan BEule-
ra [18]:

=

a - 2 )
aAu 5x YR
3 a 2 )
24v T ox v,
K3 _'a*( ) )_ a( o
adw — ox \ddw .| oy \adw,,
2 [ o 2 [ 8 ) 22 o\
t o (aAw,xx)Jrayz(aAw_,, M TR T

Dwa pierwsze rownania Eulera dostarczaja zwiazkow:
(ANx - tAPx), x+ (Any '—"tApxy). y = 0,

'&‘

-

) =0, (4.24)

+

4.
(AN,y—t4p.), o+ (AN,—14p,)., = 0, (429
natomiast trzecie
D(Aw. xxxx+2Aw,xx.vy+Aw. )'yyy) =
= Ap,+NP Aw  +NM Aw , 42N Aw, o+ HAF, (WD + AW)  yy +
+AF , (Wi +Aw), . —24F (Wi + Aw), ,,]— E > [(AmE +vAmf), o+
+(vAm§+Amf)_ w1 =»)AmE ], (4.26
. Et?
dzie: D = —————
gcze 12(1 =7

F — funkcja naprezen Airy’ego, zgodnie z ktora
AN, = tAF.,,, AN, =tAF. ., ANy, = —tAF .,

Réwnania (4.25) sa znanymi rézniczkowymi warunkami réwnowagi Naviera dla plaskiego
stanu naprezen, nie dotycza wigé naszego zagadnienia. Réwnanie (4.26) wiaZe przyrosty
funkcji ugigé Aw z przyrostami funkcji naprezefi blonowych AF, powstate w wyniku
przyrostu obciaZenia Ap,, przy zadanym stanie napreZen i ugigé plyty w poloZenin row-
nowagi (N). Jest to wiec réwnanie z dwoma niewiadomymi, bowiem przyrosty odksztal-
cefi plastycznych, ktérych miara w tym réwnaniu sa Amé, Am?, Am?, zaleza takze od
Aw i AF.
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Dodatkowe réwnanic wiazace obie te wielkosci otrzymamy na bazie réwnania niero-
zdzielnoci odksztalceri de Saint-Venanta odniesionego do plaszczyzny $rodkowej ply-

ty [19]. »
(A 8.3), yy + (A 83). xx (Ay?cy).xy = 0. (427)
Majac na uwadze, ze (3.17)

Aeh = Ade(z = 0) = Au  +wl\ dw ,+ —‘,ll—Aw,Z,,

Aed = Aey(z = 0) = do, ,+wi) Aw ,+ %Aw?,, (4.28)

A'ygy = A'Yx.v(z = 0) = Au.y+Av.x+WgYZcAw.y+w(()Iy;Aw.X+Aw,wa.y’
a takze
Al = Aek?+ 4637,
Agh = Aede+Aekr, (4.29)
Ay?:y - A’}’g;‘i'd)’i';,

oraz
AF AF,
be __ 222N » XX
Aglf = B Y—g
. AF, . AF,
Aghe = 5 E" , (4.30)

e = —2(1+v)%,

réwnanie (4.27) dostarcza:
AF, xxxx+2A‘F. xxyy+AF. yyyy =
= E{(Aw,zxy —Aw, xwa. y.v)_ (w(()’:?cx A w, .vy+ W«‘ﬁ'}yﬁw, xx
“Zw(()l:';yAw, xy [(A 33”), vy + (A 8I;p). xx (A'ygly,). xy]} (431)
Réwnanie (4.31) mozna réwniez otrzymaé na drodze wariacyjnej, jezeli wykorzystana
zostanie znana zasada stacjonarnofci potencjalu komplementarnego [19, 20]. Oba réw-
nania natomiast, tzn. (4.26) i (4.31) jednoczeénie, moZna uzyskaé takze, ale po wprowa-
dzeniu do zasady prac przygotowawczych mnoznikéw Lagrange’a czyli w oparciu o za-
sad¢ wariacyjng Hellingera-Reissnera [20, 21, 22]. Latwo dostrzec, 2¢ w zakresie spre-
Zystym, i gdy nie istnieja naprezenia poczatkowe, a przyrost obcigZenia Ap 1 ugigcia Aw
potraktujemy jako obcigZenie i ugiecie catkowite (tylko jeden przyrost obcigZenia), row-
nania (4.26) i (4.31) przyjmuja postaé znanych réwnan nieliniowej teorii duzych ugigé
piyt:
D(w, sxxx T 2W, xxpyt W, syyy) = Pzt t[F. s=x(Wo+ w), wtF, yy(wo +w)—2F, w(Wo+ w)l,
Fyuxxt2F, zapyt F, yyyy = E[(w.zxy_w, xt Wopy)— (4.32)

- (wo.xx "Wyt Wo, W, xx-zwo.xw(.xy)]'
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Réwnania te dla plyt bez ugieé¢ poczatkowych (wo = 0) zostaly wprowadzone w roku 1910
przez von Karména, natomiast posta¢ podana wyZej nadal im znacznie p6Zniej, bo w 1937 1.,

Marguerre [23].

Réwnania (4.26) i (4.31) stanowia wigc uogolnienie, w ujeciu przyrostowym, nieliniowej
teorii duzych ugie¢ ptyt cienkich von Kirmana na obszar sprezysto-plastyczny z uwzgled-
nieniem zaréwno naprezen, jak i ugie¢ poczatkowych.

5. Przyrostowe rownania réwnowagi nieliniowej teorii plyt z napreZeniami i ugieciami
poczatkowymi w zakresie sprezysto-plastycznym materialu w metodzie elementu skoiczonego

Zgoduie z (4.2)

ax
d |fdulx,y)
(de} = (dekdefdyly =| 0 = { Av(x,j)}= [ (dg(x, )}, (G
d 0
y ox

Dla kazdego elementu plyty dobieramy odpowiednia funkcje 6pisujch przemieszczenia
jego plaszczyzny Srodkowej w postaci:
{g(x, )} = B(x, y)] {u}, (5.2)
gdzie {u} jest wektorem przemieszczen liniowych punktéw wezlowych elementu.
Stad
{Ag(x, )} = B'(x, y)] {4u}, a, (5.3)
{4s"} = [A"] [B] {du} = [C"] {Au}. (54

Wobec tego (4.5)
5 [T mudeay = 5 [@aTCTEIC dndy = i K (du), 659

Vol Vol

gdzie:

ko] = [ [CTIE][C1aY (5.6)
Vol
jest znana liniowa macierza sztywnosci blonowej elementu plyty [16].
Poniewaz (4.2)
- ;2 -
ox?
82
{46"} = —2 3 Aw(x,y) = [A"]Aw(x, y) 5.7
22 '
axdy

2
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wige po doborze odpowiedniej funkcji opisujacej ugigcia elementu plyty w postaci:
wix, y) = B"(x, )] {w}, (5.8)
gdzie {w} jest wektorem przemieszczen liniowych i katowych punktéw wezlowych ele-
mentu, wéwczas
Aw(x,y) = B"(x, ] {4dw}, a, (5.9
{45} = [A"][B"] {dw} = [C"] {4w}. (5.10)
Stad (4.10)

17 f (AT EN A} AV = % f (AWITICHTIE] [C){Aw}dV = %{Aw}T[k,] (Aw}, (5.11)

Vol Vol

gdzie:

k]= [ICHIIEI[C™dV, (5.12)
Vol
jest natomiast znang liniowa macierza sztywnoéci na zginanie elementéw plyty [16].
Kontynuujae okreélanie w podobny sposéb wartoéci nastgpnych catek (4.11 - 20) przy za-
lozeniu, ze ugiecia poczatkowe dla stanéw réwnowagi (N), wd" bgda wyznaczane w oparciu
o zblizone lub identyczne funkcje ksztaltu, jak w wyraZeniu (5.8) otrzymamy:

[ ey m) ey ay = C(ws™), {du), (AW)), (5.13)

Vol
gdzie, zgodnie z (4.11) elementy wektoréw (w3}, {du}, {dw} w tej calce wystapia
w pierwszej potedze.
Nastgpnie

[ {4enT[B1{48™}aV = C,((Au}, {Aw?}) (5.14)
Vol

gdzie z kolei, zgodnie z (4.12) elementy wektora {Auw} wystapia w pierwszej, natomiast
wektora {Aw} w drugiej potedze. I dalej:

5

5 [ e mE ey = cymg, (dw), (515)
Vol
[ 4 EY )4V = Cuus), {aw ), (516)
1 I\T 1y 4
5 [ erEIdeay = ciany, (517
Vol
[ (e B a7} dV = Co((Ae7}, {du)), (5.18)

Yol

[ {4y Y deryav = C;((am?), {4w)), (5.19)

Vol
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J {4 TR A7 AV = Ca((ds'?), (wg), (Aw, (5.20)
Vol
[ {2y [E){der}d ¥ = Co({da?), {Aw?)), (5.21)
Vol
J {4 a®}av = C,o(N©}, {Aw?), (522)

Vol

[ 14" Ap}dS = [ Ap, AwdS+1 | 1Ap<du, o+ Apy Ao+ Ap,(Au, 4 Ao )1dS =
S S s

= Cy1(4p,, {4w}) + C1.({Aps}, {Au}) (5.23)
W powyzszych catkach przez {4¢°"}, {dm*}, {N®}, {4p,} oznaczono nastepujace wek-
tory: ‘
{Ae"P) = {AeP Aey? ApEEy, (N} = (NOONIINIY,
{Aml)} = {AmgAm;,AmgyL {Apb} = {Aprp_vApx_v}

Poniewaz winno by¢ 6(4Il) = 0, a przyrost potencjatu jest funkcja wektoréw {Au},
{4w} przeto:

(5.24)

\ _ (ALl oar) . _
S(AIT) = Z[ O sy + 2000 scamp)| = o, (525
gdzie przez n oznaczono liczbg elementéw plyty.
Stad
S a(all) O Al
Z o{dwy — 7 o{dwy — ©26)

Warunki (5.26) dostarczaja ponizsze nieliniowe rownania algebraiczne, w oparciu o ktére
mozna wyznaczy¢ {du} i {Aw}

(K, {Au}+ ([Ki((wEPD] + (K] ({AW})]) {Aw} = {4dp}}+Api' (477D},
(K (EwEPN1+ [KE{AwD]) {du}+ (KD + [KF (w2 DI+ KM (WG}, {Awh]+
+ (K ({(Aw D1+ [KZ (4 67D]+ [KY ' (NOD]) {Aw) = {Aps) (5.27)
+{4p:' (Am™)} +{4pi"} (6™}, {4e"™)}
gdzie:
[K:] — liniowa macierz sztywnosci blonowej pyty
[KY] — liniowa macierz sztywnoéci na zginanie plyty
{Au} — wektor przyrostéw przemieszcze btonowych plyty (przemieszczenia linio-
we w kierunku osi x iy, rys. 3.1a)
{Aw} — wektor przyrostow przemieszczen wywolanych zginaniem piyty (przemiesz-
~ czenia liniowe wzdhuz osi z i katowe wzgledem x i )
{4p;} — wektor przyrostu ekwiwalentnych zewngtrznych obcigzefn bionowych plyty
{4pl} — wektor przyrostu ekwiwalentnych zewngtrznych obcigZeri poprzecznych
plyty.
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oC,
[KEw§P)] (4w} = 2 VIR
v 9C,
KL (w§VD) {du} = ‘W,
" aC,
K] () = Nt
n a )
(KL AWD] (Au} = ZTS»E}‘
oC,
1w} = Y P
"y ac,
[KHT (W}, {Aw))] {Aw) = XIW’
, (5.28)
[KY (A dm) = N %j—wv}

o o 0G
[KY (A7) (v} = = 3o,

KE QNI dng = Mo
{Ap{,}=}j%, (Apiicatryy — ‘—(,,—?—j—u;
- s 0P} " A
(Ao, ey = S (%W

Bardziej zwigzla postat réwnatt (5.27) przystosowana do powszechnie juz uzywanej w za-
gadnieniach nieliniowych procedury numerycznej Newtona-Raphsona z sitami korekcyj-
nymi [2.3] jest nastepujaca:

[XIn {A"}ﬁc = {AR}yc+ {ARx}s, . (529

gdzie:
K, 'K, Au
Kb = [ by [ (e = {z.;
Ap,, Ap{,’ Q ‘K

Znaczenie poszezegdlnych symboli w réwnaniu (5.29) wyjaénia rys. 5.1

(5.30)
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(ARK)B

Anp| Arge

Rys. 5.1

Dla dostatecznie matych krokéw obcigzen réwnania (5.27) moZna nieco uproscié
na drodze ich linearyzacji, czyli przez pominigcie czlonéw zaleznych od iloczynow przy-
rostéw skladowych poszczegdlnych wektorow, wzglednie przyrostéw skladowych wekto-
réw w potedze drugiej i wyzszych. Wéwezas Kif = KIf = K" = KIY = K} = 0. W kon-
sekwencji tego sily korekcyjne zaleza tylko od ugieé poczatkowych oraz stopnia uplastycz-
nienia materiatu: :

amgy < 2D }

AR = \pli( (dmP ) + ApH (™), (A7) s
W odniesieniu do przyrostowych rézniczkowych réwnan (4.26) (4.31) takie uproszczenie
jest rownoznaczne wyeliminowaniu iloczynéw AF,  .Aw, ,y,AF, ,, AW, 1y 24F AW 4y,
w réwnaniu (4.26) oraz Aw?,,~A4w, . Aw, ,, w réwnaniu (4.31). Dla tych samych re-
zultatéw prowadzi zaniechanie w wektorze {de} w wyrazeniu (4.5) jego sktadowych nie-

(5.31)

liniowych % Aw?,, ‘%—AW?,, A}t},;‘Aw,y na poczatku wszelkich dziatan.

Przyrostowa nieliniowa teoria plyt w zakresie sprezysto-plastycznych odksztalcen
materialu oraz metoda elementu skoficzonego stanowily podstawe algorytmu i programu
obliczen nosnodci granicznej plyt, ktorych szczegoélowy opis zamieszczono w pracy {10].
Program opracowano w ramach problemu migdzyresortowego MRI-27. Jest on wyko-
TZYStywany dq analizy wplywu naprezen i ugie poczatkowych na nosnos¢ graniczng
plyt poszycia statkw przy $ciskaniu osiowym. Uzyskane wyniki badan beda przedmiotem
kolejnych publikacii.
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Peswome

WHKPUMEHTHBIE YPABHEHUA HEJIMWHENHON TEOPHUM ITNACTHMHOK .
C HAYAJIbHBIMU HANPSDKEHUSIMH U ITPOTMBAMU B VITPYTO-IIACTHYECKOM
OBJIACTH

SdbdexTnproe pelerme HemMHeHHBIX 3384 TpeGyeT MHKpHMEHTHOIT (GopMyMpoBKH. B pabote,
Ha OCHOBC BAPMALMOHHOH (hOPMYJMPOBKH YpaBHEHMI paBHOBECHA 1 Teopud Tedenus IIpanmrisa-Poicca
BbIBEACHL] FHKPUMCHTHBIC YPAaBHEHMS HENUHEUHON TEOPHM IDIACTHHOK C HAUANBHLIME HAOPSHKEHUAMH
u npornfamu. Taxum crocoGom MONYUeHO WHKPHMEHTHOE 0GOOIEHHMe HeJIMHEHHON TEOPHA IIACTHHOK
¢or Kapmana Ha ynpyromiacTHyeckyro o6aacts. JaHEBI TAIOKE COOTBETCTBEHHbIC BBHIPMKCHHA IUIA pe-
werma 06o6mennoll TEOPHH METOHOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB.
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Summary

INCREMENTAL EQUATIONS OF NONLINEAR THEORY OF PLATES WITH
INITIAL DEFLECTIONS AND STRESSES IN ELASTIC-PLASTIC RANGE

Incremental approach is necessary for effective solution of nonlinear problems of structural mechanics.
The incremental equations of finite deflection theory of plates have been derived on the base of variational
formulation of equilibrium equations taking into account Prandtl-Reuss flow theory.

Initial deflections and stresses have also been into account. In this way an incremental generalization

on elastic-plastic range of von Kérman nonlinear theory of plates has been derived. Finite element solution
of the gencralization has been demonstrated.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 maja 1982 roku



