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1. Wstep

Problem dynamicznych obliczen konstrukcji mostowych jest ztozony. Wystepuje
w nim znaczna liczba parametréw i nie udato si¢ go dotychczas w pelni rozwigzaé.

Istotne ozywienie w rozwiazywaniu zagadnienia drgan nieustalonych konstrukcii,
m.in. przy obcigZeniach ruchomych, wnosi elektroniczna technika obliczeniowa. Szczegdl-
nego znaczenia nabraly przy tym modele dyskretne i oparte na nich metody macierzo-
wych analiz konstrukcji, w tym zwtaszcza metoda elementéw skoriczonych. Mimo postepu
w matematycznym modelowaniu pracy ukiadéw dynamicznych, osiagane rezultaty nie
moga zadowalaé. Jak wynika z analizy dotychczasowych prac w tej dziedzinie, charaktery-
Zuja si¢ one podejéciem polegajacym na rozwigzywaniu odrebnych przypadkéw. Bardziej
zlozone geometrycznie uklady, wymagajace nawet w dyskretnych modelach obliczenio-
wych znacznej liczby wspolrzednych, przy inercyjnym traktowaniu obcigzen prowadza do
duzych ukladéw liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu o zmien-
nych wspolczynnikach, ktérych rozwigzywanie jest bardzo czasochlonne. Wynika to z ko-
niecznoéci bezposredniego catkowania krok po kroku pelnego uktadu (por. YOSHIDA,
WEAVER [1], Borowicz [2]), postepowanie takie wymaga generowania i odwracania
macierzy wspdlezynnikéw w kazdym kroku catkowym, przy czym macierze te, jak i postaé
wektora obcigZen, wyznaczane sa na podstawie funkcji ksztattu.

W pracy przedstawiona zostanie efektywna metoda formowania i rozwigzywania row-
nan ruchu konstrukcji poddanych obcigzeniom zmiennym zaréwno w czasie, jak i w przest-
rzeni. W szczegdlnodcei rozwaza sig ogélny przypadek inercyjnych obcigZen skupionych.
Obcigzenia te moga byé traktowane jako grupy mas lub lepkosprezystych oscylatoréw
pozostajacych wzgledem siebie w dowolnie zmieniajacym sie ukladzie.

2. Idea metody
W proponowanej metodzie wprowadza si¢ oprécz stosowania dyskretyzacji geometrycz-

nej réwniez dyskretne podejécie do opisu wielkosci bedacych funkeja czasu. Jako punkt
wyjécia przyjeto podstawowe réwnanie dynamiczne metody elementéw skonczonych,
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opisujace zachowanie si¢ konstrukcji sprezystych z liniowym thumieniem, w postaci podanej
przez ZIENKIEWICZA [3]:

K64+ C5+MS§+F = 0, (2.1)

przy czym w rozpatrywanym przypadku oprécz wektora F takze macierze sztywnodci,
ttumienia i mas (K, C i M) sa zmienne w czasie. Do rozwigzania zagadnienia dochodzi sie
droga nastgpujgcego rozumowania. Zatézmy, Ze wystarczajaca jest znajomos§¢ usytuowania
obcigzef tylko w wybranych stosunkowo odlegtych chwilach czasu t,, 15, ..., t,. Zdeter-
minowane w tych chwilach stany obciaZenia ukladajg si¢ w kolejne ,,zdjecia migawkowe”
przebiegu calego procesu obcigzenia. Je§li dodatkowo, w miejscu polozenia kazdego
obciazenia w wydzielonych chwilach #;, wystepuje wezel (stopien swobody) generowanie
macierzy K,,, C,, i M;, oraz wektora ¥,,, moze odbywa¢é si¢ bezposrednio na podstawie
odpowiednich macierzy ustroju nieobciazonego, bez stosowania funkcji ksztattu, W tym
celu wprowadza si¢ dwa kryteria doboru wezléw siatki podzialu ustroju na elementy.
Obok kryterium dotychczas stosowanego, jakim jest wladciwe oddanie cech geometrycz-
no-materialowych obliczanego ustroju, wprowadza si¢ nowe, polegajace na takiej ich
lokalizacji, by w chwilach ¢, kazde z obciaZen znajdowalo si¢ w wezle (rys. 1). Jeéli teraz

) Y fR

Fig. 1

przyjmiemy, ze znany nam jest wplyw zachowania si¢ ukladu w odcinkach czasowych
pomigdzy ,,zdjeciami” (zagadnienie to przedstawiono w pracy), to dysponujac tak usytuo-
wanymi weztami, przebieg zmiennosci obciaZen i odpowiadajaca mu modyfikacje macierzy
wspotczynnikéw mozna opisaé i wyznaczy¢, deklarujac jedynie numery stopni swobody,
okre$lajgce poloZenia obcigzen w chwilach czasu, przyjetych jako obligatoryjne. Obo-
wigzuje przy tym zalozenie, ze ruch pomiedzy kolejnymi chwilami odbywa sie¢ po torze
prostym, z predkoécig $rednia,

Udogodnienie powyZzsze wystepuje réwniez po przeprowadzeniu transformacji redu-
kujacej liczbe stopni swobddy [3, 4] (tzw. kondensacji stopni swobody) pod warunkiem
zachowania tych, ktére wydzielone zostaly ze wzgledu na drugie kryterium, Dokonaé jej
mozna przez transformacje ukiadu wspéirzednych uogdlnionych:

5 = Lo*, @2
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gdzie & — wektor (¥) przemieszcze wezlowych ukladu wyjsciowego, §* — wektor (n)
przemieszczen weztowych ukladu zredukowanego, L — prostokatna (uxn) macierz re-
dukeji.

Macierz L moze by¢ znajdowana w spos6b oparty na analogii fizycznej (por. np. [5]),
a nastepnie macierze sztywnosci i mas, zredukowane do wybranych stopni swobody,
otrzymujemy z zaleznosci

K* = L'KL, M* = L'ML, (2.3)

Po takiej redukcji przestaje mie¢ znaczenie typ modelowanej konstrukcji, istotne sa tylko
numery identyfikacyjne pozostawionych stopni swobody, przy czym nawet znaczne
zmniejszenie ogélnej bazy wspéirzednych (np. na skutek wyeliminowania obrotowych
stopni swobody) nie ma wigkszego wptywu na wartosci podstawowych parametréw dy-
namicznych konstrukcji, a przyczynia sie zdecydowanie do podniesienia efektywnosci dal-
szych operacji matematycznych.

3. Formowanie macierzowego réownania ruchu

Istnieja dwa podstawowe modele inercyjnych obcigzen ruchomycl; masa poruszajaca
si¢ bezposrednio po konstrukeji i oscylator, czyli masa, ktorej dziatanie przekazuje sig za
posrednictwem wigzi sprezystej z liniowym thumieniem. W obu przypadkach przemieszcze-
nia. poprzeczne odcinka toru, na ktérym aktualnie wystgpuje obcigZenie, moina wyrazié
przez wartosci przemieszczenn wezlowych oraz zalozonych funkcji aproksymacyjnych
(ksztaltu). Na rysunku 2 pokazano odcinek toru zawarty pomigdzy punktami s(¢,_,)
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i p(t)), w ktorych wystgpuja stopnie swobody 67 i 6% . Punkty te identyfikuja réwniez poloze-
nie obcigzenia we wspolrzednej czasu. Przemieszczenie ,,8ledzace” W wyrazamy ziazkiem
W = N&¥, (3.1)
gdzie N — funkcja ksztaltu, 8, — wektor przemieszczen weztowych koricéw odceinka toru.
Przyjmujac, ze obcigZenie przesuwa sig po odcinku ze stala predkoscia
! /

- : 3.2
Ugr ti"‘ti_l Atg ) ( )
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bezwymiarowa zmienna geometryczng mozna wyrazi¢ rowniez jako bezwymiarowa zmienng
czasu

X Vet t

Zakladajac funkcje ksztaltu w postaci hermitowskich wielomianéw szeéciennych; Zwig-
zek (3.1) zapisujemy

w(&t, 1) = N(&)8] (1) = [L—3(E)>+2(£1)%, 3(En)* = 2(81)°) LV}’ (3.4)

a uwzgledniajac ponadto (3.3), kolejne pochodne czasowe przemieszczenia éledz@cego
wyrazaja wzory:

AW 1 e d8F
o = A N AN 3
5
PW L s +2_1_N dsf | o 8} G
4 T AR ! dt arr

symbolem ()’ oznaczono pochodng po zmiennej geometrycznej.
W przypadku obciazen masa nieresorowana M, wektor obciaze wgztowych (réwno-
waznik6w obciazen zewnetrznych) przyjmuje postaé ,

calld ) 3.6)

F*
Ff = { } NT(£t)P(t)—NT(£t)(Mg M-—5

F*
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.
Ostateczaie po uwzglednieniu (3.5) przy wartoéci £ = 1,0 OdeWJada_]QCC_) polozeniu
obciazenia w punkcie p(t,) (por. [6]), otrzymujemy

Al > MY +6 Alt2 M&* —M&*. (3.7
Whprowadzajac powyzsze wyraZeﬁie na site do réwnania p ukladu i grupujac sktadowe
zalezne od niewiadomych 6F oraz 4} i jej pochodnej -otrzymujemy schemat (rys. 3) modyfi

kacji macierzy sztywnosci i mas oraz generowania wektora obciazen w chwili ¢;.

Ff =0, Fj=Mg-6
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T
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Rys. 3
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W analogiczny sposob okreélany moze by¢ udziat wszystkich mas ruchomych znajdu-
jacych si¢ w danym momencie na konstrukeji i tym samym wygenerowanie blokéw K,
M7 i F{. W rozwazanym przypadku obciaZenia, macierze K* staja si¢ niesymetryczne.
Jest to wynik uwzgledniania wptywu przyspieszenia Coriolisa. W proponowanej dalej me-
todzie rozwigzania réownan ruchu o zmiennych wspoélczynnikach, wplyw ten pominigto.
Uproszczenie to nie ma wigkszego znaczenia, gdy si¢ wezmie pod uwage realne predkosci
obcigzen i wartoéci przemieszczen konstrukeji, a pozwoli zachowal symetryczno$¢ wszyst-
kich macierzy uktadu.

W przypadku obcigzen masg M na zawieszeniu sprezystym o charakterystyce ky, z thu-
mieniem o wspdtczynniku ¢y, wspoirzgdne wektora obcigzen weztowych wynosza

. i d d '
I} = NT(&)P(t) = N (Et)[Mg+kM(y —W) +0M(7); - —dTW)] 3.8)
oraz réwnanie réwnowagi ruchomej wiezi sprezystej (rys. 2b)
d%y dy aw - |
Fy =M——d12 +Cm(—dT—7)+kM(,V—W) =0 (3‘9)

gdzie y wspolrzedna wychylent masy na zawieszeniu sprezystym.
Dla wartoéci & = 1,0 otrzymujemy:

Ff=0, Ff= Mg—leS,f—cM_S,’f‘+kMy+ch), (3.10)
—lepg 8% — epOk + ke y + ey +My = 0. (3.11)

Dataczenie dodatkowego réwnania (3.11) do uktadu réwnan réwnowagi dynamicznej
ustroju wyjéciowego, na skutek pojawienia si¢ nowego, (przemieszczajacego sig) stopnia
swobody y, powoduje rozszerzenie macierzy wspélczynnikow ukladu. Schemat modyfikacii
macierzy sztywnosci i mas oraz generowania wektora obcigzen w chwili # przedstawiono
na rysunku 4, I tym razem mozliwe jest uwzglednienie wielu roznych oscylatoréow. Ulega
woéwczas zwigkszeniu w odpowiednim stopniu liczba wspétrzgdnych, nie wplywa to jednak
na sposéb generowania powyzszych macierzy.

K M*
— —_—
P y P y
p Km kg P p| Mg
y K ku| M i
\ N, / L v/ /
*
,KJ'I M}T ,E,‘T

Rys. 4



44 . _ A. RabziECKI

Macierz t}umlema na tym etapie nie jest modyfikowana. Uzasadnieniem takiego po-
stepowania Jest przede wszystkim maty wptyw na postacie i czgstosei drgan whasnych, a wiee
na dokladno$¢ przeprowadzanej w dalszym toku transformacji wlasnej. Ponadto za takim
podejsciem przemawia wcigz jeszcze niejednoznaczne okreslanie tej macierzy przy rozpa-
trywaniu wszystkich aspektéw tlumienia (zwlaszcza ttumienia konstrukcyjnego).

4. Rozwiazanie rownan

Po skompletowaniu blokéw K ; Mf i ¥y, dla wszystkich chwil 7;, wydzielonych

z ogblnego czasu trwania obcigzenia, do rozwiazania uktadu réwnan réwnowagi dynamicz-

nej stosowana jest metoda oparta na analizie modalnej przy zatozeniu, ze wsrdd liczby

uwzglednianych czgstoéci drgan wlasnych nie wystepujg ich wartosci wielokrotne. W tym

przypadku zagadnienie wlasne rozwigzywane musi by¢ dla stanu konstrukcy w kazdej
z chwil '

(Kt,—wt,MtL,)SOI, = V. ' (41)

Celowe wykorzystanie tzw. redukcji dynamicznej [4] polegajacej na opuszczeniu row-
naf odpowiadajacych wyzszym czgstosciom, a wigc na nieuwzglednianiu udziatu tych
postaci, ktére maja pomijalne maly wplyw na drgania wypadkowe ukfadu, umozliwia jus
na tym etapie ograniczenie liczby obliczanych najnizszych czestosci i odpowiadajacych im
wektoréw drgan wlasnych. Przedstawiajgc postaé ruchu w chwili ¢ jako liniowa kombi-
nacje wektoréw wilasnych 83, mamy

81); = [Sglkt,)sgz(t,) S:Sk(ti)]zt, = A:l(;tlztp ' (4-2)
gdzie 1 < k < n—liczba przyjetych do obliczen wspétrzgdnych gtéwnych,
A’g,,f—macierz ortogonalna k wektoréow wlasnych z waga mas
(ASTM A%, =),
z,,— wektor wspdtrzednych gtéwnych w chwili 4.

Dysponujac widmami wartosci wlasnych w, ¢, @z, --.» @aq,y Oraz macierzami Ag,

przeprowadzamy diagonalizacje ukladu w kazdej obligatoryjnej chwili:

2
2 *
wl(t,)zl(r,)‘l'2w1(t,)01(1,)—dt Zyp+ a2 Zigp = ox(t,)F:,

.............................................. (4.3)
2
2 . *T &
wk(r,)zk(t,)'l'ZC‘)k(l,)ck(t,)‘d—tzk(t,)'l' diz Zrapy = —Sok(z()Fz,-

Otrzymane ta droga kolejne postacie rozprzezonych réwnan réwnowagi dynamicznej
mozna przez aproksymacje funkcji wspStczynnikéw oraz obciazenia kazdego z réwnaf
zas'tacpié jednym uktadem k rozseparowanych, liniowych réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych drugiego rzedu o zmiennych wspéiczynnikach w bazie wspélrzednych gtéwnych:

Cwi(zi+ 2y + 2 = fi(1), 1 <j<k (44
Separacja réwnafi ruchu pozwala zastapi¢ catkowanie krok po kroku catego ukladu,

catkowaniem kilku pojedynczych réwnad. Funkcje wspdlczynnikéw oraz obciazenis
" kazdego z réwnari (4.4) mozna wyznaczyé stosujac jedna z wielu metod interpolacyjnych.
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Rozwigzanie tych réwnan przy wykorzystaniu maszyn cyfrowych nie nastrecza wigkszych
trudnodci, niewiadome wartosci funkcji i jej pochodnych obliczane mogg byé przez za-
stosowanie jednej ze znanych metod catkowania numerycznego. Po okresleniu wektoréw
z, 7 i Z w wybranych punktach czasu, wyrazenie tych wielkoSci w bazie wspdirzednych
naturalnych odbywa si¢ na podstawie transformacji (4.2). W przypadku niepokrywania
sie zatozonych na wstepie obligatoryjnych chwil z tymi punktami na osi czasu, w ktdrych
chcemy uzyska¢ parametry ruchu konstrukeji, zachodzi konieczno$¢ interpolacji wartosci
wektorow wiasnych. ’

Wprowadzenie oscylatora zmienia rozpatrywany uklad w sposéb jakosciowy, prowa-
dzgc réwniez do zmiany jego widma czestosci drgan wlasnych. Zazwyczaj jednak czgstosé
drgar wlasnych oscylatora znajduje si¢ w dolnych rejonach.tego widma i gdy sprzezenie jest
w istocie Znaczace, nie wystepuie niebezpieczenstwo pominigeia jego wplywu przy odrzuce-
niu réwnaft odpowiadajacych dalszym czgstosciom. Wspélezynnik tlumienia réwnania
zwigzanego z czgstoécia oscylatora mozna przyjaé jako staly i okreslié z zaleznosci 2y =
= ¢, /M. Zastosowanie analizy modalnej pozwala réwniez unikna¢ generowania i nastep-
nie dalszego przeksztalcenia macierzy ttumienia ustroju, ktérej postaé (w aspekcie ztozo-
noéci zjawiska) jest trudna do okreslenia. W zbiorze wspétrzednych gléwnych istnieje mia-
nowicie mozliwo$¢ okreélania wspdlczynnikoéw tlumienia nie tylko wedlug hipotezy tiu-
mienia masowego czy tlumienia reologicznego wg wariantu Voigta, ale réwniez wediug
hipotezy ustalonego dekrementu, tlumienia moga one byé wreszcie specyfikowane indy-
widualnie dla kazdej postaci.

S, Przyklad

Opierajgc sig na przedstawionej metodzie dokonano rozbudowy systemu programo-
wego IDIM-34 [7]. Nowa konfiguracja systemu [5] pozwolila zachowa¢ jego otwartosé.

W pracy przedstawiono analizg dwéch przykiadow, do ktérych dane ustalono na pod-
stawie obliczen zamieszczonych w pracy [2]. Belke swobodnie podparta obcigza si¢ raz
masg nieresorowang i drugi raz ta sama masg na zawieszeniu liniowo-sprezystym z thu-
mieniem. ObcigZzenia poruszaly si¢ ze statymi predkosciami. Obliczenia prowadzone byly
dla trzech réznych modeli ustroju charakteryzujacych si¢ r6zng liczba stopni swobody.
Modele te, oznaczone B4, B8 i B16 sktadajg si¢ odpowiednio z 4, 8 i 16 elementéw pr¢to-
wych o réwnych dtugoéciach (oznaczonych /,, [, i l;).

Dane fizyczne belki wynosza: modul sprezystoéci E = 21- 10'°N/m?, moment bez-
wladnosei J = 0,01 m*, pole powierzchni przekroju F = 0,1 m?, dtugo$é belki / = 20,0 m,
dugosci elementéw; /, = 5,0m,/, = 2,5m, /5 = 1,25 m, masa objetosciowa p = 267584 kg/
[m?, wspélezynnik thumienia y = 0.

W poszezegdlnych modelach przeprowadzono, zgodng co do zasady, kondensacje
stopni swobody, i tak kolejne modele ustroju (B4, B§ i B16) zredukowano do 5,9 i 17 stopni
swobody, pozostawiajac te, ktdre s przemieszczeniami poprzecznymi wszystkich (réwniez
podporowych) wezkéw. W kazdym modelu liczba stopni swobody stanowila réwnoczesnie .
o liczbie punktdw obligatoryjnych nia osi czasu, a funkcje obciazenia i czestosci drgan wias-
nych z réwnan. (4.4) aproksymowano wielomianami Lagrange’a o stopniu maksymalnie
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mozliwym do osiagnigcia w danym modelu, tj. odpowiednio 4-tego, 8-mego i 16-tego stop-
nia.

W przypadku obciaZenia belki ruchoma masa bezposrednio, parametry obcigZenia
wynosily: masa M = 133792 kg, a jej predkosé v = 8,8595 m/s. Uzyskane w kazdym obli-
czeniu przebiegi czasowe ugi¢¢ punktu Srodkowego belki (rys. 5) nie réznily si¢ znaczaco
mig¢dzy soba, jak réwniez w poréwnaniu z przebiegiem, ktérego wykres zamieszczono
w pracy [2].

g

0006 MQ
|

E

Rys. §

W tabeli 1 przedstawiono dwie wartosci charakterystyczne powyzszego wykresu
otrzymane przy kolejnych modelach; sa to: ugigcie maksymalne (w3,,) oraz ugiecie wy-
stgpujace w chwili zjazdu obcigzenia z belki (wg). Ponadto w tabeli tej podane zostaly
dwie pierwsze czgstosci drgan wlasnych; ustroju nieobciazonego (fy i f2) i ustroju w mo-
mencie gdy ruchoma masa znajduje si¢ w $rodku belki (f7, i f3).

Tabela 1
Model W we A £ A 5
(m] [m) [Hz] [Hz] (k2] [Hz]
B4 0,11661 —0,0158 . 1,1005 - 4,4323 0,89762 4,4323
B8 0,11804 —0,0219 1,1001 4,4018 0,89751 . 4,4018
B16 0,11741 —0,0212 1,1901 4,4006 0,89750 4,4006

W tabeli 2 zamieszczono wartosci ugieé wl,, i w?, uzyskiwane przy wykorzystaniu mo-
delu B8 z uwzglgdnieniem zmiennej (od 1 do 4) liczby form wlasnych.

Rezultaty zawarte w tabelach 1 i 2 potwierdzaja dobra zgodno$é wynikéw otrzyma-
nych przy uwzglednieniu réznej liczby stopni swobody oraz gléwne znaczenie podstawowych
form drgan wlasnych. Uzasadnieniem owej stabilnoéci rozwiazaf, otrzymywanych przy
wykorzystaniu proponowanej metody, moga by¢ wykresy funkcji przedstawionych na rys. 6
irys. 7. Na pierwszym z nich znajduja si¢ wykresy funkcji czterech pierwszych czgstosci
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Tabela 2
" Liczba ) Wikas wi o
postaci [m] [m]
1 | 0,11850 —0,021906
. 0,11804 - ' ~0,021906
3 0,11839 —0,021831
4 0,11839 —0,021831_

drgan wlasnych, uzyskane z aproksymacji przy dziewigciu punktach obligatoryjnych. Za-
réwno charakter ich zmiennosci (wystgpowanie miniméw lokalnych w liczbie réwnej nu-
merowi czestosci), jak i warto$ci amplitud, wskazuja na mozliwosé uzyskiwania naj-
wigkszych dokladno$ci aproksymacii funkcji najnizszego rzedu, a wiec najbardziej zna-
czacych. Rysunek 7 zawiera cztery pierwsze, rozwinigte wzglgdem form wiasnych, funkcje
obcigzenia, ktére podzielone zostaly przez odpowiadajace im funkcje czgstosci drgan wlas-
nych. Tak okreslone funkcje, w przypadku gdy pomija si¢ wplyw inercji obcigzenia (ob-
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wjit) |

Rys. 7

cigzenie sita), decyduja o wartosci zmiennych w czasie amplitud — oscylujacych sinusoidal-
nie z wiasciwa czestoécia — funkcji podcatkowych rozwigzania Duhamela (5.1).

z;(t) = f ij(:);sin[wj(t—r)]dr. 5.1

T = lo .

Gdy pomija si¢ thumienie, te dwie wielkosci; amplitudy i czestosci maja decydujacy wplyw
na udzial kolejnych postaci w rozwiazaniu wypadkowym.,

W przypadku obciazenia przyjetej belki masa na zawieszeniu sprezystym, parametry
oscylatora wynosily: M = 133792 kg, kyy = 262500 N/m, ¢,y = 37480 Ns/m, a jego pred-
ko$é v = 11,206 m/s.

Uzyskany wykres ugi¢¢ dynamicznych punktu érodkowego belki pokazano na rys. 8,
a warto$ci wielkoSci charakterystycznych (okre§lonych poprzednio) zamieszczono w ta-
beli 3.

W obliczeniach przy kazdym modelu uwzgledniono trzy giéwne formy wlasne, przy
czym pierwsza jest tu forma wynikajaca z wprowadzenia oscylatora. Pordwnanie zmiennosci
wartosci zestawionych w tabelach 1 1 3 pozwala stwierdzi¢ — mniejszy tym razem — wplyw
liczby stopni swobody na zgodno$¢ wynikéw. O ile przy obciazeniu masa, wyraZne ustabi-
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Tabela 3
- W % fi fi £i £
Model [on] (o0} [Hz) [Hz] [z} 52}
B4 0,13037 0,00516 0,22233 1,1005 0,22183 1,1083
B8 0,13087 0,00576 0,22293 1,1001 0,22262 1,1043
B16 0,13148 0,00581 0,22293 1,1001 0,22274 1,0970

lizowanie wartosci poréwnywanych wystapilo w modelach B8 i B16, to przy obciaZeniu
oscylatorem wynik uzyskany przy najprostszym modelu B4 jest réwniez bliski pozostatym.

Uzasadnienie powyZszego i tym razem mozna znalezé analizujac przebieg funkcji, od
ktérych zalezy rozwiazanie zadania. Na rys. 9 pokazano wykres funkcji pierwszych pieciu
czestosci drgai wlasnych. Pomimo Ze obraz przebiegu tych funkcji wydaje sic $wiadczyé
o ich stalej wartoéci, zawieraja one jednak pewna, niewidoczna w tej skali, zmienno$é
v czasie. Tym razem wystepuje tendencja odwrotna, niz to mialo miejsce przy obcigzeniu
bezposrednio masg. Ot6z w kolejnych funkcjach czestosci pojawiaja sie nie minima, lecz
maksyma lokalne w liczbie réwnej numerowi danej postaci drgan (liczac z pominigciem
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postaci wynikajacej z wprowadzenia oscylatora), jak réwniez obserwuje si¢ zanikanic war-
tosci ich amplitud wraz ze wzrostem numeru czgsto$ci,

Rysunek 10 zawiera wykresy trzech pierwszych funkcji obcigzenia w konwencji okres-
lonej wezedniej. Funkcja o numerze j =1 jest—rozwinigta wzglgdem form wlasnych
i podzielong przez wiasciwg czgsto$¢ — prawg strong réwnania oscylatora. Jest ona po-
dobnie uformowana jak pierwsza funkcja rdwnania belki i przy zalozonych parametrach
ukladu ma znacznie mniejsza amplitude. Dalsze, nie pokazane funkcje maja ten sam ksztakt
jak na rys. 7. :
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Majac powyzsze na uwadze, jak i brak widocznych réznic pomigdzy wykresem ugieé
punktu srodkowego (rys. 8), a analogicznym wykresem zamieszczonym w pracy {2], mozna
stwierdzi¢, ze powodem tak dobrych rezultatow jest z jednej strony model matematyczny
ustroju, ktéry juz przy niewielkiej liczbie stopni swobody pozwala uzyskaé z duza doklad-
noscia podstawowe parametry drgafn swobodnych, z drugiej za$ lagodny przebieg pierw-
szych funkcji czgstosci i obciazenia, pozwalajacy na doktadng ich aproksymacie.

6. Whioski

Przedstawiony sposéb powigzania wspéirzednych przestrzeni i czasu umozliwia efek-
tywng analizg drgan wymuszonych praktycznie dowolnych konstrukcji w zakresie liniowo-
sprezystym przy ruchomych obcigzeniach inercyjnych traktowanych jako grupa niezalez-
nych mas skupionych Iub pojedynczych oscylatoréw.

Efektywnos¢ zaproponowanej metody wynika z dwuetapowej redukcji wspotrzednych
ukladu = statycznej i dynamicznej. Redukcja statyczna uktadu (kondensacja stopni swo-
body) pozwala zmniejszy¢ ogdlng liczbe wspélrzednych naturalnych, ograniczajac je jedynie
do tych, ktére maja istotny wplyw na drgania ustroju. Redukcje dynamiczng — w tym
przypadku — umozliwia zaproponowany sposdb rozwigzywania uktadéw réwnan o zmien-
nych wspétczynnikach przez ich diagonalizacje interpolacyjna na podstawie diagonalizacji
w okreslonych chwilach. Wykorzystanie rozwiniecia wzgledem form wlasnych, a wigc
rozwigzania uklfadu we wspoirzednych gléwnych ma jeszcze te zalete, iz czyni stosunkowo
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gladkimi funkcje bedace wspdiczynnikami i wyrazami wolnymi réwnan odpowiadajacych
najnizszym formom, co podnosi doktadnos¢ ich aproksymacji na podstawie wartoéci stabli-
cowanych. Najczgsciej juz kilka pierwszych réwnan postaci modalnej wystarcza dla uzys-
kania wynikéw technicznie doktadnych.
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Peawome

METOI PEMIEHUSA YPABHEHUI HBVDKEHMS MPY MHEPTHBLIX ITOIBMKHBLIX
' HATPY3KAX

B paGore npeacTaBneH aeToA 0OpasOBaHHA H PELICHHS YPABHEHHH JBHMIKECHMS! KOHCTPYKLHI, noa-
BEPIKEHHBIX [IeHCTBHIO MOABHIKHLIX MHEPTHBIX HACPY30K, PACCMATPHBAaEMbIX B BHAE IPYII COCPENO-
TOUEHHBIX MACC JJIM BSI3KO-YNPYTHX octpnnaTopon. ITpnuém oTHesbHLIE HArPY3KH MOT'YT OCTABaThCSL
10 OTHOIIEHHIO K cee B NMPU3BOJILHO N3MCHSIOMICMCST COOTHOILEHHH .

B npeanaraemom criocotie peuleHns MCNOJIB30BAH METOJ KOHEUHLIX 9JIEMEHTOB, B KOTOPOM KpOMe
FCOMETPHUECKOH JHCKPETHIALMHI HCITONL30BAH PASIIOCTHbBIH MCTOJT [T ONIKCAHMSI BEHMUNH, SBIAIOUIMXCA
dyukumelr BpemeHu. IDTOT criocod pemieHMst No3BANSET APGHEKTHBHO PACCUMTHIBATE IPOU3BOSLHBIC
CTPYKTYPLI B JHIHEHHO-yNpyroil 06yacT™ mpH CJIOMKHLIX IOABHMKHUBIX HAMPY3KAX. D@QERTHBHOCTL Me-

_TOJa BLITEKACT N3 ABYITAIHOM pelyKLIMM KOOPAHHAT CHCTEMbI — CTATHUECKOH H JIMHaMHUECKOH — npH-
uéM IOCNEAHAS BO3MONKHA OJorojaps NMPMMEHCHWIO HHTEPNOJISIPHON AUArOHAaNM3aLMH CUCTEMBLI ypaB-
HEHUH NBIKEHHA, ’

Summary
A METHOD OF SOLVING EQUATIONS OF MOTION FOR INERT MOVING LOADS

A method of formulating and solving of the equations of motion of the constructions subjected to the
inert moving loads is presented. The loads are treated as groups of concentrated masses or viscoelastic
oscillators, particular loads can be in arbitrary varying relations with respect to one another.

In the considered solution we make use of the finite element method and apart from the geometrical
discretisation also the time depending quantities are discretised. The method lets us to find the effective
solution in the linear elastic regions for complex moving loads. The effectiveness of the method results
from the two-stage reduction of the coordinate system — static and dynamic; the latier onc is
feasible due to the introduction of the interpolar diagonalisation of the system of equations of motion.
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