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1. Wprowadzenie

Problem okreslenia efektywnych wilasnosei transportu, takich jak przewodnosc elek-
tryczna lub cieplna, przenikalno$¢ dielektryczna, wspdtezynniki Lamégo lub ktéras z po-
zostalych o$miu wielkosci wymienionych w pracy Batchelora [1], nie jest. zagadnieniem
nowym w literaturze. Maxwell [2] i Lord Rayleigh [3] sa prawdopodobnie pierwszymi,
ktorzy badali wlasnosci elektryczne i magnetyczne materiatéw dyspersyjnych. W ostatnich
latach duZzo uwagi poswigcono efektywnym wilasnosciom cieplnym materiatéw kompozy-
towych, ktére skladaja si¢ z widkien otoczonych osnowa. Wiekszos¢ tych prac dotyczy
przypadku, gdy wlékna majg przewodnoéé cieplng istotnie rozng od osnowy, sa ustawione
regularnie w jednym kierunku i dostatecznie dlugie, poniewaz takie materialy maja ko-
rzystna sztywnos¢ w kieranku réwnoleglym do osi wiékien, W takim ukladzie teoretyczna
efektywna przewodnosc cieplna materialu 4;; w kierunku wlokien jest okreslona prostym
;,wzorem mieszaniny” - :
}»u = ‘P}»f‘f'(l A - M
vdzw Am 1 A; sa odpowiednio przewodno$ciami cieplnymi osnowy i wtdkien, natomiast ¢
jest objetosciowym udzialem wilokien w kompozycie.

W ten sposob A; jest niezalezne od sposobu ulozenia wiokien w plaszczyznie prosto-
padlej do osi widkien. Efektywna przewodnosé cieplna kompozytu w kierunku prosto-
padlym do widkien zalezy jednak od wspomnianego uloZenia. -

Problem okreslenia poprzecznej efektywnej przewodnosci ciéplnej A, byl rozwazany
przez szereg autoréw [4 - 24]. ‘W tych pracach mozna wyrézni¢ cztery kierunki badan:

1) eksperymentalne okresienie poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej [4-9];

" 2) okreslenie gornej i dolnej granicy mozliwych numerycznych wartosci poprzecznej
efektywnej przewodnosci cieplnej ‘[8 - 13];

3) przy zatozeniu losowego ‘rozkladu rownoleglych widkien okresleme poprzecznej
efektywnej przewodnosci cieplnej: [13 =16];- -
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4) dla regularnej i $ciéle okreslonej geometrii rozmieszczenia widkien (np. w siatce
kwadratowej) okreslenie poprzecznej efecktywnej przewodnosci cieplnej [6 - 7, 14, 17 - 24].

Prace Kellera [25] trudno jest umiesci¢ w ktoryms§ z czterech wymienionych kierunkow
badan. W pracy tej podaje si¢ twierdzenie dotyczace kompozytu z widknami ulozonymi
wedtug siatki prostokatnej, ktére okresla zwigzek, jaki musi spetniaé efektywna prze-
wodnoéé cieplna, jesli przewodno$é cieplna osnowy przyjmie warto$¢ przewodnosci
cieplnej wtokien, i odwrotnie.

Omdéwmy nieco szerzej czwarty z wymienionych kierunkéw badan, poniewaz niniejsza
praca jest kontynuacja tego kierunku. We wspomnianej pracy Rayleigha: [3] podano
przyblizony wzér dla przypadku widkien ulozonych w siatce kwadratowej, ktoéry jest
stuszny dla malych udzialéw objetosciowych widkien. W pracach [14] 1 [19], réwniez
dla siatki kwadratowej, zaproponowano przyblizony model wyznaczania 4, , tzw. ,,model
cieplny”, w ktérym po wydzieleniu powtarzajacego si¢ elementu siatki zaklada si¢, Ze
linie adiabatyczne sa liniami prostymi réwnoleglymi do sredniego strumienia ciepia. Jak
stusznie zauwazyli Furmarnski i Gogét [9], wyznaczona przy takich zalozeniach efektywna
przewodnoéé cieplna jest dolng granica dla efektywnej przewodnosci takiego kompozytu. -
W pracy [17] podano przyblizony sposéb wyznaczania efektywnej przewodnoéci cieplnej
dla wiokien utozonych w siatce kwadratowej, ktéry jest stuszny dla udziaiéw objetoscio-
wych. widkien bliskich maksymalnemu przy zaloZeniu, Zze widkna sa doskonalyml prze-
wodnikami lub -doskonatymi izolatorami.

Wiele prac, w ktérych wyznacza si¢ zastepczy wspolczynnik przewodzenia ciepla dla
kompozytéw o regularnej strukturze utozenia widkien, opiera si¢ na rozwigzaniu réwnania
przewodzenia ciepla na poziomie mikrostruktury w powtarzajacym sie elemencie siatki.
Prawdopodobnie po raz pierwszy takie podejscie zastosowali Keller i Sachs [18] — ktorzy
rozwazali przypadek, gdy widkna sa utozone w siatce kwadratowej — zakladajac, ze sa
one doskonalymi izolatorami lub doskonalymi przewodnikami. Do wyznaczenia pola
temperatury w powtarzajacym si¢ elemencie siatki stosowali oni metodg réznic skonczo-
nych. Springer i Tsai [14], oprécz propozycii przyblizonego modelu cieplnego, zauwazyli
analogi¢ pomiedzy wyznaczaniem efektywnej przewodnosci cieplnej i zastgpczego podiuz-
nego modutu $cinania. ‘Wyniki uzyskane w oparciu o przyblizony model poréwnywali
oni z wynikami nzyskanymi dla podtuznego modutu $cinania obliczonego w oparciu
0 rozwiazanie na poziomie mikrostruktury uzyskane metodg réznic skonczonych [26].
Dla siatki kwadratowej wyznaczenie zastgpczego wspolczynnika przewodzenia w oparciu
o rozwiazanie rownania Laplace’a na poziomie mikrostruktury. otrzymane brzegowa
metoda najmniejszych kwadratéw mozna znalezé w pracach [8] i [24], natomiast w pracy
[21] tego samego podej§cia uzyto dla rozwaZenia siatki prostokatnej. W pracy [22] zasto-
sowano z kolei metod¢ kollokacji z minimalizacja sumy kwadratu blegdu w punktach
kollokacji do wyznaczenia rozwigzania mikrostrukturalnego dla siatki prostokatne;j i tréj-
katnej: Perrins ze wspdtpracownikami .[20] zastosowali ulepszong metode Rayleigha do
wyznaczania rozwigzania w powtarzajacym si¢ elemencie siatki kwadratowej i tréjkatnej
réwnobocznej. Jeszcze inng metodg do wyznaczania rozwigzania réwnania przewodnictwa
na poziomie mikrostruktury zaproponowat Sekine ‘[23], ktéry wyznaczal efektywna
przewodnos¢ cieplng dla kompozytu'z cienkimi nie przewodzgcymi wiéknami rozmiesz-
czonymi w wezlach siatki prostokatnej lub tréjkatnej. Przedstawienie wtracen w postaci
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rozkladu pewnych zrodet ciepla pozwala sprowadzi¢ zagadnienie do réwnania catkowego
z jadrem typu Cauchy’ego, rozwiazania ktoérego poszukuje si¢ w postaci rozkladu w wielo-
miany Czebyszewa.

Jak wynika z dokonanego przegladu prac poprzeczna efektywng przewodnos¢ cieplng
wyznaczano tylko dla najprostszych regularnych sposobéw ulozenia pretdéw w osnowie.
Zasadniczym celem niniejszej pracy jest podanie analityczno-numerycznego algorytmu
wyznaczania poprzeczonego efektywnego wspolczynnika przewodzenia ciepla dla szerokiej
klasy regularnych sposobéw uloZenia widkien w osnowie. Proponowang metode stosuje
si¢c dla dowolnych stosunkéw przewodnosci cieplnej preta do przewodnosei cieplnej
osnowy, jak rowniez dla dowolnych udzialéw objetosciowych pretdéw, z wyjatkiem gra-
nicznych wartoéci tych parametréw. Istotng cecha proponowanego algorytmu jest wyko-
rzystanie metody kollokacji brzegowej do wyznaczenia rozwiazania réwnania przewodnic-
twa ciepla na poziomie mikrostruktury, co powoduje, Ze proponowana metoda pozwala
uzyskaé wymagana dokladno$¢ z minimalnym komputerowym ,,wysitkiem”.

Nalezy zauwazyé, ze sposob okreslania efektywnej przewodnoéci cieplnej kompozytu
przyjety w niniejszej pracy nie nawiazuje do zadnego z gtéwnych kierunkéw badan teore-
tycznych kompozytéw, tj. procedury wygladzania [27 - 29], czy .procedury homogenizacji
[30 - 32], natomiast jego istota jest najblizsza eksperymentalnemu badaniu kompozytow.
Istota niniejszej pracy jest propozycja prostych myslowych eksperymentow, ktére sa tak
pomyslane, aby umozliwialy wyznaczenie poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej
przy zadanej mikrostrukturze kompozytu.

2. Algorytm okreSlania poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej kompozytow
z regularnym rozkladem wlékien w osnowie

Rozwazmy materiat kompozytu o jednokierunkowo unloZzonych widknach w osnowie.
Widkna sg rozmieszczone w regularny sposob wedlug siatki kwadratowej, trdjkatnej
i szeSciokatnej lub innej siatki, ktéra jest kompozycja regularnych wielokatow (rys. la -
Sa). g o '

Wprowadzamy nastgpujace wielkosci charakteryzujgce geometri¢ siatki: @ — promien
wldkien, b— odleglo$¢ pomigdzy sasiadujacymi widknami. Stosunek $rednicy widkien

b
ta zwigzana jest z objgtoSciowym udzialem wiokien ¢ (objetoéé widkien/catkowita obje-
toé¢) zaleznoécia, ktéra dla sposobdéw uloZenia widkien przedstawionych na rys. la- Sa

do odleglosci pomiedzy sgsiadujacymi widknami oznaczmy przez E =2 Wielkos¢

podana jest w tab. 1. Stosunek przewodnosci cieplnych oznaczmy przez F = —j:f—

Wprowadzamy nastepujace zaloZenia: B ' "

1) widkna sg cylindrami o jednmakowym promienju, przy czym stosunek dlugosci
widkien do ich §rednicy jest na tyle duzy, ze moga one by¢ traktowane jako nieskonczenie
dhagie; : o _ D

2) material wldkien i osnowy jest jednorodny i izotropowy;

3) istnieje doskonaly kontakt termiczny pomiedzy widknami i osnowa;
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Rys. 1. Siatka kwadratowa; a) widok ogolny z liniami
adiabatycznymi (linie ciagle) oraz izotermicznymi (linie
przerywane) b) podzial powtarzajacego si¢ obszaru na
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Rys. 2. Siatka trojkatna; a) widok ogolny z liniami adiabatycznymi (linie ciagle) oraz izotermicznymi
(linie przerywane), b) podzial powtarzajacego sig¢ obszaru na elementy oraz sformutowanie problemu
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Rys. 3. Siatka szefciokatna; a) widok ogd6lny z liniami adiabatycznymi (linie ciagle) oraz izotermicznymi
brzegowego

(linie przerywane), b) podzial powtarzajacego si¢ obszaru na elementy oraz sformulowanie problemu

4) plaski ustalony przeplyw ciepia jest prostopadly do kierunku widkien;

5) linie symetrii ulozenia widkien prostopadie do kierunku s$redniego strumienia
ciepla sg liniami izotermicznymi (linie kreskowane na rys. 1a - 5a), natomiast linie symetrii
la - 5a).

réwnolegle do sredniego strumienia ciepla sg liniami adiabatycznymi (linie ciagle na rys.
Po wprowadzeniu powyzszych zatozei proponujemy nastepujgcy algorytm okreslania
poprzecznej efektywnej przewodnoéci cieplnej:

1. Wydzieli¢ z rozwazanego ukladu powtarzajacy siQ,'obszar ograniczo'ny sasiadujacymi
liniami adiabatycznymi i izotermicznymi, z ktérego poprzez przesunigcia i odbicia zwier-

ciadlanc mozna zbudowaé caly uktad. Obszary takie dla rozwazanych przyktadowych
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problemu brzegowego
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Tablica 1
Typ siatki
kwadratowa | trojkatna | szeSciokgtna trojkatno- kwad..ra.towo-
kwadratowa oSmiokatna
nE? 'n:Ez_ nE? nE? ~E?
7 4 2Y3 33 2413 (1+y3)
2M 2N-1 4N-2 4N-2 4N 4AN—2

sposobdw utozenia widkien zostaly przedstawione na rys. 1b - 5b. Poprzeczna efektywna
przewodnosé cieplna moze by¢ wyznaczona w oparciu o znajomosé stacjonarnego pola
temperatury w takich powtarzajacych sig¢ obszarach.

2. Podzieli¢ powtarzajacy si¢ obszar na tzw. ,,duze elementy skoniczone’ [33] w sposéb,
ktérego przykiady podano na rys. 1b - 5b.

3. Sformutowac problem brzegowy dla ustalonego pola temperatury w powtarzajacym
si¢ obszarze. Na odcinkach, ktore dziela obszar osnowy na dwie czgsci, korzystamy z twier-
dzenia Duhema cytowanego przez Chen Yi-Zhou i Chen Yi-Henga [34]. Twierdzenie
to glosi, Ze jest mozliwa konstrukcja funkcji harmonicznej w obszarze £ przez ,,zszycie”
dwoch harmonicznych funkcji definiowanych w dwéch sasiadujacych podobszarach
obszaru £. Warunkiem ,,zszycia” jest réwno$é wartosci tych funkcji oraz ich pochodnych
normalnych na brzegu, ktory dzieli obszar £ ma podobszary. Przyklady sformutowan
wspomnianych zagadnien brzegowych podano na rys. 1b - 5b.

4. Wybra¢ obcigte szeregi funkcji probnych, ktoére speiniaja $ciSle réwnanie réZnicz-
kowe w elementach powtarzajacego si¢ obszaru oraz czg$¢ warunkow brzegowych, w szcze-
goblnoéci warunki brzegowe na granicy preta 1 osnowy, jak rowniez na niektérych liniach
adiabatycznych i izotermicznych. Przykladowy sposéb otrzymywania obcigtych szeregow
funkcji prébnych dla siatki kwadratowej podano w dodatku A. Obcigte szeregi funkcji
prébnych dla przykiadowo rozwazanych ukladéw z rys. 1-5 podano w tab. 2. Brzegi,
na ktérych obcigte szeregi spetniaja warunki brzegowe w sposob $cisly, zaznaczono na
rys. 1b - 5b linia ciagla, natomiast brzegi, gdzie warunki brzegowe sa spelniane w sposéb
przyblizony — linig przerywana. '

5. Wybraé punkty kollokacji na brzegach, gdzie warunki brzegowe sg spetniane w spo-
50b przyblizony. Dia rozwazanych przypadkéw na kazdym prostoliniowym odcinku
brzegu, gdzie warunki brzegowe spelnia si¢ kollokacyjnie, przyjeto N punktéw kollokacji.
Nastgpnie zatozono réwna odleglo$é pomiedzy punktami kollokacji na tych odcinkach.
Przyktadowo dla siatki kwadratowej rozmieszczenie punktéw oraz wzory okreslajace
wspotizedne tych punktéow podano na rys. 6. ’

6. Zastosowaé warunki brzegowe do obcigtych szeregéw funkcji prébnych w wybranych
punktach kollokacji. Dzieki temu otrzymamy ukiad réwnan liniowych dla wspoltczynnikow
szeregu w postaci:

2M
_}:}:A,j,\q:z;i i=1,2,..,2M, ©
J=



Tablica 2. Obcigte szeregi funkeji prébnych dia pigciu rozwazanych sposobéw uloienia
wldkien

siatka kwadratowa

M
Ti=1+ 2 Xy RE-Dcos[(2K—1)0)]
K=1
2M
" X (4K—2)
Ty =1+ )“ [(l+F)R‘2" DL (t—F) R 1)]cos[(ZK-— )0}
K=l

siatka trojkatna

M
T, =1+ Z‘ Xx RPEDcos[(2K—1)6,]
K=1

M
X (4K~2)
Tu= i+ 32 [+ DRE+0-F) s |eoster -0
K=1
M x E(AK—Z)
- 2K~ :
Ty = 2 [(1+F)R(2 -LUi(1-F) W]COS[(ZK“ 161

K=

M
Tiv = ) Xuex REEDcos[(2K— 110,
K=1

siatka szesciokatna

M
= 2 Xx RS =Deos[(K—1)0,]
EY

M 2(K-1)
Ty = 2 [(1+F)R§“"+(1 —F) R ]COSI(K—I)OJ
K=1
M
. X & 2(K-1)
Tu= Y =2 [(ImR‘K O+ U=F) oy ]COS[(K—I)Bz]
K=1
. .
Ty = 3 Xagux REDcos[(K—1)63]
K=1
siatka kwadratowo-trojkatna
M
Ty = Z‘ X R{-Ycos[(K—1)6,]
K=1
M
XK 2(K~1)
T = 2-2_[(1+F)R§“”+(1 R ]COS[(K—I)Bx]
K=1

2(K~1)

R&x-n

M
’ X,
Tu= 3120 [(1+F>R;K-*>+ (-F) ]cos[(K—l)ez]
K=1

M
Tiv =3 XusxREDcos{(K—1)6,]
K=1

[362]
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Tablica 2 (ciag dalszy)

siatka kwadratowo-o$miokatna
M
Ty =1+ D) XxR¥sin(k0))

K=1
M X 2K
Tu=1+ Y5 [(1+F)R"+(1—F) ]sm(KOI
)
K=1
M
. X E?.K
Trr = 2_’“‘ l(1+F)R1+(1 F)——]cos(KOl)
K=t
M
X
T = S R cos(K0)
XK=1
D N~ K 2 C
— S
N,
% t
P K
% 3
d’/ ?{\\\(\
= 2
\ =
Y. 4
B
AF"”’_' q meem  oe]

VIN-1)24 (K-1)2
R1(K)=——_N——1——
T1(K)—0rccos—-—ﬁ_1—“— Kab2eol

) (N-T2 K-1)?

- +{N- 2
R2IK) = VIN 1L7_1(N K)
") = N-K K=12,....N-1
T2 —orccos-—-———,——-—~—,_n(N_112*(M_Kl

Rys. 6. Rozmieszczenie punktow kollokacji w powtarzajacym si¢ obszarze siatki kwadratowej

gdzie zwiazek pomiedzy M i N podano w tabeli 1. Przykladowy sposéb wyznaczania
macierzy ukladu A, oraz wektora wyrazéw wolnych B; uktadu (2) podano w dodatku B.
7. Rozwiaza¢ uklad réwnas liniowych (2).
8. Okreéli¢ poprzeczng efektywna przewodno$é cieplna ze wzoru:
oL
A= : (3)
gdzie Q jest calkowita iloécig ciepta przewodzong przez powtarzajqcy SIQ obszar kompozytu
AT —réznica temperatury na brzegach izotermicznych tego obszaru, L—odleglosc
pomiedzy brzegami izotermicznymi. Dzieki zastosowanej metodzie otrzymuje si¢ wzory
W postaci zamknietej dla 4;, ktére dla rozwazanych przypadkéw sposobéw ulozenia

widkien zostaly podane w tab. 3. Przykladowy Sposéb okleslcma 2 dla siatki kwadratowe;j
podano w dodatku C, -
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Tablica 3. Wzory dla poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej dia czterech typ6w
rozwazanych sposobéw ulozenia wldkien

siatka kwadratowa
2M

A ZX( 1)(x+1){FE(zx Dy {(1+F)[1 EK-D]_

Y
1 R
- (1 _F)L(4K—2) [1 - —Em]}}

"™ K=1
siatka trojkatna

M

.L K+1 K—1 2K-1)
e IHE+D pEQE-D 1+F)I1—E¢ ]—
“ 2 Xe(~1) { o {( Pl

1 E@K=-111 ! l
-(1-F) ~FeR ||
siatka sze§ciokgtna

A d 1
g ZXIK(_I)(K_U {FE"'""‘H- il [(1 +F)[(]/3—)(”‘”—

2|
K=l
E(zx-x)]_ (I_F)EZ(zk—l) 1 1
- (ﬁ)(zx—x) - EGE-1)
siatka kwadratowo-trojkatna
M

= (2+¥3) Zsz( 1)"“"’{1«“E<ZK Dy {(1+F)

K=1

E(?.K—l)

~[l—E‘““’]—(l—F)E"“"‘)[l———l——] }}

Nalezy tutaj zauwazy¢, Zze nie ma powodéw, aby zakladaé izotropie poprzeczumego
przewodnictwa dla wszystkich rozwazanych kompozytéw. Innymi stowy, zmieniajac
kierunek strumienia ciepla w plaszczyznie prostopadlej do wiékien, poprzeczna efektywna
przewodno$¢ cieplna moze ulec zmianie. W niniejszej pracy nie bada si¢ tej zmiany, jak-
kolwiek opisana metoda moze stuzyé do tego celu. _

W przedstawionym algorytmie dla przyblizonego spelnienia warunkéw brzegowych
zaproponowano najprostsza odmiang metody kollokacji brzegowej, zwanej prosta kollo-
kacjg brzegowa. Polega ona na tym, ze liczba punktéw kollokacji pokrywa sig z liczba
niewiadomych wspélezynnikéw w wybranych szeregach funkcji prébnych oraz na $cistym
spelnieniu warunkéw brzegowych w tych punktach. Niektérzy autorzy, np. France [35],
Hulbert [36], twierdza, Ze lepsze wyniki uzyskuje sig stosujac metod¢ kollokacji brzegowe;j
z mlmmallzaqq sumy kwadratu bledu spelnienia warunku brzegowego w przyjetych
punktach kollokacji. Wéwczas liczba punktéw kollokacy moze byé wigksza od. liczby
okreglanych wspétczynnikéw. Jesli zastostuemy procedurg opisang wyzej, to-ukiad réwnan
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liniowych (2) bedzie ukladem nadokre$lonym. Zaktadajac, ze suma kwadratéw bledow
spelnienia warunku brzegowego jest minimalna, otrzymuje si¢ uktad réwnan liniowych
w postaci ' .
ATAX = A'B, s (4)
w ktérym liczba niewiadomych jest réwna ilosci réwnan.

W niniejszej pracy stosuje si¢ obie odmiany metody kollokacji brzegowej.

3. Rezultaty nuineryczne

Istotnym punktem proponowanego algorytmu jest wyznaczenie stacjonarnego pola
temperatury, opisywanego plaskim réwnaniem Laplace’a, w powtarzajacym sig elemencie
uktadu. Obecnic istnieje wiele metod numerycznego rozwiazywania plaskiego rownania
Laplace’a. Do najbardziej znanych nalezg metoda réznic skoficzonych i metoda elementéw
skoficzonych, Stosowana w niniejszej pracy metoda kollokacji brzegowej, jak réwniez
pokrewne jej metody, nazywane ogélnic metodami brzegowymi, sq znacznie mniej roz-
powszechnione. Przed przystapieniem do rozwiazania konkretnego zagadnienia brzego-
wego nalezy zdecydowaé sie na okreSlong metode. Powstaje wowczas pytanie, ktora
ze znanych metod zapewnia dostateczna doktadnosé wynikéw przy minimalnym nakladzie
pracy komputera i przygotowujacego -obliczenia. Metoda réznic skoriczonych i elementéw
skonczonych traca, miedzy innymi, swa doktadno$é, jesli wystgpuja duze gradienty prze-
strzenne poszukiwanych funkcji. W rozwazanym problemie, dla niektérych wartosci F
i E, istnieja duze gradienty temperatury, co ilustruje przyktadowe pole temperatury podane
na rys. 7. Jak wynika z tego rysunku, przy odpowiednio duzych wartosciach F oraz dla

D ' : o

Rys. 7. Przykladowe pole temperatury w powtarzajacym si¢ obszarze siatki kwadratowej dla E = 0,95,
F=20

wartoéci E bliskich maksymalnym, w otoczeniu punktu B wystepuja duze gradienty tempe-
ratury. Jest to jedna z przyczyn, z powodu ktérej metoda kollokacii brzegowej wydaje sig
bardziej odpowiednia do rozwiazywania rozwazanych probleméw brzegowych od popu-
larnych metod réznic skoticzonych i elementéw skoficzonych. Do innych przyczyn nalezy
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zaliczy¢ znacznie nizszy wymiar ukladu réwnan liniowych, jaki nalezy rozwiazywaé nume-
rycznie przy stosowaniu metody kollokacji brzegowe;.

W proponowanej metodzie rozwigzywania zagadnieni brzegowych warunki brzegowe
na czgdci brzegu rozwazanego obszaru zostaly spetnione w sposéb przyblizony. Spetnia sic
Je Scile tylko w skonczonej liczbie 2M punktéw lub minimalizuje si¢ sume kwadratu
bledu spelnienia warunku w skoficzonej liczbie 2M punktdw.

Intuicyjnie moze si¢ wydawaé, ze zwigkszajac liczbe punktéw kollokacii zwickszamy
dokladnos¢ spetnienia warunkéw brzegowych, a tym samym dokiadnoéé otrzymywanych
rezultatéw. Eksperymenty numeryczne nie potwierdzaja jednak w pelni takiego przy-
puszezenia. Okazuje si¢, Ze liczba punktéw kollokacji nie musi byé duza, aby uzyskaé
odpowiednio maty maksymalny biad spelnienia warunku brzegowego pomigdzy punktami
kollokacji. Sytuacje te ilustruja rys. 8, gdzie podano wykresy bledu spelnienia warunku
brzegowego na brzegach powtarzajacego sig¢ obszaru siatki kwadratowej. Widzimy, ze juz
przy kilku punktach kollokacji maksymalny blad jest maty.

012 ‘ ’ ‘ 80° T T T H
' . b
Ty e

o8 60°

0’0 A L0°
§C 20°
- 0,0/. -

-008

—0,12 -

| | | !
02 04 06 08 Y 0,2 04 06 08 K

Rys. 8. a) Przykladowy blad spelnienia warunku brzegowego Tyr = 0 w powtarzajacym si¢ obszarze siatkj
kwadratowej; linia ciggla przy caystej kollokacji, linia przerywana dla kollokacji z minimalizacja sumy

Lo a7,
kwadratu bledu w punktach kollokacji. b) Przykladowy blad spelnienia warunku brzegowego —a% =

= tg8 = 0 w powtarzajacym si¢ elemencie siatki kwadratowej; linia ciagla dla kollokacji czystej, linia
przerywana dla: kollokaci. z minimalizacja sumy. kwadratu bledu w punktach kollokacji

Z drugiej strony powigkszanie liczby punktéw kollokacji prowadzi w koficu do ztego
uwarunkowania uktadu réwnad (2). Zwigzane to jest z faktem, ze zggszezanie punktow
kollokacji powoduje, iz sasiadujace z soba réwnania w ukladzie (2), wynikajace ze spel-
nienia warunku brzegowego w sasiadujacych punktach kollokacji, niewiele réznia si¢
od siebie. Sytuacje utraty doktadnosci otrzymywanych rezultatéw wskutek zlego uwarun-
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Tablica 4. Wplyw ilo$ci punktéw kollokacji N na poprzeczng efektywny przewodnosé
cieplng oraz uwarunkowanie ukladu dla E = 0,1, F = 0,1 dla siatki kwadratowej

Wymiar ukladu Ay 8
liniowego A
3 0,98375 ~ 10
5 0,98374 ~ 10%
7 0,98374 ~ 10?
9 0,98374 ~ 103
11 0,98374 ~ 10*
13 0,98374 ~ 10°
15 0,98374 ~ 107 - .
17 —0,92409 ~ 108 .

kowania ukladu liniowego ilustruje tab. 4. Jako miarg uwarunkowania przyjeto ,N —
warunkujgca liczbe macierzy A’ dana wzorem {[37], str. 222}:

1
p = WHAHIIIHA_IHIID (5)
odzie
/ 234’ 2M
A= D) ©
i=1 j=1
M f T T T T I I T !
Am
120t -
1001~ -
J |
805 .
Lo- 4
29} :
| ! | | |
0 02 04 056 08 ¢

Rys..9. Wartosci poprzecznej efektywnej przewodnotci cieplnej Ay w funkeji udziatu objetosciowego
widkien dia trzech sposobéw uloZenia wiokien: — — — weg siatki trojkatnej, wg siatki kwadratowej,
—-—- wg siatki szefciokatnej
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W przedstawionym w tab. 4 przykladzie wyniki sg stabilne poczawszy- od pigciu punk-
téw kollokacji, jednak przy siedemnastu punktach kollokacji przestajg byé sensowne
wskutek zlego uwarunkowania ukiadu liniowego.

Na rys. 9. zostaly przedstawione wartosci poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej
w fonkcji ndzialu objetosciowego widkien dla trzech typow siatek. Z rysunku wynika,
ze dla matych udzialéw objgtosciowych widkien ich uloZenie niec ma wptywu na efekiywng
przewodno$é cieplna. Jednak dla udzialéw objgtosciowych bliskich maksymalnym sposéb
ulozenia widkien ma istotny wplyw na przewodno$¢ cieplng. Stosunek przewodnosci
cieplnej pretéw i osnowy ma réwniez ist,btny wplyw na efektywna przewodno$¢ cieplng
przy duzych udzialach objetosciowych widkien.

Na rys. 10 poréwnano wartosci poprzecznej efektywnej przewodnosci cieplnej otrzy-
mane w niniejszej pracy z wynikami innych autoréw. Na uwage zashaguje fakt, ze dla siatki
kwadratowej i tréjkatnej wyniki proponowanej metody sa zgodne z wynikami innych
autoréw. Wythklem jest tutaj wzér empiryczny podany w pracy [6], jednak w konfzontaclx
z innymi ‘wynikami do$wiadczalnymi [4 - 5] nie budzx on zaufania,

A I T I ) T T T T i

70 T

[

! ] 1 L |
0 02 | 0L 06 08 ¢ -

¥

Rys. 10. Wartosci poprzecznej - efektywnej przewodnoSci cieplnej A; wg réznych autoréw dla F = 10:

1 —wzor (1) dia Ay, 2 — gbrna granica [10], 3 — losowe uloZenie widkien [15], 4 — siatka kwadratowa —

wyniki proponowanego modelu oraz {7, 8, 22], 5 —siatka tr6jkatna — wyniki proponowanego modelu

oraz [7, 22], 6 —siatka szeéciokatna — wyniki proponowanego modelu, 7 — siatka kwadratowa — wzor
empiryczny [6], 8 — dolna granica [10]
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DODATEK A. WYZNACZENIE OBCIETYCH SZEREGOW FUNKCII PROBNYCH
DLA SIATKI KWADRATOWEJ

Rozwazmy powtarzajacy si¢ obszar siatki kwadratowej. Obszar ten zostat podzielony
na dwa elementy w sposéb pokazany na rys. 1b, gdzie réwniez podano sformutowanie
problemu brzegowego. Celem otrzymania obcigtych szeregéw funkcji probnych dia tych
elementéw wezmy pod uwage ogdlne rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania Laplace’a
w biegunowym ukladzie wspéirzednych (R, 6) odpowiednio w elemencie I

Ty = Ay +A}0+ AL0In R+ A5In R+

[se]
+ D {(BIR"+CiR "cosnO+ (DLR"+ E] R=")sinnb}, (Al)

n=1
oraz w elemencic IT

Ty = AY + A1 0+ AV 0ln R+ A In R+
[+4] .
) (B R"+ C1IR~")cosnf+ (DI R"+ EVR~")sinn6},  (A2)

n=1

+

gdzie A5, A%, ..., EI, A}, AY, ..., E} sa stalymi, kt6re nalezy wyznaczy¢ z warunkow
brzegowych.

7 warunkéw %L = igé—' =0daf=0 Wynika; 16 .,
M= A g = A =0 (A3)
oraz
DI=E' =DM ET—0 dla n=1,2,.. : (Ad)

Uwzgledniajac warunki 7y = Ty = 1 dla 0 = —725 otrzymujemy

_ AL = AV =1 ' (A5)
oraz e dopuszczalne sa nast@pujqce.wartoéci |
n=1,3,5,.. (A6)
Z uwagi na fakt, ze T, musi byé ograniczone dla R = 0, otrzymujemy
\ AA=Cl=0 da n=12,... (AT

Jedli uwzglednimy otrzymane wyniki w (A1) i (A2), otrzymamy nastgpujace rOwnania
na rozklad temperatury odpowiednio w I i II elemencie

T, = 1+ ) BLRODeos[(2K~1)0] . (A8)
=1 .
oraz * ‘
) |
Ty = 1+4¥ IR+ D) (BY R?K-1+ CF R-CX-D)cos[(2K—1)6]. (A9
K=1 R 4 -

Uwzgledniajac warunki brzegowe na granicy elementéw powtarzajacego si¢ obszaru
(na granicy preta i osnowy), tj. Ty = Ty ofaz l,—%’— = lm% przy R = E otrzymujemy

2 Mech, Teoret. i Stos. 3-4/85
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AYT =0, ‘ ‘ (A10)
B = B}%(1+F), (All)
Cl = B}(—Z—(l — FYE*-2, _ (A12)

Po podstawieniu (A10-A12) do (AB) i (A9) oraz wprowadzajic oznaczenie B} = X
i obcinajac nieskonczone szeregi do 2M pierwszych wyrazoéw otrzymujemy poszukiwane
szeregi obcigtych funkcji probaych dla siatki kwadratowej odpowiednio w elemencie 1
M :
T, =1+ ) X REE-Dcos[(2K—1)0] (A13)
(=1

K
oraz w elemencie II

(4K-2)

2M
E .
I'H = 1+ Z -‘?-I:(I-FF)R(ZK—U-*-(I—F) W]COS[(2K'— ])B], (A14)
I1=X .

gdzie X sa stalymi do wyznaczenia z niewykorzystanych jeszcze warunkéw brzegowych
(do wyznaczenia metoda kollokacii).

W podobny sposob otrzymujemy pozostale obcigte szeregi funkcji prébnych podane
w tab, 1, biorac pod uwage ogélne rozwigzania w postaci (Al) w kazdym z elementéw
i odpowiednio je upraszczajac dzigki wykorzystaniu warunkéw brzegowych na brzegach
zaznaczonych liniami ciggtymi.

DODATEK B. WYZNACZENIE MACIERZY UKELADU I WEKTORA WYRAZOW WOLNYCH
W UKEADZIE ROWNAN (2) DLA SIATKI KWADRATOWEJ

W obcigtych szeregach funkcji probnych (Al13) i (Al4) opisujacych pole temperatury
w powtarzajacym si¢ obszarze siatki kwadratowej wystepuje 2M nieznanych wspdlczyn-

nikéw Xy, X, ..., Xap, do wyznaczenia ktérych dysponujemy nastgpujacymi warunkami
brzégowymi:
Ty=0 dla X=1, (BD)
0Tu _ _
% =0 dla Y=1. (B2)
Po podstawieniu (Al14) do (B1) i (B2) i po skorzystaniu ze wzoru
Oy _ 9Ty o 1 0Ty -
Y = 3R sm0+f 38 cosf , (B3)

otrzymujemy

M
14 Zﬁ[(1+F)R<“-“+(1—F)—I’7f__2’]c S[QK—1)0] = 0dlaR = ——, (B4)
“~ 2 ROE-T [0 = VAR = 556
2M

B ,
K- 1){(1 +FYRER-2)5in[2(K—1)6] +

K| .

E4K-2

sin(_2K6)} = 0dlaR=" .1' .- (BY)
sinf

+(1~F)



PRZEWODNOSC CIEPLNA KOMPOZYTU 371

Zakladajac, ze warupki brzegowe spelniamy w przyjetych punktach kollokacji, ktérych
wspélrzedne zostaly podane na rys. 6; po skorzystaniu z (B4) i (B5) otrzymujemy naste-
pujaca posta¢ macierzy ukiadu i wektora wyrazéw wolnych w ukladzie rownaf (2) dla
siatki kwadratowej
E(4J—2)
Ay = [(1+F)Rl(1)(“ D (1-F)- RI(I)Z~ 1)] ~cos[(27 = 1) TI(D)], (B6)
I=1,2,..,N,
J=1,2,.., 2M = 2N—1,

A= 2J~1) {(1 +F)R(K) = - sin[2(] — D T2(K)]+

E&-2)

(1= F) gy sin[2J- T?_(K)]} (87)
I=N+K, '
K=1,2,..,N—1,

J=1,2,...,2M = 2N—1,
Bl)= -2 dla I=1,2,..,N
BI)=0 .dla I=N+K, K=1,2,..,N-1.

DODATEK C. OBLICZENIE DLA 4; SIATKI KWADRATOWE]J

Dla siatki kwadratowej we wzorze (3) mamy (patrz rys. Ib)
L=1 1 A4T=1. (C1)

Calkowitg iloé¢ ciepla przewodzona przez powtarzajacy si¢ obszar kompozytu w tym

przypadku obliczamy ze wzoru
F1am 11 o7y )|
- I ) n
o= 1] (&%), mn [ (%),
(] 2
0Ty,

Uwzgledniajac wzory (A13) i (A14) przy obliczaniu 83101’ i— 25 P dokonaniu catkowania

_dR. (C2)

'2_

i pewnych przeksztalcen otrzymujemy
2M

A
=Dk

K=1

FE(ZK 1)+ {(1+F)[1 (2K—1)_

~(1=P] B [l - —E(—l—>]H(— e, (C3)
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Pesmome

ONPENEIEHUE NEPTIEHIUKYIISIPHOW 2PPEKTHUBHON TEIIONPOBOIHOCTHU
KOMIO3NTOB YKPEIUIEHHLIX BOJIOKHAMM PA3IIOJIOXXEHHBIMH B OJHOM
HAIIPABJIEHVIYI METOJIOM TPAHUYHON KOJIOKALIMU

Ha ocnoBe meToZa FpaHUIHON KOJUIOKAUUH IPEICTaBIICHO OBLIMIA MeToM onpexeNieHHs HepIenan-
KyJIsipHON 2(h¢PEKTHBHON TEIUIONPOBOIHOCTH KOMIO3ATOB YKPEIUICHHBIX BOJIOKHAMM DPas3NONOMEHHBIMH
B OJHOM HanpaBJleHHd. B aToM amanmae npefoNaraeTcA 3HAKOMCTBO TEOMETPUM DETYRAPHO PACIONO-
YKEHBIX BOJIOKOH, 2 TaIOKe TEIUIONPOBOAHOCTh KOMIOHEHTOB. Hcenenyercst math crioco60B PacONOKE IS
BOJIOKOH B TDPEyTOJIHON, KBAJpPATOBOM, LIECTMYTONLHON, KBafpaTOBO-TPEYLONBHOM M BOCHMH-KBaf-
paTosoit ceTke. Pe3ympTaThl BhIUMCNeHM 3(h(hEKTHBHON TeIUIONPOBOAHOCTH CPABHEHO C BENHUHHAME
TIONYYCHHBIMH YePe3 JPYTHMH aBTODaMH.

Summary

DETERMINATION OF THE TRANSVERSE EFFECTIVE THERMAL CONDUCTIVITY
OF UNIDIRECTIONALLY FIBRE ARRANGED COMPOSITES BY MEANS OF BOUNDARY
COLLOCATION METHOD

The general method of finding transverse effective thermal conductivity of the unidirectionally fibre
arranged composites has been presented in this paper. It has been based on the boundary collocation
method. The geometry of regularly arranged fibers and thermal conductivity of componets are assumed
to be known. Five different patterns of lattice of fibers are considered: triangular, square, hexagonal,
square-triangular, and octagonal-square. The results of calculations of effective thermal conductivity were
juxtaposed with results obtained by other authors.
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