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1.  Uwagi  historyczne

Optymalne  kształ towanie  konstrukcji,  a  najczę ś ciej  tylko  prostych  elementów  kon-
strukcyjnych  pracują cych  w  warunkach  pełzania,  należy  do  najmłodszych  gał ę zi opty-
malnego  kształ towania.  Podczas  gdy  optymalizacja  w  zakresie  sprę ż ystym,  rozpoczę ta
przez  Galileusza,  liczy  ponad 300  lat,  a  optymalizacja  konstrukcji  idealnie  plastycznych
została  zapoczą tkowana  w  latach  pię ć dziesią tych  obecnego  stulecia,  to  za  począ tek
kształ towania  w  warunkach  pełzania przyjmuje  się   lata  1967- 8. Wprawdzie  już  w  roku
1953  A. G. Kostiuk  [34]  okreś lił   kształ ty  tarcz  wirują cych  równomiernej  wytrzymałoś ci
w warunkach pełzania, a podobny  problem  omawia  szczegółowo  monografia  Ju.  N. Ra-
botnowa  [58], to jednak  dopiero w  latach  1967-8  sformułowano w  kilku  pracach  ogól-
niejsze  uję cie  problemu.

Pierwsza z tych prac, M. I, Rejtmana  [59], formułuje problem optymalizacji  konstrukcji
przy  uwzglę dnieniu  ograniczenia czasu jej  ż ywotnoś ci  i  cen kolejnych  nakładów inwesty-
cyjnych.  Autor  ogranicza  się   w  tytule  pracy  do  konstrukcji  z  tworzyw  sztucznych, lecz
w istocie teoria może objąć  i inne materiały podlegają ce  pełzaniu. Funkcja celu  przyjmuje
postać

gdzie  V  oznacza  obję tość  konstrukcji,  k=  \ Ą - E,E  oznacza  normowy  współczynnik
efektywnoś ci  nakładów inwestycyjnych,  t#  — czas pracy  konstrukcji  do zniszczenia  (czas
ż ywotnoś ci).  Szczegółowej  analizie poddano optymalne kształ towanie prę ta  rozcią ganego
przy  czasie  t^  wyznaczonym  przez  zadane  przemieszczenie  ł v#,  belki  zginanej  również
przy  ograniczeniu przemieszczeniowym,  oraz  słupa  poddanego wyboczeniu  pełzają cemu,
W istocie były to raczej  problemy optymalnego wymiarowania,  gdyż rozważ ano  elementy
pryzmatyczne.

Dalsze trzy prace pochodzą  z roku  1968. W. Prager  [57] podał  warunek  optymalnoś ci
dla  tarcz  podlegają cych  ustalonemu pełzaniu  przy  ograniczeniu  sztywnoś ciowym,  wyra-

*)  Praca  wykonana  w  ramach  problemu  wę złowego  0.5.12 -  13.1.
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ż onym  przez moc obcią ż eń zewnę trznych. Warunek  ten ma prostą   postać

0  = const,  (2)

gdzie 0  oznacza potencjał  pełzania; szczegółowo rozważ ono tarczę  pierś cieniową   o brzegu
wewnę trznym  obcią ż onym  a  brzegu  zewnę trznym  utwierdzonym  —  w  wyniku  uzyskano
profil  hiperboliczny.  Również  Ju.  W.  Niemirowskij  [52] położ ył   nacisk  na  ograniczenia
sztywnoś ciowe,  wyraż one  przez  przemieszczenie  w  okreś lonym  punkcie  konstrukcji;
poś wię cił   on  także  uwagę   konstrukcjom  równomiernej  wytrzymałoś ci  w  warunkach
pełzania.

Szersze  uję cie  zagadnień optymalnego  kształ towania konstrukcji  przy  pełzaniu  podaje
praca M. Ż yczkowskiego  [84], referowana na XI I  Mię dzynarodowym Kongresie Mechaniki
w  Stanford  w  r.  1968,  a  opublikowana  w  r.  1971. Jej  główne tezy  zostaną   uję te  w p. 2.
Wybrane  nowsze  osią gnię cia  z tej  dziedziny  omawia  krótka praca przeglą dowa  M. Ż ycz-
kowskiego  [85]. Wypada tu również wspomnieć, że pokrewna praca o charakterze czę ś ciowo
przeglą dowym  H. M. Adelmana,  Patricii  L.  Sawyer  i  C. P. Shore'a  [1], dotyczą ca  opty-
malnego kształ towania konstrukcji  pracują cych  w podwyż szonych  temperaturach,  pomija
niemal  całkowicie zagadnienia  pełzania, tak, że obecna praca może być  traktowana  jako
pewien  odpowiednik  i  uzupełnienie  tamtej.

2.  Typowe  sformułowania  problemów  optymalnego  kształ towania  w  warunkach  pełzania

Spoś ród  czterech  podstawowych  elementów  optymalnego  kształ towania  konstrukcji
dwa  zazwyczaj  nie  róż nią   się   od  ogólnie  stosowanych  w  zagadnieniach  sprę ż ystych  lub
plastycznych.  Jest  to  funkcja  celu,  za  którą   przyjmuje  się   z  reguły  obję tość  konstrukcji
(choć może to również być  funkcja  (1) lub podobne), oraz zmienne decyzyjne  okreś lają ce
jej  wymiary  i  kształ t. Natomiast równania  stanu ulegają   zastą pieniu  przez  dość róż no-
rodne  równania  konstytutywne  pełzania,  wykazują ce  czę sto  silną   nieliniowoś ć,  a  zasad-
nicze róż nice wystę pują   w  sformułowaniu  warunków  ograniczają cych,  gdzie  istotną   rolę
odgrywa  czynnik  czasu.  Dla celów  klasyfikacyjnych  (a  czasem  i ze wzglę dów rachunko-
wych)  dogodniej  jest  rozpatrywać  odwrotne  sformułowanie  problemów  optymalizacyj-
nych  (zwane też wzajemnym  lub dualnym) i dyskutować róż norodne kryteria  optymalizacji
pod założ eniem stałej obję toś ci. Kryteria takie podzielimy na zależ ne i niezależ ne od czasu.

2.1. Kryteria optymalizacji  zależ ne od czasu.  W  pierwszym  rzę dzie  wymienimy  tu  kryteria
sztywnoś ci  konstrukcji.  Sztywność  —•   choć jest  to poję cie  o zrozumiałym sensie  i wyraź-
nym  znaczeniu  technicznym —  nie jest  pojmowana  jednoznacznie  i musi  być  wyraż ona
przy  pomocy  pewnych,  dość  zresztą   róż norodnych  kryteriów.  Kryteria  takie  moż na
sformułować  na  drodze  nastę pują cego  rozumowania.  Konstrukcja  idealnie  sztywna,
stosownie  podparta, wykazuje  zerowe przemieszczenia,  a w konsekwencji  również  zerowe
prę dkoś ci  przemieszczeń,  odkształcenia, prę dkoś ci  odkształceń, pracę  i moc sił  zewnę trz-
nych, moc rozpraszaną   itp. Minimalizacja dowolnej z tych wielkoś ci może stanowić pewne
kryterium  sztywnoś ci  (a  raczej  podatnoś ci) dla konstrukcji  odkształcalnej. W  warunkach
pełzania  dogodna  jest  tu  nioc  obcią ż eń  zewnę trznych:  jest  to  skalar,  charakteryzują cy
sztywność  w  sposób  globalny.  Skalar  ten na  ogół  zależy  od  czasu,  a przy  stałych obcią-
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ż eniach  i peł zaniu fizycznie  i geometrycznie ustalonym —  nie zależy  od  czasu  (ten ostatni
przypadek  rozpatrywał   W.  Prager  [57]).

Sformuł owanie  kryterium  sztywnoś ci  wykorzystują cego  pozostałe wyż ej  wymienione
wielkoś ci  fizyczne  natrafia  z  reguły  na  wię ksze  trudnoś ci.  Przemieszczenia  i  prfflkoś ci
przemieszczeń tworzą   pola wektorowe,  natomiast odkształ cenia i prę dkoś ci  odkształ ceń  —
pola  tensorowe.  Minimalizacja  wymaga  tu  wprowadzenia  pewnych  norm,  i  to  norm
w  podwójnym  sensie,  np.  jako  normy  wektora,  a  nastę pnie  normy  funkcji  zmiennych
przestrzennych.  Jako  normę   wektora  przyjmuje  się   zazwyczaj  bą dź  jego  dł ugoś ć,  bą dź
wartość  bezwzglę dną   najwię kszej  skł adowej;  ta  ostatn ia  norma  nie  jestn iezmiennicza
wzglę dem  obrotu,  ale  jest  czę sto  dogodna  w  zastosowaniach  (rozpatrujemy  n p.  ugię cie
belki,  pł yty  lub  powł oki, pomijając  pozostałe skł adowe wektora  przemieszczenia). N orma
funkcji  zmiennych przestrzennych  bywa  czę sto  przyjmowana  w  formie  Czebyszewa,  jako
kres  górny  wartoś ci  bezwzglę dnej  funkcji  (np.  najwię ksze  ugię cie).  Stosowane  przez
N iemirowskiego  [52] i niektórych  innych autorów  „przemieszczenie w  okreś lonym  punkcie
ciał a" jest równoważ ne powyż szej normie tylko wtedy, gdy  brak wą tpliwoś ci,  że przemiesz-
czenie  w  tym  punkcie  jest  istotnie  najwię ksze.  Kryterium  sztywnoś ci  może  być  również
zwią zane  z uogólnionymi  odkształ ceniami lub  prę dkoś ciami odkształ ceń (np. z  prę dkoś cią
krzywizny  osi  belki).

Inne  kryteria  zależ ne  od  czasu  mogą   być  zwią zane  z  relaksacją   naprę ż eń,  bą dź  przy
zadanych  siłach  począ tkowych,  bą dź  też  przy  zadanych  przemieszczeniach.  W  obu  tych
przypadkach  moż liwe  są   róż ne  sformuł owania,  np.  dotyczą ce  minimalizacji  prę dkoś ci
zmniejszania  się   reakcji  lub  naprę ż eń,  maksymalizacji  samych  reakcji  lub  naprę ż eń  itp.
W  zależ noś ci  od  problemu  kryteria  te  mogą   prowadzić  do  identycznych  lub  do  róż nych
kształ tów  optymalnych.

2.2. Przypadki  szczególne  kryteriów  zależ nych od czasu. Rozważ my  przypadek,  gdy  kryterium
jest  okreś lone  pewną   funkcją   skalarną   u, natomiast  kształt może  być  wyznaczony  pewną
skoń czoną   liczbą   parametrów  Ą ;  moż emy  wtedy  napisać  u  =   u(x,y,  z;  st;  t).  Moż na
wtedy  wyodrę bnić  trzy  nastę pują ce  przypadki  szczególne.

Jeż eli  u  moż na  zapisać  w  postaci

u  =   y[<pi(x, y,  z\  st)  •  <p2(t)],   (3)

gdzie  y>  jest  monotoniczną   funkcją   swojego  argumentu  <Pi(p2, to  wystarczy  optymali-
zować  funkcję   <ps. Optymalny  kształt jest wtedy  niezależ ny  od  czasu.

Jeż eli, u  moż na  zapisać  w  postaci

u  =  ip[fi.(x,yaz)- c)2(si;  t%  (4)

gdzie  y>  jest  monotoniczną   funkcją   swojego  argumentu  <pi(p2, to  wówczas  optymalny
kształt jest  niezależ ny  od normy  funkcji  9^,  natomiast jest  zależ ny  od  czasu.  Praktycznie
przeprowadza  się   wtedy  optymalizację   dla  zadanego  czasu  pracy  konstrukcji  ?*.

Jeż eli  wreszcie  zachodzi

u  =   y>[(pi(x, y,  z) •   (p2(st)  •  <p3(t)],   (5)

to  optymalny kształt nie zależy  ani od czasu, ani od przyję tej  normy funkcji  cp^.
2.3. Kryteria  optymalizacji  niezależ ne od czasu. Do  grupy  kryteriów  niezależ nych  od  czasu

zaliczymy  kryteria  zwią zane  ze  zniszczeniem  przy  peł zaniu, z  wyboczeniem  peł zają cym,
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czę stoś cią   drgań,  oraz  wię kszość  kryteriów  formułowanych  dla  konstrukcji  Iepkoplas-
tycznych.  Najprostsze  hipotezy  zniszczenia  przy  pełzaniu —  to  hipoteza uszkodzeń pro-
wadzą cych  do  kruchego  pę kania  (Ł. M.  Kaczanowa)  oraz  hipotezy  zniszczenia  cią gli-
wego JEJencky'ego- Hoffa.  Ta ostatnia wymaga analizy odkształceń skoń czonych i dotychczas
do optymalnego kształ towania nie była jeszcze stosowana, natomiast hipoteza Kaczanowa
okazała  się   efektywna  w  wielu  przypadkach.  Nieco  odmienne podejś cie  Ju.  W. Niemi-
rowskiego  [53]  wią że  zniszczenie  przy  pełzaniu  z  jednostkową   pracą   odkształcenia;
wyniki  obu  tych  podejść  są   czę sto  identyczne. W  najprostszych  przypadkach  (statyczna
wyznaczalnoś ć,  nieistotne zmiany geometrii  ciała) powyż sze kryteria prowadzą   do kształ-
tów  równomiernej  wytrzymałoś ci  przy  pełzaniu; Niemirowskij  wykazał   kilka  ogólnych
twierdzeń  dotyczą cych  konstrukcji  tego  typu.  Ogólne  podejś cie  wykorzystują ce  metodę
elementów,  skoń czonych  zostało  zaproponowane  w  pracy  A. A. Czirasa  i  W. M.  Dul-
mana  [13].

Teorie  wyboczenia  pełzają cego  wprowadzają   zazwyczaj  poję cie  czasu  krytycznego
i maksymalizacja  tego  czasu  stanowi  czę §to waż ne kryterium  optymalnego kształ towania.
Poję cia  czasu  krytycznego  bywają   przy  tym  wprowadzane  w  sposób  bardzo, róż norodny,
np.  jako  czasu  utraty  statecznoś ci  prę ta  prostego  (Shanley,  Gerard, Rabotnow- Szestie-
rikow)  lub  czasu  nieograniczonego  wzrostu  ugięć prę ta  o krzywiź nie pierwotnej  (Kemp-
ner- Hoff).

Przy  optymalizacji  konstrukcji  lepkoplastycznych  jako  typowe  kryteria  wymienimy:
maksymalizację   noś noś ci  pod  działaniem  obcią ż eń  dynamicznych;  minimalizację   prze-
mieszczeń  resztkowych  po  impulsie  obcią ż enia;  maksymalizację   obcią ż enia  krytycznego
itp.

3.  Problem zależ noś ci  optymalnych  kształ tów  od równań
konstytutywnych pełzania

Przy  optymalnym  kształ towaniu  konstrukcji  sprę ż ystych  lub  idealnie  plastycznych
rzadko  rozważa  się   problem  zależ noś ci  optymalnych  kształ tów  od  przyję tych  równań
konstytutywnych  (z wyją tkiem  wpływu  anizotropii na  kształ t). W  przypadku  konstrukcji
naraż onych  na pełzanie problem  ten staje.się   istotny,  tym  bardziej,  że  równania  konsty-
tutywne  wykazują   tu  dużą   róż norodnoś ć.  Moż na  się   spodziewać,  iż  na  ogół   kształ ty
optymalne  zależą   od przyję tych  równań. Jednakże A.  Gajewski  [20, 23], który poś wię cił
temu zagadnieniu wiele uwagi, wyodrę bnił  dość liczne przypadki kształ towania wykazują ce
bą dź  niezależ ność  od  równań  konstytutywnych,  bą dź  też  zależ ność  nieistotną   (poprzez
stałą   wystę pują cą   jako  mnoż nik). Należą   tu np. jednorodne belki  statyczne  wyznaczalne
(lecz bez udziału siły podłuż nej), jednorodne płyty kołowe przy kryterium minimum mocy
obcią ż eń  zewnę trznych,  jednorodne  wirują ce  tarcze  kołowe  przy  warunku  wyrównania
intensywnoś ci  naprę ż eń  i  wiele  innych  przypadków.  Podobne problemy  badał   również
A. A.  Ziewin  [81], ograniczając  się   jednak  do pełzania liniowego.

4.  Prę ty  i  belki

Obecnie  przejdziemy  do  omówienia  uzyskanych  wyników  w  zakresie  optymalnego
kształ towania  typowych-  elementów  konstrukcyjnych  w  warunkach pełzania.
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i  N .  Olhoff  [37]  rozważ ali  optymalizację   belek  drgają cych,  wykonanych  z  materiału
liniowo  lepkosprę ż ystego,  pod  ką tem  moż liwie  szybkiego  zanikania  drgań.

Stosunkowo  mało  uwagi  poś wię cono  dotychczas  doborowi  optymalnego  kształ tu
przekroju  belek  zginanych  w  warunkach  pełzania. Jedynie  w  pracy  M.  Ż yczkowskiego
[84]  okreś lono  optymalny  cienkoś cienny  zamknię ty  profil  przekroju  belki  z  warunku
minimum  pola  powierzchni  przy  ustalonej  prę dkoś ci  krzywizny  osi  belki.

5.  Słupy, prę ty  naraż one na wybaczenie  pełzają ce

Wyboczenie  pełzają ce  prę tów  niepryzmatycznych  było  przedmiotem  kilku  prac
M .  Ż yczkowskiego  [82,  83], jednak  zagadnienie  optymalnego  kształ tu zostało sformuło-
wane  i  rozwią zane  dopiero  w  pracy  M.  Ż yczkowskiego  i R. Wojdanowskiej- Zają c,  refe-
rowanej  na  sympozjum  IUTAM  w  Goteborgu w r.  1970  [90]. Poszukiwano  w  niej  jed-
nostronnie  utwierdzonego  lub  dwuprzegubowego  prę ta  o  minimalnej  obję toś ci  przy
zadanej  sile  osiowej  i  czasie  krytycznym  w  nawią zaniu  do  teorii  Rabotnowa- Szestieri-
kowa. Prawo  fizyczne  opisuje  przy  tym pełzanie nieliniowe ze wzmocnieniem zależ nym od
odkształcenia. Odpowiednie  rozwią zanie  dla prę ta dwustronnie utwierdzonego, z uwzglę d-
nieniem optymalizacji  bimodalnej, podali J. Błachut i M. Ż yczkowski  [7] stosując  zasadę
maksimum  Pontriagina.

W  przypadku  słupów  wykazują cych  imperfekcje  (krzywizna  pierwotna,  mimoś ród
obcią ż enia)  problemy  optymalizacji  muszą   być  sformułowane  odmiennie.  Wprawdzie
i w  tym przypadku  przy  pełzaniu nieliniowym  moż liwe jest wprowadzenie  czasu  krytycz-
nego  (Kempnera- Hoffa), to jednak  ograniczenia  optymalizacji  mają   zazwyczaj  charakter
sztywnoś ciowy  lub  wytrzymałoś ciowy.  N.  Distefano  [16]  przeprowadzał   optymalizację
parametryczną   słupów  o danym ugię ciu  w pewnym  okreś lonym  czasie. R.  Wojdanowska
[77] dla prawa  pełzania Maxwella  oraz R. Wojdanowska  i M. Ż yczkowski  [79] dla  ogól-
nego  prawa  liniowego  uwzglę dniają cego  starzenie  materiału  wykazali,  iż  optymalne
kształ ty uzyskane  dla zakresu  sprę ż ystego  zapewniają   również minimalną  prę dkość  wybo-
czenia pełzają cego  (dla pewnych  szczególnych  pierwotnych  linii ugię cia), są   wię c  również
w pewnym stopniu optymalne w zakresie pełzania. W. Ś wisterski, A. Wróblewski  i M. Ż ycz-
kowski  [70]  przeprowadzili  optymalizację   kształ tu  jednostronnie  utwierdzonego  słupa
mimoś rodowo  obcią ż onego  w  zakresie  duż ych  ugię ć:  warunek  ograniczają cy  zwią zano
z  tworzeniem się  pierwszych  pę knięć w sensie hipotezy Kaczanowa. Słup optymalny róż ni
się   tu  od  słupa  równomiernej  wytrzymałoś ci.

D o  omawianego  działu zaliczymy  również  prace N. Ch. Arutiuniana  i A. A.  Ziewina
[5,  6] poś wię cone  optymalizacji  słupów  o wysokoś ci  narastają cej  np. w wyniku  procesu
technologicznego.  Autorzy  okreś lają   kształt  słupa,  który  przy  stałej  obję toś ci  minima-
lizuje  przyrost  przemieszczeniu  swobodnego  koń ca  do  chwili  tt  po  przyłoż eniu  obcią-
ż enia;  uwzglę dniono  wpływ  cię ż aru  własnego  a  pełzanie materiału opisane jest  równa-
niem  liniowym  ujmują cym  starzenie.  Optymalizacji  słupów  zbrojonych  poś wię cone  są
prace L. W, Genkina i W. B. Kołmanowskiego  [25], W. B. Kołmanowskiego i W. W. Miet-
łowa  [33]  (ta ostatnia w  uję ciu procesów  losowych).  Wiele uwagi zagadnieniom tego  typu
poś wię ca  monografia  N . Ch. Arutiuniana  i  W. B.  Kołmanowskiego  [4].
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6.  Ustroje  prę towe

Optymalnemu kształ towaniu ustrojów  prę towych  w zakresie  sprę ż ystym  oraz  plastycz-
nym  poś wię cono  w  literaturze  wiele  uwagi,  z  uwzglę dnieniem  moż liwoś ci  utraty  sta-
tecznoś ci  elementów ś ciskanych  lub bez. W przeciwień stwie  do  tego, w  zakresie  pełzania
problemy te są  prawie nietknię te, a w każ dym razie brak teorii o szerszym zasię gu. G. A. He-
gemier  i  W.  Prager  [32] wykazali,  że  ustroje  kratowe  typu  Michella  są   konstrukcjami
optymalnymi  również  w  zakresie  ustalonego  pełzania;  warunki  ograniczają ce  zwią zano
przy  tym  z  podatnoś cią   wyraż oną   mocą   obcią ż eń  zewnę trznych,  natomiast  ewentualnej
utraty  statecznoś ci  elementów  ś ciskanych  nie  uwzglę dniono.  Stateczność  uwzglę dniono-
natomiast  w  pracach  R.  Wojdanowskiej  i  M.  Ż yczkowskiego  [76,  78],  poś wię conym
doborowi  optymalnych  konfiguracji  prostych  dwu-   i  trójprę towych  ustrojów  kratowych.
W pracy  [78] wią zano  stateczność z teorią   Kempnera- Hoffa  dla prę tów z  imperfekcjami,.
podczas  gdy  w  .pracy  [76]  zastosowano  teorię   Rabotnowa- Szestierikowa  dla  prę tów
idealnych; w  obu  pracach warunki  ograniczają ce  dla  prę tów  rozcią ganych  formułowano
w nawią zaniu  do hipotezy  kruchego  pę kania  zaproponowanej  przez  Kaczanowa.

Praca  R.  Wojdanowskiej  i  M.  Ż yczkowskiego  [80]  poś wię cona  jest  optymalnemu
przeniesieniu  siły  skupionej  na  sztywny  kontur  oporowy.  Konstrukcją   optymalną
jest  tu z reguły kratownica  dwuprę towa.  W pracy  wykorzystano  metodę  konturów  całko-
witej  niejednoznacznoś ci,  zaproponowaną   przez  M.  Markiewicza  i  M.  Ż yczkowskiego
[44, 45] dla konstrukcji  sprę ż ystych  i sprę ż ystoplastycznych; w przypadku pełzania kontury
takie  zależą   od założ onego czasu pracy  konstrukcji.  D la prę tów  ś ciskanych  zastosowano
teorię   Rabotnowa- Szestierikowa,  dla  rozcią ganych  —  Kaczanowa.

Optymalnemu  kształ towaniu  konstrukcji  ramowych  w  warunkach  pełzania  poś wię-
cają   nieco uwagi  Ju. B. Goldsztejn  i M. A.  Sołomieszcz  [26, 27], jednakże  autorzy  podali
jedynie  wytyczne  projektowania  przy  warunku  sztywnoś ci  bez ż adnego przykładii.

Do  omawianego  działu  zaliczymy  również  prace W.  Nachbara  i  J. B.  Schipmoldera
[50] oraz A.  Trojnackiego  i M. Ż yczkowskiego  [73], poś wię cone  optymalnemu doborowi
Teologicznych  własnoś ci  samochodowych  pasów  bezpieczeń stwa;  pasy  takie  po napię ciu
traktowano jako  konstrukcje  kratowe.  Problem  optymalizacji  polegał  na  doborze  takich
własnoś ci Teologicznych, które zapewnią   maksimum prę dkoś ci pojazdu  przy  ograniczeniu
przemieszczenia  osoby  chronionej i siły oddziaływują cej  w chwili  zderzenia; w  pracy  [73]
uwzglę dniono  dodatkowo  efekty  plastycznego  zgniotu  nadwozia  przy  zderzeniu.

7.  Tarcze  i  płyty

Kilk a  prac  poś wię cono  optymalnemu  kształ towaniu  tarcz  w  warunkach  pełzania.
Obok wspomnianych już prac A. G. Kostiuka  [34] (tarcze wirują ce  równomiernej wytrzy-
małoś ci) i W. Pragera  [57]  (tarcze w spoczynku  optymalizowane przy  warunku minimum
mocy obcią ż eń  zewnę trznych) wymienimy  tu prace A.  Gajewskiego  [20], O. Gunneskova
[28]  i  Ja.  Lellepa  [39].  Gajewski  rozważ ał  zależ ność  optymalnych  kształ tów  tarcz  wiru-
ją cych,  obcią ż onych  ciś nieniem  zewnę trznym,  od  prawa  pełzania  przy  róż nych  warun-
kach ograniczają cych;  stwierdził  on, że przy warunku wytrzymałoś ciowym  i przy  warunku
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ograniczonej  mocy uzupełniają cej  kształ ty optymalne nie zależą   od prawa  pełzania, nato-
miast  przy  ograniczeniu  przemieszczenia  brzegu  tarczy  —  zależ ą.  Gunneskov  stosował
metodę   małego  parametru  do  optymalizacji  tarcz  wirują cych  obcią ż onych  ciś nieniem
zewnę trznym  przy  warunku  stałej prę dkoś ci przemieszczenia promieniowego  na obwodzie
tarczy.  Lellep  uogólnił   rozwią zanie  Pragera  dla  tarcz  pierś cieniowych  na  przypadek
materiałów  o  odmiennych  własnoś ciach  po  stronie  rozcią gania  i  ś ciskania.

Dotychczasowe osią gnię cia  w dziedzinie optymalnego kształ towania płyt w warunkach
pełzania  dotyczą   głównie  płyt  kołowych  i  pierś cieniowych  przy  obcią ż eniach  kołowo-
symetrycznych.  Warunki  ograniczają ce  zwią zane  są   przede  wszystkim  z  wytrzymałoś cią
i  ze  sztywnoś cią.  Pierwsze  rozwią zania  dla  płyt  kołowych  równomiernej  wytrzymałoś ci
pod działaniem równomiernego obcią ż enia cią głego podali niemal jednocześ nie Ju. W. Nie-
mirowskij  i  B. S.  Reznikow  [54] oraz  I. G. Tieregułow  [72]. Ogólniejsze  podejś cie  należy
do  A. A.  Czirasa  i W. M.  Dulmana  [13,  18], którzy  za  kryterium  utraty  wytrzymałoś ci
przyję li jednostkową   energię   rozproszoną   do chwili przejś cia  pełzania ustalonego w pełza-
nie nieustalone trzeciego  okresu. Prace te nawią zują   do metody elementów skoń czonych.

Optymalizację   płyt  przy  warunkach  sztywnoś ci  rozpoczę li  również  Ju.  W.  Niemi-
rowskij  i  B. S.  Reznikow  [55]. Warunek  ograniczają cy  wią zali  oni z  osią gnię ciem  przez
przemieszczenie  w  ustalonym  punkcie płyty pewnej  zadanej  wartoś ci;  w  przypadku  płyt
kołowych  punkt  ten przyjmowano  w ś rodku  płyty, co z reguły jest w  pełni uzasadnione.
Wiele  uwagi  optymalnemu  kształ towaniu  płyt  kołowych  poś wię cił   A.  Gajewski  [20],
który  formułował  warunek  sztywnoś ci  poprzez energię   potencjalną,  energię   dopełniają cą
i  ugię cie w  ś rodku  pł yty; w dwóch pierwszych  przypadkach  optymalny kształt nie zależy
od  przyję tego  prawa  fizycznego,  w  trzecim  —  zależ y.  G. E.  Faktorowicz  [19]  stosował
zasadę   maksimum  Pontriagina do  optymalizacji  płyt  przy  ograniczeniu  sztywnoś ciowym
zwią zanym  z prę dkoś cią   ugię cia w ś rodku płyty. Ju. M. Pocztman [56] okreś lał  optymalne
kształ ty  płyt  metodą   programowania  dynamicznego  przy  warunkach  wytrzymałoś ci
i  sztywnoś ci.

Problemy optymalizacji  płyt przy obcią ż eniach dynamicznych rozpatrywał  Ju. R. Lepik
[41,  43].  Okreś lał   on  optymalne  kształ ty  sandwiczowych  płyt  pierś cieniowych  o  utwier-
dzonym  brzegu  wewnę trznym,  poddanych  impulsowi  obcią ż enia  o  danej  energii  kine-
tycznej, przy ustalonej wartoś ci własnej układu, charakteryzują cej  przebieg ruchu. W pracy
[43]  podano  ogólniejszy  algorytm,  uwzglę dniają cy  dodatkowo  moż liwość  ograniczenia
maksymalnej  gruboś ci  warstw  noś nych  płyty.

8.  Powłoki,  cylindry,  rurocią gi

Optymalne  kształ towanie  powłok  w  warunkach  pełzania  jest  dziedziną   najmniej
rozwinię tą:  ogólniejszych  teorii w  tym zakresie  dotychczas brak.  Tym  niemniej,  podano
kilka  rozwią zań  szczegółowych,  które  stanowią   dogodny  wstęp  do  dalszego  rozwijania
tematyki.

Wzmiankę  o powłokach równomiernej wytrzymałoś ci w stanie błonowo- gię tnym moż na
znaleźć w pracy  I . G. Tieregułowa  [72]; proponuje on — bez specjalnego  uzasadnienia  —
wyrównanie  intensywnoś ci naprę ż eń uś rednionej po gruboś ci powłoki. Przeciwnie, w stanie
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błonowym  powłok  obrotowo- symetrycznych  rozkład  naprę ż eń  jest  wewnę trznie  sta-
tycznie  wyznaczalny  i  równomierny  po  gruboś ci,  tak,  że  powłoki  optymalne w  zakresie
sprę ż ystym  są   równocześ nie optymalne przy  pełzaniu  (o  ile  zniszczenie  może  być  okreś-
lone tą  samą  hipotezą  wytę ż eniową ). Z nowszych prac wykorzystują cych  hipotezę  Hubera-
Misesa- Hencky'ego  wymienimy  tu  J.  Kruż eleckiego  [35],  który  nawią zuje  również  do
hipotezy  kruchego  zniszczenia  przy  pełzaniu  w  uję ciu  Kaczanowa- Leckiego- Hayhursta.

Optymalnemu  kształ towaniu  przekroju  rurocią gów  pod  działaniem  ciś nienia,  zgi-
nania  i  rozcią gania  przy  ograniczeniu  wytrzymałoś ciowym  w  nawią zaniu  do  hipotezy
kruchego zniszczenia przy pełzaniu typu Kaczanowa poś wię conych jest kilka prac M. Rysza
i  M. Ż yczkowskiego;  przyję to  prawo  fizyczne  nieliniowego  ustalonego  pełzania  Nortona-
Odqvista.  W  pracy  [87] autorzy  kształ tują   cienkoś cienny  przekrój  rurocią gu  o  zmiennej
gruboś ci  ś cianki  w nawią zaniu  do hipotezy Kaczanowa- Galileusza; linię  ś rodkową   profilu
wyznaczono  z warunku  eliminacji  stanów  gię tnych  (profil  kolisty),  grubość  ś cianki  z  wa-
runku  równomiernej  wytrzymałoś ci, natomiast promień  podlegał  optymalizacji  paramet-
rycznej. Praca  [88] uogólnia  to rozwią zanie  na przypadek  dodatkowego  skrę cania  i hipo-
tezy  Kaczanowa- Sdobyriewa.  Skrę canie z jednej  strony  komplikuje  problem, z drugiej  go
jednak  upraszcza,  gdyż algebraicznie  najwię ksze  naprę ż enie główne jest  okreś lone  wtedy
jednolitym wzorem i podział  przekroju na strefy przestaje  być potrzebny. M. Rysz w pracy
[63] okreś la  optymalny  cienkoś cienny  przekrój  kołowy  o  stałej gruboś ci  ś cianki  wzmoc-
niony  ż ebrami  podłuż nymi przenoszą cymi  wię kszą   czę ść  momentu zginają cego;  kształt
taki jest  znacznie  łatwiejszy  do  wykonania  od  kształ tu  o zmiennej  gruboś ci.  Praca  [64]
uogólnia  te  rozważ ania  na przypadek  dodatkowego  skrę cania. Prace  [61, 62, 65]  poś wię-
cone  są   optymalnym  cylindrom  gruboś ciennym:  w  [61, 62]  okreś lano  zmienną   grubość
ś cianki  metodą   małego  parametru,  natomiast  w  [65]  dobierano  optymalne  wymiary
cylindrów o stałej gruboś ci ś cianki. N. Ch. Arutiunian i A. A. Ziewin  [5] rozważ ali problem
optymalnego  owijania  cylindrów  wykazują cych  własnoś ci  reologiczne  taś mą   sprę ż ystą
o  wysokiej  wytrzymałoś ci.

Optymalizacji  parametrycznej  powłok  wykonanych  z  kompozytów  z  wypełniaczem
0 własnoś ciach Teologicznych poś wię cone są  prace G. A. Tetersa, R. B. Rikardsa i W. L. Na-
rusberga  [71, 51, 60]. Analizowane  były powłoki  ś ciskane  osiowo,  materiał  wypełniacza
był   opisany  równaniami  liniowego  pełzania,  a  warunki  ograniczają ce  zwią zane  były
z  natychmiastową   utratą   statecznoś ci  i  z ograniczeniem  ugięć w  trakcie peł zania.

Zaliczymy  tu  również  pewne  specyficzne  zagadnienie  optymalizacji,  które  rozważ ali
A. E.  Dubberley,  D. P. Johnson, J. R. Punches i  R. J.  McCandless  [17]:  optymalizowali
oni  sześ cioką tną   rurę ,  stanowią cą   element  reaktora,  pod  działaniem pola  temperatury
1  strumienia  neutronów,  wpływają cych  bezpoś rednio  na  charakterystyki  pełzania  ma-
teriału.

9.  Problemy  optymalizacji  zwią zane  z  relaksacją   naprę ż eń

Naprę ż enia  resztkowe,  pozostają ce  w  konstrukcji  po  zdję ciu  obcią ż eń,  mogą   wywo-
ływać  w  tej  konstrukcji  bą dź  efekty  korzystne  (np. w  przypadku  konstrukcji  sprę ż o-
nych),  bą dź  też  niekorzystne  (gdy  rozpatrujemy  korozję   naprę ż eniową,  wpływ  na  póź-
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niejszą   utratę   statecznoś ci,  zmę czenie  itp.).  Ponieważ  relaksacja  —  jako  typowy  proces
Teologiczny  — powoduje  czę ś ciowe  lub całkowite zanikanie tych  naprę ż eń, wię c odnoś ne
problemy  optymalizacji  mogą   bą dź  zmierzać  do  minimalizacji  efektów  relaksacji,  bą dź
też  do  ich  maksymalizacji.

Problemy minimalizacji efektów  relaksacji  sformułował  i badań w pracy  [84] M. Ż ycz-
kowski.  D la  przykładu  okreś lono  optymalne  parametry  kształ tu  prostego  statycznie
niewyznaczalnego  ustroju  prę towego,  powodują ce  zachowanie  moż liwie  najwię kszych
reakcji  bą dź  przy  danych  wartoś ciach  począ tkowych  tych  reakcji,  bą dź  też  przy  danym
przemieszczeniu  począ tkowym.  Rozpatrywano  konstrukcje  jednorodne  i  niejednorodne;
zwłaszcza  w  tych  ostatnich  wynik  zależ ał   w  sposób  istotny  od  sformułowania  zagad-
nienia.

Całkowicie odmiennie sformułowane problemy rozważ ali  O. N. Szablij  i W. I. Zareckij.
W pracy  [67] okreś lili  oni dla powłoki walcowej,  a w pracy  [68] dla tarczy  pierś cieniowej
takie przebiegi  nagrzewania  indukcyjnego,  które w ciałach liniowo  termolepkosprę ż ystych
spowodują   w wyniku  relaksacji  moż liwie  małe naprę ż enia resztkowe.

Problemy  optymalizacji  zwią zane  z  relaksacją   naprę ż eń  —  typowe  dla  oś rodków
Teologicznych  —  są   wię c jeszcze  bardzo  słabo  zbadane  zarówno  pod  wzglę dem  filozo-
ficznym  (sformułowanie  właś ciwych  celów  działania), jak  i  odnoś nie ogólnych  twierdzeń
i  metod  obliczeniowych.

10.  Problemy  optymalnego  kształ towania  konstrukcji  lepkoplastycznych

Kształ towanie  konstrukcji  lepkoplastycznych  wyodrę bnimy  z  uwagi  na  pewne  spe-
cyficzne  cechy  i  dla  podkreś lenia  stopnia  trudnoś ci.  Lepkoplastyczność  —•   stanowią ca
najbardziej  adekwatny  opis  własnoś ci  licznych  materiałów, zwłaszcza  przy  obcią ż eniach
dynamicznych  —  ł ą czy  trudnoś ci  teorii  plastycznoś ci  i  klasycznej  reologii:  efektywny
czynnik  czasu,  a  jednocześ nie  konieczność  rozróż nienia  procesów  plastycznie  czynnych
i  plastycznie  biernych, cow  lepkoplastycznoś ci  nie zawsze jest okreś lone jednoznacznymi
i  doś wiadczalnie  sprawdzonymi  kryteriami.  Takie  problemy  jak  stateczność  konstrukcji
lepkoplastycznyeh  czy  naraż enie  ich  na  róż ne  formy  lokalnego  zniszczenia  są   znacznie
mniej  zbadane, niż w  teorii plastycznoś ci  i  teorii  lepkosprę ż ystoś ci,  co utrudnia właś ciwe
sformułowanie  warunków  ograniczają cych  przy  kształ towaniu.

Szczególnie  wiele  uwagi  optymalnemu  kształ towaniu  konstrukcji  lepkoplastycznych,
zarówno przy  obcią ż eniach quasi- statycznych, jak  i dynamicznych, poś wię cił  E.  Cegielski.
Ograniczenia  optymalizacji  zostały  przy  tym  podzielone  na  ograniczenia  o  charakterze
globalnym  i  lokalnym.  Do pierwszej  grupy  zaliczono mię dzy  innymi energię   dysypowaną
w trakcie procesu  i normę  przemieszczeń  resztkowych  (np. najwię ksze ugię cie  resztkowe).
Lokalne  ograniczenia  były  nakładane  na jednostkową   energię   dysypowaną,  maksymalne
(w  czasie)  naprę ż enie  zredukowane  w  poszczególnych  punktach  ciała,  najwię kszy  lub
najmniejszy  wymiar  przekroju  itp.  Ograniczeń  zwią zanych  ze  statecznoś cią   konstrukcji
nie  stawiano.

Obcią ż enia  quasi- statyczne  rozważ ano  w  pracy  [10],  badają cej  dla  przykładu  opty-
malne  kształ ty  belki  wspornikowej.  Zbadano  zależ ność  kształ tów  od  praw  fizycznych,
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od rozkładu obcią ż eń w przestrzeni i w czasie, oraz od przyję tej  formy  ograniczeń. Pozostałe
prace poś wię cono  obcią ż eniom  dynamicznym: kształ tom optymalnym prę tów  uderzanych
osiowo  [11],  kształ towaniu  belek  przy  udarze  poprzecznym  [86],  kształ towaniu  powłok
walcowych  przy  dynamicznych  obcią ż eniach  złoż onych  [12]  (te  trzy  prace  zostały  opu-
blikowane  wspólnie  z  M. Ż yczkowskim)  oraz kształ towaniu  belek  przy  róż nych  formach
impulsu  [9].

Pomimo róż norodnoś ci  omówionej  powyż ej  tematyki  moż na stwierdzić,  że  optymalne
kształ towanie  konstrukcji  lepkoplastycznych  przedstawia  jeszcze  pole  niemal  całkowicie
otwarte.

11.  Inne  zagadnienia  optymalizacji  przy  pełzaniu

Niezależ nie  od  problemów  optymalnego  kształ towania  konstrukcji,  własnoś ci  reolo-
giczne materiałów stwarzają   moż liwoś ci  sformułowania  zagadnień  optymalizacji  procesów
w ustalonym punkcie ciała, nawet w przypadku jednoosiowego  stanu naprę ż enia. Problem
optymalnej ś cież ki  e =   e(t),  zapewniają cej  minimalną  pracę  odkształcenia przy  osią gnię ciu
danego odkształcenia koń cowego  w zadanym  czasie  T, sformułował   S.  Breuer  [8]; podał
on rozwią zanie  dla pewnych  szczególnych  przypadków  liniowej  lepkosprę ż ystoś ci.  Ogólny
przypadek  liniowych  praw  fizycznych  rozpatrywali  G.  Leitmann  [36],  M. E.  Gurtin,
R. C.  MacCamy  i  L. F.  Murphy  [29];  w  tej  ostatniej  pracy  autorzy  stwierdzili,  że  bez
dodatkowych  ograniczeń  przyję tych  przez  Leitmanna  ś cież ka  optymalna  wykazuje  nie-
cią głoś ci w punktach t  = 0 i  t =  T. Dalsze rezultaty w tym kierunku uzyskali M . A.  Day
[15]  (oszacowanie  minimalnej  pracy  odkształcenia)  i  S. J.  Spector  [66]  (dowód  monoto-
nicznoś ci  ś cież ki).  Optymalne sterowanie  procesu  temperaturą   rozpatrywali  M. E. Gurtin
i  L. F.  Murphy  [30,  31]  oraz  Y.  Weitsman  i  D.  Ford  [74,  75]  (optymalne  chłodzenie
zapewniają ce  minimalizację   naprę ż eń  resztkowych).

12.  Uwagi  koń cowe  i  wnioski

Optymalne  kształ towanie  konstrukcji  w  warunkach  pełzania  stanowi  stosunkowo
nową   gałąź  kształ towania,  technicznie  waż ną   zarówno  z  uwagi  na  pracę   konstrukcji
metalowych  w  podwyż szonych  temperaturach,  strumieniu  neutronów  itp., jak  i  na  sto-
sowanie  materiałów pełzają cych  w temperaturze pokojowej,  np. betonu i  tworzyw sztucz-
nych.

Problemy  kształ towania  w  warunkach  pełzania wyróż niają   się   nastę pują cymi  specy-
ficznymi  cechami:  *

1)  Istnienie  czynnika  czasu,  który  z  jednej  strony  prowadzi  do  projektowania  kon-
strukcji  na okreś loną   ż ywotność  a  z drugiej  powoduje  wzrost  liczby  wymiarów  zagadnie-
nia  —  np. równania  stanu  dla  elementów jednowymiarowych  stają   się   równaniami  róż-
niczkowymi  czą stkowymi  w  miejsce  zwyczajnych;

2)  Równania  stanu  cechuje  z  reguły nieliniowoś ć,  co  czę sto  uniemoż liwia  stosowanie
metod dogodnych  dla  zagadnień  liniowych;  ponadto  duża  róż norodność  równań  stanu
czę sto  rzutuje  na  wynik  optymalizacji;
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3)  Formy ograniczeń  optymalizacji  są  również bardzo róż norodne — tak na przykład
istnieje  wiele  teorii  wyboczenia  pełzają cego,  zniszczenia  przy  pełzaniu itp.

4)  Wystę pują   tu  całkowicie  nowe  typy  ograniczeń  (lub  kryteriów  optymalizacji),
np.  w  zwią zku  z  ograniczeniem  lub minimalizacją   relaksacji  naprę ż eń, z  minimalizacją
pracy  odkształcenia w  trakcie  procesu itp.

5) W przypadku  konstrukcji  lepkoplastycznych  wszystkie  te cechy  nakładają   się  na
cechy  typowe  dla plastycznoś ci,  zwią zane  przede  wszystkim  z  rozróż nieniem  procesów
plastycznie  czynnych  i  biernych.

W  ś wietle  omówionego  bogactwa  problematyki  uzyskane  w tym zakresie  wyniki  są
jeszcze  bardzo  skromne. Z drugiej  strony uwzglę dnianie  pełzania w obliczeniach  wytrzy-
małoś ciowych  bywa  coraz  czę ś ciej  stosowane  w praktyce  inż ynierskiej.  Dziedzina  opty-
malnego  kształ towania  konstrukcji  w warunkach  pełzania  może  wię c  liczyć  na  dalszy
wszechstronny  rozwój.
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Pe3K>M e

OB3OP TPyflOB  OnTHMAJIBHOrO  IIPOEKTHPOBAHMił   KOHCTPYKUHH
B

PaccMOTpeHo npo6nei«aTHKy  H xapaKTepmie  iiepTH  omnMajiBHoro  npoein- HpoBaHHH

B ycJioBnax nojrayrecTn; 3Ty Teiwy pacKpbiJiH ieTwpe paSoTbi 1967 -  8 roaoB.

2  MecI).  Teoret.  i  Stos. 3/S6
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B  RajiBHeHUieM   paccivsoTpeHo  pe3yjn>TaTbi  nojry^ieHHBie  B  o6jiacTH  irpoeKTHposaHHa

KoHCTpyKr(HOHHbtx 9neMeHT0B3 a  HiweHHo: (4) crepjKHH H 6axiKH, (5)  KOJIOH H ŁI, cTepwoni noflBepraiomecH

H 3ra6y n pa non3y^scTn,  (6) crep>KHeBbie CHCTeiwbij (7)  ^H C KH  H nnacraHKHj  (8)  O6OJKM KH,

y6onpoBOflBi3  (9)  npoSjieMbi  onTHMH3arnm  cBH3aHHbie  c  penHKcai(HeH  HanpHH<eHHH,

(10)  npoSjieMbi  onTMwaJiŁHoro  npoeKiHpoBaHHH BH3KonjiacTHiecKHX  KoHCTpyKiiniij  ( I I )  flpyrne  3a-

onTHMH3ainm  npH  no^i3y^[ecTii.  CnenHdjiH^ecKHe ^epTbi  pa3pa6aTWBaeMoił  npoSjieiwaTHKH  npw-

B  KoHe«HŁix  BbiBoflax  cjienyjowfiK  oSpasoM:  (I )  cymecTBOBainie  <J)aKTopa  BpeMeHH3  (2)  He-

ypaBHeHHft  COCTOHHHH,  (3)  paaHopoflHocTb  orpamraemiH  onTHMH3aqiiHj  (4)  HOBbie

,  H an p.  CBH3aHHbie c  pejiHKcau,iieH  HanpH>Kennń,  (5)  AoBaBoSHbie

npoeKTHpOBBHHH  BHSKOIIJiaCTH^eCKHX KOHCTpyKUHJI.

S u jn m a ry

A  SURVEY  OF  OPTIMAL  STRUCTURAL  DESIGN  I N  CREEP CONDITIONS

Typical  problems  and  features  of  optimal  design  of  structures  in  creep  conditions  are  discussed;  this
branch  of  optimal  design  was  initiated  by  four  papers  published  in  1967 -  8,  Subsequently,  the  results
obtained  in  optimization  of  individual  structural  elements  are  reviewed,  namely:  (4)  bars  and  beams,
(5)  columns,  bars  subject  to  creep  buckling,  (6)  bar  systems,  (7)  disks  and  plates,  (8)  shells,  cylinders,
pipelines,  (9)  problems  of  optimization  under  relaxation  constraints,  (10)  problems  of  optimal  design  of
viscoplastic  structures,  (11)  other  problems  of  optimization  in  creep  conditions.  Specific  features  of  the
problems  discussed  are  summarized  in  final  remarks  as  follows:  (1)  existence  of  the  factor  of  time,  (2)
nonlinearity  of equations of  state,  (3) great  variety of optimization constraints,  (4) new types of constraints,
e.g  related  to stress relaxation,  (5) additional  features  when  optimizing  viscoplastic  structures.

Praca  wpłynę ła do  Redakcji  20  listopada 1985  roku


