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1. Uwagi historyczne

Optymalne ksztaltowanie konstrukcji, a najczgsciej tylko prostych elementéw kon-
strukcyjoych pracnjacych w warunkach pelzania, nalezy do najmlodszych galeziopty-
malnego ksztaltowania, Podczas gdy optymalizacja w zakresie spreZystym, rozpoczeta
przez Galileusza, liczy ponad 300 lat, a optymalizacja konstrukcji idealnie plastycznych
zostata zapoczatkowana w latach pigcdziesigtych obecnego stulecia, to za poczatek
ksztaltowania w warunkach pelzania przyjmuje si¢ lata 1967-8. Wprawdzie juz w roku
1953 A. G. Kostiuk [34] okreslit ksztalty tarcz wirujacych réwnomiernej wytrzymatosci
w warunkach pelzania, a podobny problem omawia szczegélowo monografia Ju. N. Ra-
botnowa [58], to jednak dopiero w latach 1967-8 sformulowano w kilku pracach ogdl-
niejsze ujecie problemu.

Pierwsza z tych prac, M. 1. Rejtmana [59], formutuje problem optymalizacji konstrukcji
przy uwzglednieniu ograniczenia czasu jej Zywotnosci i cen kolejnych nakladéw inwesty-
cyjnych. Autor ogranicza si¢ w tytule pracy do konstrukcji z tworzyw sztucznych, lecz
w istocie teoria moze objaé i inne materialy podlegajace pelzaniu. Funkcja celu przyjmuje
postaé

Vv .
C=oEe . M
gdzie ¥V oznacza objeto$é konstrukcji, k = 14 E, E oznacza normowy wspolczynnik
efektywnosci nakladéw inwestycyjnych, ¢, — czas pracy konstrukcji do zniszczenia (czas
zywotnosci). Szczegdlowej analizie poddano optymalne ksztaltowanie preta rozciaganego
przy czasie f, wyznaczonym przez zadane przemieszczenie w,, belki zginanej rowniez
przy ograniczeniu przemieszczeniowym, oraz stupa poddanego wyboczeniu pelzajacemu.
W istocie byly to raczej problemy optymalnego wymiarowania, gdyZ rozwazano elementy
pryzmatyczne. '
Dalsze trzy prace pochodza z roku 1968. W. Prager [57] podal warunek optymalnosci
dla tarcz podlegajacych ustalonemu pelzaniu przy ograniczeniu sztywnosciowym, wyra-

*) Praca wykonana w ramach problemu we¢zlowego 0.5.12 - 13.1.



244 M. ZYCZKOWSKI

zonym przez moc obciazen zewngtrznych. Warunek ten ma prosta posta¢
& = const, . 2)

gdzie @ oznacza potencjal petzania; szczegétowo rozwazono tarczg pierscieniowg o brzegu
wewnetrznym obcigzonym a brzegu zewngtrznym utwierdzonym — w wyniku uzyskano
profil hiperboliczny. Réwniez Ju. W. Niemirowskij [52] potozyl nacisk na ograniczenia
sztywnosciowe, wyrazone przez przemieszczenie w okreslonym punkcie konstrukeji;
poéwiecit on takZze uwage konstrukcjom réwnomiernej wytrzymatosci w warunkach
pelzania.

Szersze ujecie zagadnien optymalnego ksztaltowania konstrukcji przy petzaniu podaje
praca M. Zyczkowskiego [84], referowana na XII Migdzynarodowym Kongresie Mechaniki
w Stanford w r. 1968, a opublikowana w r. 1971. Jej gléwne tezy zostang ujgte w p. 2.
Wybrane nowsze osiggniecia z tej dziedziny omawia krétka praca przegladowa M. Zycz-
kowskiego [85]. Wypada tu réwniez wspomunieé, Ze pokrewna praca o charakterze czg§ciowo
przegladowym H. M. Adelmana, Patricii L. Sawyer i C. P. Shore’a [1], dotyczaca opty-
malnego ksztaltowania konstrukcji pracujacych w podwyzszonych temperaturach, pomija
niemal calkowicie zagadnienia pelzania, tak, Zze obecna praca moze by¢ traktowana jako
pewien odpowiednik i uzupelnienie tamtej.

2. Typowe sformulowania probleméw optymalnego ksztaltowania w warunkach pelzania

Spoéréd czterech podstawowych elementdw optymalnego ksztattowania konstrukeji
dwa zazwyczaj nie rdéznig sie od ogdlnie stosowanych w zagadnieniach sprezystych lub
plastycznych. Jest to funkcja celu, za ktéra przyjmuje si¢ z reguly objetoéé konstrukceji
(cho¢ moze to rowniez by¢ funkcja (1) lub podobne), oraz zmienne decyzyjne okreélajace
jej wymiary i ksztalt. Natomiast réwnania stanu ulegaja zastapieniu przez do$é rézno-
rodne réwnania konstytutywne pelzania, wykazujace czgsto silna nieliniowo$é, a zasad-
nicze roznice wystepuja w sformutowaniu warunkoéw ograniczajgcych, gdzie istotna role
odgrywa czynnik czasu. Dla celow klasyfikacyjnych (a czasem i ze wzgledéw rachunko-
wych) dogodniej jest rozpatrywaé odwrotne sformufowanie problemdéw optymalizacyj-
nych (zwane tez wzajemnym lub dualnym) i dyskutowaé réznorodne kryteria optymalizacji
pod zalozeniem stalej objetosci. Kryteria takie podzielimy na zalezne i niezalezne od czasu.

2.1. Kryteria optymalizacji zalezne od czasu. W pierwszym rzedzie wymienimy tu kryteria
sztywnosci konstrukcji. Sztywno$é — choc jest to pojecie o zrozumialym sensie 1 wyraz-
nym znaczeniu technicznym — nie jest pojmowana jednoznacznie i musi byé wyrazona
przy pomocy pewnych, do$§¢ zreszta réznorodnych kryteridow. Kryteria takie mozna
sformutowa¢ na drodze nastepujacego rozumowania. Konstrukcja idealnie sztywna,
stosownie podparta, wykazuje zerowe przemieszczenia, a w konsekwencji réwniez zerowe
predkosei przemieszezen, odksztalcenia, predkosci odksztalcen, prace i moc sit zewnetrz-
nych, moc rozpraszang itp. Minimalizacja dowolnej z tych wielkosci moze stanowi¢ pewne
kryterium sztywnosci (a raczej podatnoséei) dla konstrukeji odksztalcalnej. W warunkach
pelzania dogodna jest tu moc obcigZefi zewngtrznych: jest to skalar, charakteryzujacy
sztywno$¢é w sposob globalny. Skalar ten na ogdt zalezy od czasu, a przy statych obcig-



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE KONSTRUKCJI 245

zeniach i pelzaniu fizycznie i geometrycznie ustalonym — nie zalezy od czasu (ten ostatni
przypadek rozpatrywal W. Prager [57]). .

Sformutowanie kryterium sztywnos;ci wykorzystujacego pozostale wyZej wymienione
wielkodci fizyczne natrafia z reguly na wigksze trudnoéci. Przemieszezenia i préikosci
przemieszczen tworza pola wektorowe, natomiast odksztalcenia i predkoéci odksztalcerh —
pola tensorowe. Minimalizacja wymaga tu wprowadzenia pewnych norm, i to norm
w podwéjnym sensie, np. jako normy wektora, a nastepnie normy funkcji zmiennych
przestrzennych. Jako norme¢ wektora przyjmuje sie¢ zazwyczaj badz jego diugoéé, badz
warto$¢ bezwzgledna najwigkszej skladowej; ta ostatnia norma nie jest niezmiennicza
wzgledem obrotu, ale jest czgsto dogodna w zastosowaniach (rozpatrujemy np. ugiecie
belki, plyty lub powloki, pomijajac pozostale sktadowe wektora przemieszczenia). Norma
funkcji zmiennych przestrzennych bywa czesto przyjmowana w formie Czebyszewa, jako
kres gorny wartosci bezwzglednej funkcji (np. najwieksze ugigcie). Stosowane przez
Niemirowskiego [52] i niektérych innych autoréw ,,przemieszezenie w okreslonym punkcie
ciala” jest rownowazne powyzszej normie tylko wtedy, gdy brak watpliwosci, Ze przemiesz-
czenie w tym punkcie jest istotnie najwigksze. Kryterium sztywnosci moze byé rowniez
zwigzane z uogélnionymi odksztalceniami lub predkosciami odksztatcen (np. z predkoscia
krzywizny osi belki). '

Inne kryteria zalezne od czasu moga by¢ zwiazane z relaksacja naprezefi, badz przy
zadanych sitach poczatkowych, badZ tez przy zadanych przemieszczeniach. W obu tych
przypadkach mozliwe sg rézne sformulowania, np. dotyczace minimalizacji predkosci
zmniejszania si¢ reakcji lub naprezen, maksymalizacji samych reakgji lub naprezen itp.
W zaleznosei od problemu kryteria te moga prowadzié do identycznych lub do réznych
ksztaltéw optymalnych.

2.2. Przypadki szczegolne kryteribw zaleinych od czasu. Rozwaimy przypadek, gdy kryterium
Jjest okre§lone pewna funkcja skalarng u, natomiast ksztalt moze by¢ wyznaczony pewna
skoficzong liczba parametréw s;; mozemy wtedy napisaé u = u(x,y, z; §; ¢). MozZna
wtedy wyodrebni¢ trzy nastgpujace przypadki szczegdlne.

JeZeli u mozna zapisa¢ w postaci

u=plp,(x,, z; ) 28], 3
gdzie y jest monotoniczng funkcja swojego argumentu @, @,, to wystarczy optymali-

zowa¢ funkcje ¢, . Optymalny ksztalt jest wtedy niezalezny od czasu.
Jezeli, u moZna zapisaé w postaci

u=ylpi(x,y,2) @a(s; ), ©)
gdzie v jest monotoniczna funkcja swojego argumentu @, ¢,, to wéwczas optymaloy
ksztatt jest niezalezny od normy funkcji @,, natomiast jest zalezny od czasu. Praktycznie
przeprowadza sie¢ wtedy optymalizacje dla zadanego czasu pracy konstrukcji .
Jezeli wreszcie zachodzi

u = plp(x,y,2) a(s) - P2 (£, (%)
to optymalny ksztatt nie zalezy ani od czasu, ani od przyjetej normy funkcji ¢y .

2.3. Kryteria optymalizacji niezaleine od czasu. Do . grupy kryteriéw niezaleznych od czasu
zaliczymy kryteria zwigzane ze zniszczeniem przy pelzaniu, z wyboczeniem pelzajacym,
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czestodcig drgan, oraz wiekszo$¢ kryteriéw formulowanych dla konstrukcji lepkoplas-
tycznych. Najprostsze hipotezy zniszczenia przy petzaniu — to hipoteza uszkodzen pro-
wadzacych do kruchego pgkania (E. M. Kaczanowa) oraz hipotezy zniszczenia ciggli-
wego Hencky’ego-Hoffa. Ta ostatnia wymaga analizy odksztalcen skoficzonych i dotychczas
do optymalnego ksztatltowania nie byla jeszcze stosowana, natomiast hipoteza Kaczanowa
okazala si¢ efektywna w wielu przypadkach. Nieco odmienne podejscie Ju. W. Niemi-
rowskiego [53] wiaze zniszczenie przy pelzaniu z jednostkowa praca odksztalcenia;
wyniki obu tych podejsé sa czesto identyczne. W najprostszych przypadkach (statyczna
wyznaczalnoéé, nieistotne zmiany geometrii ciata) powyzsze kryteria prowadza do ksztal-
1o6w réwnomierne] wytrzymaloSci przy pelzaniu; Niemirowskij wykazat kilka ogdlnych
twierdzeri dotyczacych konstrukeji tego typu. Ogélne podejécie wykorzystujace metode
elementéw. skoniczonych zostalo zaproponowane w pracy A. A. Czirasa i W. M. Dul-
mana [13].

Teorie wyboczenia pelzajacego wprowadzaja zazwyczaj pojecie czasu krytycznego
i maksymalizacja tego czasu stanowi czggto wazne kryterium optymalnego ksztaltowania.
Pojecia czasu krytycznego bywaja przy tym wprowadzane w sposob bardzo, réznorodny,
np. jako czasu utraty statecznodci prgta prostego (Shanley, Gerard, Rabotnow-Szestie-
rikow) lub czasu nieograniczonego wzrostu ugieé preta o krzywiznie pierwotnej (Kemp-
ner-Hoff). :

Przy optymalizacji konstrukcji lepkoplastycznych jako typowe kryteria wymienimy:
maksymalizacj¢ nosnofci pod dziataniem obciazen dynamicznych; minimalizacj¢ prze-
mieszczen resztkowych po impulsie obciaZenia; maksymalizacje obcigZenia krytycznego
itp. :

3. Problem zaleZznosci optymalnych ksztaltéw od réwnan
konstytutywnych pelzania

Przy optymalnym ksztaltowaniu konstrukcji sprezystych lub idealnie plastycznych
rzadko rozwaza si¢ problem zaleZnosct optymalnych ksztalttéw od przyjetych roéwnan
konstytutywnych (z wyjatkiem wplywu anizotropii na ksztatt). W przypadku konstrukcji
narazonych na pelzanie problem ten staje.si¢ istotny, tym bardziej, Ze réwnania konsty-
tutywne wykazuja tu duza réznorodnodé. Mozna si¢ spodziewaé, iz na ogél ksztalty
optymalne zaleza od przyjetych réwnan. Jednakze A. Gajewski [20, 23], ktéry poswiecit
temu zagadnieniu wiele uwagi, wyodrebnit doéé liczne przypadki ksztaltowania wykazujace
badz niezaleznos¢ od réwnan konstytutywnych, badZ teZ zalezno$é nieistotng (poprzez
stala wystepujacg jako mno2Znik). Nalezg tu np. jednorodne belki statyczne wyzhaczalne
(lecz bez udziatu sily podtuzne;j), jednorodne ptyty kotowe przy kryterium minimum mocy
obcigzen zewngtrznych, jednorodne wirujace tarcze kolowe przy warunku wyréwnania
intensywnos$ci naprezen i wiele innych przypadkdéw. Podobne problemy badal réwniez
A. A. Ziewin [81], ograniczajac sig jednak do pelzania liniowego.

4, Prety i belki

-Obecnie przejdziemy do oméwienia uzyskanych wynikéw w zakresie optymalnego
ksztaltowania typowych. elementéw konstrukcyjnych w warunkach pelzania.
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Prety rozciggane lub $ciskane (bez analizy statecznoéci) stanowia bardziej interesujacy
problem optymalizacyjny tylko przy obciaZeniu zmiennym wzdhuz osi. Przypadek taki
rozwazal A. Gajewski w pracy [22] po§wigconej optymalnemu ksztaltowaniu preta wiru-
jacego wokot osi prostopadtej do jego osi na jednym z koricédw, z masa skupiona umiesz-
czong na drugim koncu. Uwzgledniono sily bezwladnoéci zwiazane z wirowaniem;
jako kryterium przyjeto predkos¢ pelzania (promieniowego) swobodnego kofica. Opty-
malny ksztalt zalezy w istotny sposéb od prawa pelzania. Bardziej trywialny przypadek
stalej sity podiuZnej rozwazal wczeéniej przy funkcji celu (1) i przy ograniczeniu przc-
mieszczeniowym M. I. Rejtman [59].

Znacznie wigeej uwagi poswigcono optymalnemu ksztaktowaniu belek w warunkach
pelzania. Zostato ono zapoczatkowane pracami Ju. B. Niemirowskiego i B. S. Reznikowa
[53, 54], ktoérzy okre§lali ksztalty réwnomiernej wytrzymalosci belek zginanych; jako
_miar¢ utraty wytrzymalosci przyjmowano jednostkowa prace odksztalcenia. CigZar
wlasny belek réwnomiernej wytrzymalosci uwzgledniali A. Gajewski [20, 21] oraz ten
sam autor wraz z M. Albinska [2] i T. Sabikiem [24]. Ju. W. Goldsztejn i M. A. Solo-~
mieszcz [26, 27] okreslali ksztalty belek réwnomiernej wytrzymaloéci przy zginaniu z sitg
podhuzng w przypadku materialéw podlegajacych liniowym prawom pelzania; wykazano,
iz uzyskany ksztalt nie rézni si¢ od odpowiedniego ksztattu w zakresie sprezystym. Wplyw
sity podtuznej uwzgledniali réwniez M. Zyczkowski i W. Swisterski w pracach [89, 691,
okreslajacych belki rownomiernej wytrzymalosci w zakresie ugie¢ skonczonych. Uwzgled-
niono rozciagliwos$é osi i redystrybucje naprgzen, a réwnomierng wytrzymatosé zwiazano
z hipotezg kruchego pe¢kania L. M. Kaczanowa; calkowanie numeryczne ukladu réwnan
dla nieliniowego pelzania polaczono z iteracyjng metoda optymalnego ksztaltowania.

Réwnolegle rozwija si¢ optymalne ksztattowanie belek przy réznych kr_yteriach sztyw-
noéci w warunkach pelzania. Ju. W. Niemirowskij i B.S. Reznikow [55] przyjmowali
za takie kryterium predkos¢ strzatki ugigcia belki; wielko$¢ te mozna rozumieé jako norme
Czebyszewa dla predkosci ugigé. Podobne kryterium sztywnosci przyjmowali M. Albiniska
i A, Gajewski [2, 20], ktorzy uwzgledniali wplyw ciezaru wlasnego na optymalne ksztalty,
oraz Ja. A. Lellep [38], rozwazajacy belke z materialu o innym module petzania dla roz-
ciggania a innym dla $ciskania. Dalszym typowym kryterium sztywno$ci (a raczej podat-
nofci) przy pelzaniu jest moc obcigZen zewnetrznych. Kryterium takie przyjmowali
J. B. Martin i A. R. S. Ponter [46, 47], oraz P. I. Danczak, M. S. Michajliszin i O. N. Sza-
blij [14], ktorzy uwzgledniali rowniez efekty naprezenn §cinajacych. Ju. B. Goldsztejn
i M. A. Sotomieszcz [26, 27] traktowali calkowitg energie odksztalcenia za miarg podat-
nosci przy optymalnym ksztaltowaniu. Poréwnaniu rozaych kryteridw podatnosci wiele
uwagi poswiecit A, Gajewski- [20]. Jednoczesne ograniczenia zwiazane z wytrzymatoscia
i ze sztywnodcia rozwazal Ju. M. Pocztman [56], ktéry okreélat optymalne ksztalty belek
metodg programowania dynamicznego. Optymalnemu ksztattowaniu belek przy niepeinej
informacji, odno$nie rozkladu obcigZern poswigcona Jest praca N. Ch. Arutiuniana
i W. B. Kolmanowskiego [3].

Ksztaltowanie belek przy obciazeniach dynamicznych bylo przedmiotem prac Z. Mroza
i Ju. R. Lepika [48, 49, 40, 42, 43]; wiazali oni kryterium podatnosci z norma Gaussa
dla resztkowych ugieé belek sztywno-lepkich poddanych impulsowi obcigzenia odanej
energii kinetycznej. Lepik rozwazat réwniez optymalne podparcie belek. T. Lekszycki
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i N. Olhoff [37] rozwazali optymalizacj¢ belek drgajacych, wykonanych z materiatu
liniowo lepkosprezystego, pod katem mozliwie szybkiego zanikania drgan.

Stosunkowo malo uwagi poswiecono dotychczas doborowi optymalnego ksztattu
przekroju belek zginanych w warunkach pelzania. Jedynie w pracy M. Zyczkowskiego
[84] okrelono optymalny cienkoscienny zamknigty profil przekroju belki z warunku
minimum pola powierzchni przy ustalonej predkosci krzywizny osi belki.

5. Slupy, prety narazone na wyboczenie pelzajace

Wyboczenie pelzajace pretéw niepryzmatycznych bylo przedmiotem kilku prac
M. Zyczkowskiego [82, 83], jednak zagadnienie optymalnego ksztaltu zostalo sformuto-
wane i rozwiazane dopiero w pracy M. Zyczkowskiego i R. Wojdanowskiej-Zajac, refe-
rowanej na sympozjum IUTAM w Go&teborgu w r. 1970 [90]. Poszukiwano w niej jed-
nostronnie utwierdzonego lub dwuprzegubowego preta o minimalnej objetosci przy
zadanej sile osiowej i czasie krytycznym w nawiazaniu do teorii Rabotnowa-Szestieri-
kowa. Prawo fizyczne opisuje przy tym pelzanie nieliniowe ze wzmocnieniem zaleznym od
odksztalcenia. Odpowiednie rozwigzanie dla preta dwustronnie utwierdzonego, z uwzgled-
nieniem optymalizacji bimodalnej, podali J. Blachut i M. Zyczkowski [7] stosujac zasade
maksimum Pontriagina.

W przypadku stupow wykazujacych imperfekcje (krzywizna pierwotna, mimos$réd
obciaZenia) problemy optymalizacji musza byé sformulowane odmiennie. Wprawdzie
i w tym przypadku przy pelzaniu nieliniowym mozliwe jest wprowadzenie czasu krytycz-
nego (Kempnera-Hoffa), to jednak ograniczenia optymalizacji maja zazwyczaj charakter
sztywnoSciowy lub wytrzymaloéciowy. N. Distefano [16] przeprowadzal optymalizacje
parametryczng shupéw o danym ugieciu w pewnym okre§lonym czasie. R. Wojdanowska
[77] dla prawa pelzania Maxwella oraz R. Wojdanowska i M. Zyczkowski [79] dla ogdl-
nego prawa liniowego uwzgledniajagcego starzenie materiatu wykazali, iz optymalne
ksztalty uzyskane dla zakresu sprezystego zapewniaja réwniez minimalng predko$é wybo-
czenia pelzajacego (dla pewnych szczegdlnych pierwotnych linii ugiccia), sa wiec rowniez
w pewnym stopniu optymalne w zakresie petzania. W. Swisterski, A. Wroblewski i M. Zycz-
kowski [70] przeprowadzili optymalizacje ksztaltu jednostronnie utwierdzonego stupa
mimo§rodowo obciazonego w zakresie duzych ugieé: warunek ograniczajacy zwiazano
z tworzeniem si¢ pierwszych peknieé w sensie hipotezy Kaczanowa. Stup optymalay: rézni
si¢ tu od stupa réwnomiernej wytrzymatosei.

Do omawianego dzialu zaliczymy rowniez prace N. Ch. Arutiuniana i- A. A, Ziewina
[5, 6] poswigcone optymalizacji stupéw o wysokoéci narastajacej np. w wyniku procesu
technologicznego. Autorzy okreslaja ksztalt stupa, ktory przy stalej objeto$ci minima-
lizuje przyrost przemieszczeniu swobodnego konca do chwili ¢; po przyloZeniu obcig-'
zenia; uwzgledniono wplyw cigzaru wlasnego a pelzanie materialu opisane jest rowna-
niem linjowym ujmujacym starzenie. Optymalizacji stupéw zbrojonych: po$wigcone sa
prace L. W. Genkina i W. B, Kolmanowskiego [25], W. B. Kolmanowskiego i W. W. Miet-
fowa [33] (ta ostatnia w ujeciu proceséw losowych). Wiele uwagi zagadnieniom tego typu
poswigca monografia N. Ch. Arutiuniana i W. B, Kolmanowskiego [4]. ‘
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6. Ustroje pretowe

Optymalnemu ksztaltowaniu ustrojéw pretowych w zakresie sprezystym oraz plastycz-
nym poswigcono w literaturze wiele uwagi, z uwzglednieniem mozliwodci utraty sta-
tecznosci elementdw $ciskanych lub bez. W przeciwienstwie do tego, w zakresie pelzania
problemy te sa prawie nietknigte, a w kazdym razie brak teorii o szerszym zasiegu. G. A. He-
gemier i W. Prager [32] wykazali, Zze ustroje kratowe typu Michella sa konstrukcjami
optymalnymi réwniez w zakresie ustalonego pelzania; warunki ograniczajace zwiazano-
przy tym z podatno$cia wyrazong moca obciaZzen zewnetrznych, natomiast ewentualnej
utraty statecznoéci elementdw $ciskanych nie uwzgledniono. Statecznos¢ uwzgledniono
natomiast w pracach R. Wojdanowskiej i M. Zyczkowskiego [76, 78], poéwieconym
doborowi optymalnych konfiguracji prostych dwu- i tréjpretowych ustrojéw kratowych.
W pracy [78] wiazano statecznosé z teoria Kempnera-Hoffa dla pretow z imperfekcjami,
podczas gdy w ,pracy [76] zastosowano teoric Rabotnowa-Szestierikowa dla pretéw
idealnych; w obu pracach warunki ograniczajgce dla pretéw rozcigganych formulowano
w nawigzaniu do hipotezy kruchego pekania zaproponowanej przez Kaczanowa.

Praca R. Wojdanowskiej i M. Zyczkowskiego [80] poswigcona jest optymalnemu
przeniesieniu sily skupionej na sztywny kontur oporowy. Konstrukcja optymalng °
jest tu z reguly kratownica dwuprgtowa. W pracy wykorzystano metode konturéw catko-
witej niejednoznacznoéci, zaproponowana przez M. Markiewicza i M. Zyczkowskiego
[44, 45] dla konstrukcji sprezystych i sprezystoplastycznych; w przypadku pelzania kontury
takie zalezg od zalozonego czasu pracy konstrukcji. Dla pretéw Sciskanych zastosowano
teorie¢ Rabotnowa-Szestierikowa, dla rozcigganych — Kaczanowa.

Optymalnemu ksztaltowaniu konstrukcji ramowych w warunkach pelzania pos$wig-
cajg nieco uwagi Ju. B. Goldsztejn i M. A. Sotomieszcz [26, 27], jednakZe autorzy podali
jedynie wytyczne projektowania przy warunku sztywnosci bez zadnego przykladu.

Do omawianego dziatlu zaliczymy réwniez prace W. Nachbara i J. B. Schipmdoldera
[50] oraz A. Trojnackiego i M. Zyczkowskiego [73], poswigcone optymalnemu doborowi
reologicznych wlasnosci samochodowych paséw bezpieczenstwa; pasy takie po napigciu
traktowano jako konstrukcje kratowe. Problem optymalizacji polegal na doborze takich
wlasnoéci reologicznych, ktére zapewnig maksimum predkosci pojazdu przy ograniczeniu
przemieszczenia osoby chronionej i sity oddziatywujacej w chwili zderzenia; w pracy [73]
uwzgledniono dodatkowo efekty plastycznego zgniotu nadwozia przy zderzeniu.

7. Tarcze i plyty .

Kilka prac po$wigcono optymalnemu ksztaltowaniu tarcz w warunkach pelzania.
Obok wspomnianych juz prac A. G. Kostiuka [34] (tarcze wirnjace réwnomiernej wytrzy-
malodci) i W. Pragera [57] (tarcze w spoczynku optymalizowane przy warunku minimum
mocy obcigZzen zewnetrznych) wymienimy tu prace A. Gajewskiego [20], O. Gunneskova
[28] i Ja. Lellepa [39]. Gajewski rozwazal zalezno$¢ optymalnych -ksztattéw tarcz wiru-
jacych, obciazonych ci$nieniem zewnetrznym, od prawa pelzania przy réznych warun-
kach ograniczajacych; stwierdzit on, Ze przy warunku wytrzymalosciowym i przy warunku
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ograniczonej mocy uzupelniajacej ksztalty optymalne nie zaleza od prawa pelzania, nato-
miast przy ograniczeniu przemieszczefia brzegu tarczy — zaleza. Gunneskov stosowal
metode malego parametru do optymalizacji tarcz wirujacych obcigZonych cisnieniem
zewnetrznym przy warunku stalej pregdkosci przemieszczenia promieniowego na obwodzie
tarczy. Lellep uogélnil rozwiazanie Pragera dla tarcz pierScieniowych na przypadek
materialéw o odmiennych wlasnosciach po stronie rozciagania i $ciskania.

Dotychczasowe osiagniecia w dziedzinie optymalnego ksztaltowania plyt w warunkach
pelzania dotycza glownie plyt kolowych i pierScieniowych przy obciaZzeniach kotowo-
symetrycznych. Warunki ograniczajace zwiazane sg przede wszystkim z wytrzymaloscia
i ze sztywnodcia. Pierwsze rozwigzania dla plyt kolowych réwnomiernej wytrzymatodci
pod dzialaniem réwnomiernego obcigZenia ciagltego podali niemal jednocze$nie Ju, W. Nie-
mirowskij i B. S. Reznikow [54] oraz 1. G. Tieregulow [72]. Ogdlniejsze podejsicie nalezy
do A. A, Czirasa i W. M. Dulmana [13, 18], ktérzy za kryterium utraty wytrzymatosci
przyjeli jednostkowa energie rozproszong do chwili przejicia pelzania ustalonego w petza-
nie nieustalone trzeciego okresu. Prace to nawigzuja do metody elementéw skonczonych.

Optymalizacje plyt przy warunkach sztywno$ci rozpoczeli réwniez Ju. W. Niemi-

- rowskij i B. S. Reznikow [55]. Warunek ograniczajacy wiazali oni z osiggnigciem przez
przemieszczenie w ustalonym punkcie plyty pewnej zadanej wartoéci; w przypadku ptyt
kolowych punkt ten przyjmowano w $rodku plyty, co z reguly jest w petni uzasadnione.
Wiele uwagi optymalnemu ksztattowaniu plyt kotowych poswiecit A. Gajewski [20],
ktéry formulowal warunek sztywnosci poprzez energi¢ potencjalna, energi¢ dopelniajaca
1 ugigcie w $rodku plyty; w dwéch pierwszych przypadkach optymalny ksztalt nie zalezy
od przyjetego prawa fizycznego, w trzecim — zalezy. G. E, Faktorowicz [19] stosowal
zasad¢ maksimum Pontriagina do optymalizacji plyt przy ograniczeniu sztywnosciowym
zwigzanym z predkoscia ugigcia w §rodku plyty. Ju. M. Pocztman [56] okreélat optymalne
ksztalty - ptyt metoda programowania dynamicznego przy warunkach wytrzymatosci
i sztywnosci.

Problemy optymalizacji plyt przy obcigZeniach dynamicznych rozpatrywat Ju, R. Lepik
[41, 43]. Okreélal on optymalne ksztalty sandwiczowych plyt pierScieniowych o utwier-
dzonym brzegu wewnegtrznym, poddanych impulsowi obcigZenia o danej emergii kine-
tycznej, przy ustalonej wartosci wlasnej' ukladu, charakteryzujacej przebieg ruchu. W pracy
[43] podano ogdlniejszy algorytm, uwzglgdniajacy dodatkowo mozliwosé ograniczenia
maksymalnej grubosci warstw no$nych plyty.

8. Powloki, cylindry, rurociagi

Optymalne ksztaltowanie powlok w warunkach pelzania jest dziedzing najmniej
rozwinigta: ogdlniejszych teorii w tym zakresie dotychczas brak. Tym niemniej, podano
kilka rozwigzan szczegélowych, ktoére stanowia dogodny wstep do dalszego rozwijania
tematyki.

Wzmianke o powlokach réwnomiernej wytrzymalosci w stanie btonowo-gigtnym mozna
znalez¢ w pracy I. G. Tieregutowa [72]; proponuje on — bez specjalnego nzasadnienia —
wyréwnanie intensywnosci naprezeni usrednionej po grubosci powtoki. Przeciwnie, w stanie
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blonowym powlok obrotowo-symetrycznych rozklad napreZzen jest wewnetrznie sta-
tycznie wyznaczalny i réwnomierny po grubofci, tak, e powloki optymalne w zakresie
'sprgZystym sa réwnoczeénie optymalne przy pelzaniu (o ile zniszczenie moze byé okres-
lone ta sama hipotezg wytgZeniowa). Z nowszych prac wykorzystujacych hipoteze¢ Hubera-
Misesa-Hencky’ego wymienimy tu J. KruzZeleckiego [35], ktéry nawiazuje réwniez do
hipotezy kruchego zniszczenia przy petzaniu w ujeciu Kaczanowa-Leckiego-Hayhursta.
Optymalnemu ksztaltowaniu przekroju rurociaggédw pod dzialaniem -ci$nienia, zgi-
nania i rozciagania przy ograniczeniu wytrzymaloéciowym w nawigzaniu do hipotezy
. kruchego zniszczenia przy petzaniu typu Kaczanowa po§wigconych jest kilka prac M. Rysza
I M. Zyczkowskiego; przyjeto prawo fizyczne nieliniowego ustalonego pelzania Nortona-
Odqvista. W pracy [87] autorzy ksztaltuja cienkoscienny przekrdj rurociggu o zmiennej
grubosci Scianki w nawigzaniu do hipotezy Kaczanowa-Galileusza; linig Srodkowa profilu
wyznaczono z warunku eliminacji stanéw gigtnych (profil kolisty), grubosé $cianki z wa-
runku réwnomiernej wytrzymatosci, natomiast promiet podlegal optymalizacji paramet-
rycznej. Praca [88] uogdlnia to rozwiagzanie na przypadek dodatkowego skrecania i hipo-
tezy Kaczanowa-Sdobyriewa. Skrecanie z jednej strony komplikuje problem, z drugiej go
jednak upraszcza, gdyz algebraicznie najwieksze naprezenie gldwne jest okre$lone wtedy
jednolitym wzorem 1 podziat przekroju na strefy przestaje by¢ potrzebny. M. Rysz w pracy
[63] okresdla optymalny cienkofcienny przekrdj kolowy o stalej gruboéci $cianki wzmoc-
niony zebrami podhuznymi przenoszacymi wieksza czgéé momentu zginajacego; ksztalt
taki jest znacznie tatwiejszy do wykonania od ksztaltu o zmiennej grubosci. Praca [64]
uogodlnia te rozwazania na przypadek dodatkowego skrecania. Prace [61, 62, 65] poswie-
cone sg optymalnym cylindrom grubosciennym: w [61, 62] okre§lano zmienng grubo$é
$cianki metoda malego parametru, natomiast w [65] dobierano optymalne wymiary
cylindrow o stalej grubosei $cianki. N. Ch. Arutiuniani A. A. Ziewin [5] rozwazZali problem
optymalnego owijania cylindréw wykazujacych wlasnosci reologiczne ta$ma sprgZystq

o wysokiej wytrzymalosci,
Optymalizacji parametrycznej powtok wykonanych z kompozytéw z wypelnlaczem

o wlasnosciach reologicznych poswiecone sa prace G. A, Tetersa, R. B. Rikardsai W. L. Na-
rusberga [71, 51, 60]. Analizowane byly powloki §ciskane osiowo, material wypelniacza
byl opisany rownaniami liniowego pelzania, a warunki ograniczajace zwiazane byly
z natychmiastowa utratg statecznosdci i z ograniczeniem ugieé w trakcie pelzania.

Zaliczymy tu réwniez pewne specyficzne zagadnienie optymalizacji, ktére rozwazali
A. E. Dubberley, D. P. Johnson, J. R. Punches i R. J. McCandless [17]: optymalizowali
oni sze§ciokatng rure, stanowiaca element reaktora, pod dzialaniem pola temperatury
1 strumienia neutronéw, wplywajacych bezpoérednio na charakterystyki pe{zar{ia ma-
teriatu.

9. Problemy optymalizacji zwiazane z relaksacja naprgzZen
Naprezenia resztkowe, pozostajace w konstrukcji po zdjeciu obciazeni, moga wywo-

lywaé w tej konstrukcji badz efekty korzystne (np. w przypadku konstrukcji sprezo-
nych), badZ tez niekorzystne (gdy rozpatrujemy korozje napreZzeniowa, wplyw na péz-
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niejsza utrate statecznodci, zmeczenie itp.). Poniewaz relaksacja — jako typowy proces
reologiczny — powoduje czgsciowe lub catkowite zanikanie tych napreZes, wigc odnos'ne_
problemy optymalizacji moga badz zmierza¢ do minimalizacji efektow relaksacji, badz
tez do ich maksymalizacji. .

Problemy minimalizacji efektow relaksacji sformutowat i badan w pracy [84] M. Zycz-
kowski. Dla przykladu okreélono optymalne parametry ksztaltu prostego statycznie
niewyznaczalnego ustroju pretowego, powodujace zachowanie mozliwie najwigkszych
reakcji badz przy danych wartosciach poczatkowych tych reakcji, badZ tez przy danym
przemieszczeniu poczatkowym. Rozpatrywano konstrukcje jednorodne i niejednorodne;
zwlaszcza w tych ostatnich wynik zalezal w sposéb istotny od sformulowania zagad-
nienia. '

Calkowicie odmiennie sformutowane problemy rozwazali O. N, Szablij i W, . Zareckij.
W pracy [67] okreélili oni dla powloki walcowej, a w pracy [68] dla tarczy pierScieniowej
takie przebiegi nagrzewania indukcyjnego, ktére w ciatach liniowo termolepkosprezystych
spowoduja w wyniku relaksacji mozliwie male naprezenia resztkowe.

Problemy optymalizacji zwiazane z relaksacja naprezen — typowe dla oérodkéw
reologicznych — sg wigc jeszcze bardzo stabo zbadane zaréwno pod wzgledem filozo-
ficznym (sformutowanie wlasciwych celéw dzialania), jak i odno$nie ogdlnych twierdzen
i metod obliczeniowych.

10. Problemy optymalnego ksztaltowania konstrukeji lepkoplastycznych

Ksztattowanie konstrukcji lepkoplastycznych wyodrebnimy z uwagi na pewne spe-
cyficzne cechy i dla podkreflenia stopnia trudnoéci. Lepkoplastyczno$é — stanowigca
najbardziej adekwatny opis wlasnosci licznych materialéw, zwlaszcza przy obcigZeniach
dynamicznych — laczy trudnosci teorii plastycznodci i klasycznej reologii: efektywny
czynnik czasu, a jednoczeénie konieczno$¢ rozrdznienia proceséw plastycznie czynnych
i plastycznie biernych, co w lepkoplastycznosci nie zawsze jest okre§lone jednoznacznymi
i do$wiadczalnie sprawdzonymi kryteriami. Takie problemy jak stateczno§é konstrukcji
lepkoplastycznych czy narazenie ich na rézne formy lokalnego zniszczenia sa znacznie
mniej zbadane, niz w teorii plastycznosci i teorii lepkosprezystosci, co utrudnia wiasciwe
sformutowanie warunkéw ograniczajacych przy ksztattowaniu. :

SzczegSlnie wiele uwagi optymalnemu ksztaltowaniu konstrukeji lepkoplastycznych,
zarOwne przy obcigzeniach quasi-statycznych, jak i dynamicznych, po$wiecit E. Cegielski.
Ograniczenia optymalizacji zostaly przy tym podzielone na ograniczenia o charakterze
globalnym i lokalnym. Do pierwszej grupy zaliczono miedzy innymi energie dysypowana
w trakcie procesu i norme¢ przemieszczen resztkowych (np. najwieksze ugiecie resztkowe).
Lokalne ograniczenia byly nakladane na jednostkowa energi¢ dysypowang, maksymalne
(w czasie) naprgzenie zredukowane w poszezegdlnych punktach ciala, najwigkszy lub
pajmniejszy wymiar przekroju itp. Ograniczen zwigzanych ze statecznoscig konstrukcii
nie stawiano. : '

- Obcigzenia quasi-statyczne rozwazano w pracy. [10], badajacej dla przykladu opty-
malne ksztalty belki wspornikowej. Zbadano zalezno$é ksztaltéw od praw fizycznych,
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od rozkladu obciaZen w przestrzeni i w czasie, oraz od przyjetej formy ograniczen. Pozostale
prace pos§wigcono obcigZeniom dynamicznym: ksztaltom optymalnym pretéw uderzanych
osiowo [11], ksztattowaniu belek przy udarze poprzecznym [86], ksztaltowaniu powlok
walcowych przy dynamicznych obciazeniach ztozonych [12] (te trzy prace zostaly opu-
blikowane wspdlnie z M. Zyczkowskim) oraz ksztattowaniu belek przy réznych formach
impulsu [9].

Pomimo réznorodnosdci omoéwionej powyzej tematyki mozna stwierdzié, Zze optymalne
ksztaltowanie konstrukeji lepkoplastycznych przedstawia jeszcze pole niemal calkowicie
otwarte.

11. Inne zagadnienia optymalizacji przy pelzaniu

Niezaleznie od probleméw optymalnego ksztaltowania konstrukcji, wlasnoséci reolo-
giczne materialéw stwarzaja mozliwosci sformutowania zagadnien optymalizacji proceséw
w ustalonym punkcie ciata, nawet w przypadku jednoosiowego stanu naprezenia. Problem
optymalnej sciezki ¢ = &(t), zapewniajacej minimalng prace odksztalcenia przy osiagnieciu
danego odksztalcenia koncowego w zadanym czasie 7, sformutowal S. Breuer [8]; podal
on rozwiazanie dla pewnych szczegdlnych przypadkéw liniowej lepkosprezystosci. Ogdlny
przypadek liniowych praw fizycznych rozpatrywali G. Leitmann [36], M. E. Gurtin,
R. C. MacCamy i L. F. Murphy [29]; w fej ostatniej pracy autorzy stwierdzili, ze bez
dodatkowych ograniczen przyjetych przez Leitmanna $ciezka optymalna wykazuje nie-
cigglosci w punktach # = 0i ¢t = T. Dalsze rezultaty w tym kierunku uzyskali M. A. Day
[15] (oszacowanie minimalnej pracy odksztalcenia) i S. J. Spector [66] (dowdéd monoto-
nicznosci $ciezki). Optymalﬁe sterowanie procesu temperatura rozpatrywali M. E. Gurtin
i L, F. Murphy [30, 31] oraz Y. Weitsman i D. Ford [74, 75] (optymalne chtodzenie
zapewniajace minimalizacjg naprezen resztkowych).

12, Uwagi koncowe i wnioski

Optymalne ksztaltowanie konstrukcji w warunkach pelzania stanowi stosunkowo
nowa galaZz ksztaltowania, technicznie wazna zar6wno z uwagi na pracg konstrukeji
metalowych w podwyzZszonych temperaturach, strumieniu neutronéw itp., jak i na sto-
sowanie materialéw pelzajacych w temperaturze pokojowej, np. betonu i tworzyw sztucz-
nych.

Problemy ksztattowania w warunkach pelzania wyrdzniaja sie nastgpujacymi specy-
ficznymi cechami: *

" 1) Tstnienie czynnika czasu, ktéry z jednej strony prowadzi do projektowania kon-
strukcji na okre$long zywotnos¢ a z drugiej powoduje wzrost liczby wymiaréw zagadnie-
nia — np. réwnania stanu dla elementéw jednowymiarowych staja si¢ réwnaniami r62-
niczkowymi czastkowymi w miejsce zwyczajnych;

2) Réwnania stanu cechuje z reguly nieliniowo$é, co czgsto uniemozliwia stosowanie
metod dogodnych dla zagadniefi liniowych; ponadto duza réznorodno$é réwnan stanu
czgsto rzutuje na wynik optymalizacji;
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3) Formy ograniczefi optymalizacji sa réwniez bardzo réinorodne — tak na przyktad
istnieje wiele teorii wyboczenia pelzajacego, zniszczenia przy pelzaniu itp.

4) Wystepuja tu catkowicie nowe typy ograniczen (lub kryteriow optymalizacji),
np. w zwigzku z ograniczeniem lub minimalizacja relaksacji napr¢Zen, z minimalizacja
pracy odksztalcenia w trakcie procesu itp.

5) W przypadku konstrukcji lepkoplastycznych wszystkie te cechy nakladaja si¢ na
cechy typowe dla plastycznos$ci, zwigzane przede wszystkim z rozréZnieniem proceséw
plastycznie czynnych i biernych.

W $wietle omoéwionego bogactwa problematyki uzyskane w tym zakresie wyniki sa
jeszcze bardzo skromne. Z drugiej strony uwzglednianie pelzania w obliczeniach wytrzy-
matos$ciowych bywa coraz czgSciej stosowane w praktyce inZzynierskiej. Dziedzina opty-
malnego ksztaltowania konstrukcji w warunkach pelzania moze wigc liczy¢ na dalszy
wszechstronny rozwdaj.
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Pesome

OB30P TPYIOOB OIITHMAJILHOI'O MPOEKTHPOBAHKMA KOHCTPYKUNH
B YCJIOBHUAX ITOJISYUYECTH

Paccmorpeno mpoGnemaTHKy M XapaxTepHble YepThl ONTHMAIBHOIO NPOEKTHPOBAaHUA KOHCTPYKLHH

B YCNOBHAX NOJB3YUYECTH ; 3TY TEMY PACKDPLUIA ueTbipe paGoTel 1967 - 8 rojioB. —

2 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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B pamemeiimiem pacCMOTPEHO DE3YNBTATEI IOJYUEHHBIE B OONACTH NPOEKTHPOBAHMS OTHENIBHBIX
KOHCTPYKIMOKHbLIX 2JIEMEHTOB, 2 MMEHHO ! (4) crepyxun 1 6Tk, (5) KOJOHHE!, CTEPXKHH JIOABEPralouIEcs
IPOMOTBHOMY M3rNGy IPH TIONSYUECTH, (6) CTep)KHeBble CUCTEMBI, (7) BUCKK K IJIaCTHHKY, (8) 0Gostounu,
LUIHHIPLI, TpyGonpoeoast, (9) MpoGieMbl ONTUMH3ANMK CBSI3aHHBIE C DpeNAKCALMEH HANDSHHCHIIT,
(10) rpobsiemMpl ONTHMAJIBHOIO IPOSKTHPOBAHMS BASKOYJIACTHYECKMX Xomcrpykumii, (II) apyrwe sa-
Jaud ONTHMMIaMuu Npu monsydectd. Crnempduueckne uepThl paspabarniBaeMoi mpobieMaTuxu Nnpu-
BeJEHE] B KOHEUHLIX BbIBoJAaX crepyiomuMm obpasom: (I) cymiecrBosanme ¢axTopa BpeMeHH, (2) He-
NMHERHOCTh YPaBHEHUN COCTOAHUA, (3) PasHOPOAHOCTL OrPAHMYEHHI ONTAMM3AIMH, (4) HOBBIE THIIbL
OrpaHVYeHW, HAIIP. CBA3aHHbIC C penaxcauuelf HampsKeHuit, (5) nobaBounbie uepTsl crenuburyeckue
NPY OPOSKTUPOBAHIH BA3KOILIACTHYECKAX KOHCTPYKIMIA.

Summary

A SURVEY OF OPTIMAL STRUCTURAL DESIGN IN CREEP CONDITIONS

Typical problems and features of optimal design of structures in creep conditions are discussed; this
branch of optimal design was initiated by four papers published in 1967 - 8. Subsequently, the results
obtained in optimization of individual structural elements are reviewed, namely: (4) bars and beams,
(5) columns, bars subject to creep buckling, (6) bar systems, (7) disks and plates, (8) shells, cylinders,
pipelines, (9) problems of optimization under relaxation constraints, (10) problems of optimal design of
viscoplastic structures, (11) other problems of optimization in creep conditions. Specific features of the
problems discussed are summarized in final remarks as follows: (1) existence of the factor of time, (2)
nonlinearity of equations of state, (3) great variety of optimization constraints, (4) new types of constraints,
e.g related to stress relaxation, (5) additional features when optimizing viscoplastic structures.
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