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1. Wstep

Przedmiotem analizy s drgania wymuszone belek z uwzglednieniem petli histerezy
w wybranych punktowych elementach skonczonych (PES). Wystepowanie zjawiska histe-
rezy moze byé spowodowane przez tarcie suche (Coulomba). Przykladem mogg byé
drgania konstrukcji stalowej gdy material ma wlasnosci elastoplastyczne.

Podjete zagadnienie rozszerza metode analizy przedstawiong w pracach Ostacho-
wicza [1-3]. W pracach tych rozwiazano problem zagadnienia kontaktowego ukladéw
modelowanych elementami skofczonymi i sztywnymi brylami. W pracy Muszynskiej
i Jones’a [4] przedstawiono rozwigzanie drgan belek wspornikowych z uwzglednieniem
. sil tarcia Coulomba obcigzajacych punktowo komstrukcje. W pracach [1 4] przyjgto
inny model odksztalcenia punktowych elementéw skofczonych.

Przedstawiona nizej metoda umozliwia analize konstrukcji o wigkszym stopniu zlo-
zono$ci. Podano algorytm i przyklady obliczen. Opisano program komputerowy, ktéry
wykorzystano przy opracowaniu przyktadéw.

2. Opis modelu obliczeniowego

Przedstawiono metode obliczania amplitud drgai poprzecznych belki z uwzglgdnie-
niem tarcia konstrukcyjnego w kilku podporach. Przyjgto, ze podpory te sa odksztat-
cdlne a sila tarcia wystepuje na powierzchniach dociénigtych do siebie statym naciskiem.
W praktyce inzynierskiej podpory tego typu spotyka si¢ miedzy innymi przy instalacji
rurociggéw. Model dyskretny ukladu przedstawiono na rys. 1. Belke modelowano dwu-
weztowymi elementami skoriczonymi (ES) o dwéch stopniach swobody w wezle. Funkcje
ksztaltu elementu przyjeto jak w pracy Desai [5]. W kilku podporach przyjeto pgnktowe :
elementy skoficzone (PES). Wtasnosci sprezysto-tlumigce stosowanego nizej PES przed-
stawiono na rys. 2 (£ oznacza przemieszczenie). Réwnania prpstych D, ..., D, opisuja
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Rys. 1. Model dyskretny belki. PES — punktowe elementy skornczone
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Rys. 2. Wlasnosci sprezysto-thumiace PES

réwnania
Dy (&, p*, 1) = p*éo+(L—péE,
Dy (&, p*, 1) = p*(bo—a)+§&, 2.1
Da(&, p*, 1) = —p*bo+(1—pE,
Du(&, p*, 1) = —u*(bo—a)+§,
gdzie:
pt=1-p,
K= tgo,

przy czym £, oznacza odcieta punktu przeciecia sig prostej @, (£, u*, t) z prosta P(£) = &,
a oznacza maksymalng warto§¢ przemieszczenia. Stosujac ekwiwalentna linearyzacje
wiasnosei sprezysto-ttumigcych PES na podstawie Piszezka [6] otrzymujemy

L O2EEDE

F=c =
2
_5_ 22
it =k PEEDE
52

gdzie kreska nad wyrazeniem oznacza jego warto§¢ $rednig, c* jest wspétczynnikiem ekwi-

walentnego liniowego tlumienia, k* przedstawia wsp6iczynnik ekwiwalentnej liniowej
sztywnosci,
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Rownania ruchu ukladu tworzymy wedtug powszechnie znanych zasad. W pierwszym
etapie formujemy macierze charakterystyczne elementéw, to jest macierz bezwladnosci
M,, tlumienia C, i sztywnosci K,. W drugim etapie tworzymy macierze globalne M,
C, K i formujemy wektor sit uogdinionych f. Réwnania ruchu przyjmuja postaé

M{+Cq+Kg = f, (2.3)
gdzie q oznacza wektor wspolrzednych uogélnionych. Macierz C uzupetniamy blokami
. c* —c*]
Cr=1_n | 2.4
a: macierz sztywnosci K blokami
. kY — k¥
Ke=1_ 1 ) (2.5)

gdzie ¢* i k* okreslaja zwiazki (2.2). Elementy blokéw (2.4) i (2.5) dodajemy zgodnie
z przyjeta numeracja wspolrzednych uogélnionych okreslajacych ruch koncéw PES
Przy zalozeniu, ze uklad drgajacy jest stabo thumiony i przy matej nieliniowosci, odksztal-
cenie PES opisujg funkcje typu

£(t) = asing(?), (2.6)
gdzie ' (1) = wet+0,

w, jest czestocia wymuszenia, @ katem przesunigcia fazowego. Stad wspolczynniki c*
i k* przyjmuja postaé

. 2{L(a)y
#* INTATAS
4 c+ (00<612> 5
2H(@) >0
' a
* NP
‘ k k+ ol
gdzie
2n
i 1 . . -
L(a) = ZE_Of acosg D(E, &, 1)dp,
1 2n (2.8)
H(a) = E! aSln(P ¢ @(é’ 57 t)d(P‘
Podstawiajac do (2.8) zwigzki (2.1), po scatkowaniu otrzymujemy
N k ‘ '
L{a) = 2;#*50@‘50)7
(2.9)

2
o= 2% [n (1—-2—#*)+#*ﬂ+% u*sinZﬂ],
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gdzie

. 2¢,
p = arcsin (1— P )
Zwigzki (2.9) sg stuszne przy a > &,. W przeciwnym przypadku

L@ =0,
1 (2.10)
H(a) = Tazk.
Wektor wymuszen f przyjmujemy w postaci
f = fexp(iwo 1), 2.11)
gdzie f jest wektorem kolumnowym
F={exp@?)}, j=1,..,m @.12)
przy czym f7 = const. Wektor wspotrzgdnych uogdlnionych zakladamy dalej w postaci
q = gexp(ing?), (2.13)
gdzie g przyjmuje posta¢ wektora kolumnowego
q = {gfexp(i0))}, Jj=1,..,n, (2.14)

przy czym g; = const, ©; oznacza kat przesunigcia fazowego, » — liczbg stopni swobody.
Podstawiajac do (2.3) zwigzki (2.11) i (2.13) otrzymujemy

' (K—wiM+iw, C)g = f. (2.15)
Z uwagi na to, ze niektére elementy macierzy K i C sa funkcjami przemieszczen koticéw

PES, do rozwigzania réwnania (2.15) stosujemy procedur¢ iteracyjna. W pierwszym
kroku iteracyjnym zakladamy, Ze wspdlczynniki ttumienia i sztywnoéci PES sa réwne

c* =c, * = k. (2.16)
W drugim i dalszych krokach iteracji wspdélczynniki sztywnoscei i ttumienia PES obliczamy

z réwnan (2.7). Istnieje zatem konieczno$¢ powtarzania obliczeri (2.13) przy zmianie
macierzy K i C.

3. Opis programu komputerowego

Schemat blokowy programu komputerowego przedstawiono na rys. 3. W programie
HYSTER podajemy parametry fizyczne i geometryczne ukladu a wiec wymiary przekroju
poprzecznego, dlugosci elementéw, modul Younga, gestoéé materialu a takZe liczbe
elementow skonczonych NE, liczbg podpdér NP, wspodlezynniki sztywno$ci i thumienia
podpér k; i ¢, oraz &, oy (patrz rys. 2). Ponadto podajemy amplitudy i czgstosci sit
wymuszajacych, Tworzymy kolejno macierze charakterystyczne elementéw a na ich pod-
stawie macierze globalne M, C i K. Wektor f zawiera amplitudy obciazen zewnetrznych *
ukladu. Obliczamy wspGlezynniki u¥ w PES i dalej krytyczne obciazenia pJ"*. Z kolei
okreslamy zastgpcze wspSlczynniki thumienia ¢} i sztywnosei kf* i na ich podstawie two-
rzymy bloki C} i K¥, ktére dodajemy do globalnych macierzy C i K.
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Okre§lamy amplitudy drgan wymuszonych ukladu g. Amplitudy te oblicza program
SOLVG, ktéry opracowano wedhug procedury Gaussa i przystosowano do rozwigzywania
hmowych ukladéw réwnan algebraicznych o wspdiczynnikach zespolonych, Okre§lamy
amphtudy przemieszczen PES (a;) i sily w nich (p;). Badamy zbieznogé wynikow poréw-

HYSTER —
Tworzenie macierzy

(ci1, KT
\
Dodajemy macierze

% u _
[C¥],1KY] do global
Lnych macierzy [C ], K)
-

I ——
Dodajemy wspbtczynniki
sztywnosci ki i Humienia
¢; do macierzy [K]ilC)

Parametry fizyczne
i geometr. ukfadu

Tworzenie macierzy cha-
raklerystycznych elementu

[Me], | Lel, [Kel
| ———3

Tworzenie globalnych
macierzy uktadu : ]

[K).IL), (M) : ,__.._ﬁ___‘ﬂ—J

]

Tworzenie wektora Al= [K)- Wi (M
wymuszeft [t} ll - ]INOI : I

Rozwigzujemy réwnanie

(1a) + iwolc)) {3} = {7}

Okreslié amplitude
przemieszezenia a;
L
Okredli¢ site w PES
pi=cihq

SOLVG

Ipil <[P

moxl

I
5 - a;iliT)-a; [iT-1)

li(c):z%—ip?goi(a; -ém) ] P q; lim
T .
Uimrcsin 1-—%5111'——] J

Ha) = —g,_—n‘&[ﬁ (- Syt
-7}13‘ sin2 f;

i
¥ _ _2Lla)
¢ = Woa

K= H(o)

T I___,.___

= iT +1

Rys. 3. Schemat blokowy programu kompi)terowego

nujagc wspdiczynnik &; z zaloZong tolerancja wynikow e. W przypadku §; >
powtérzenie obliczen przy nowej wartosci a4;.

Opisany wyZej program komputerowy napisano w jezyku Fortran-4 i uruchomiono
na komputerze ICL-70.

& nastgpuje
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4. Przyklady obliczei

Obliczono amplitudy drgaf poprzecznych belki przedstawionej na rys. 4. Belka pod-
parta jest przegubowo na koifcach a takze w dwéch innych punktach, w ktérych wpro-
wadzono PES. Belke modelowano pigcioma clementami skonczonymi o jednakowej
dugodci.

" P=Rsin wyt
PES 0¥l T peg Ap
nr 2 E ‘*@E nr 6 —
Al ‘
T <
bl e s s Ryl
N ~N
| N {
N Al 4y
[Tzoo-—-—zoo——s——200-~—~—200~+ 40—
— 1000 "

Rys. 4. Bslka o stalym przekroju poprzecznym modelowana elementami skonczonymi (Przyklad 1)

Do obliczeri przyjeto nastgpujace dane:

— gesto$¢ materialu o= 1785-10"3 kg ecm~3,

— modut Younga E=21-10" N ecm™?,

— czgsto$¢ wymuszenia o = 400 rad s!

— amplituda wymuszenia P, = 10.000 N,
Na rys. 5 przedstawiono petle histerezy PES numer 21 6 dla g = 0,3, Na rys. 6 przedsta-
wiono przemieszczenia i kat przesunigcia fazowego weztéw belki dla kilku wartoéei &,.
Zbiezno§¢ wynikdéw uzyskano w czwartym kroku iteracji. Obliczenia powtdrzono przy
podziale belki na 10 elementéw skonczonych. Wyniki obliczen rdéznily sie nie wigcej
niz 1%.

Na rys. 7 przedstawiono belk¢ o zmiennym przekroju poprzecznym, ktéra podparto
na koncach oraz w dwdch PES. Belke podzielono na pieé a w drugiej wersji obliczen na
dziesi¢¢ elementéw skosficzonych. Parametry fizyczne ukladu przyjeto jak poprzednio.
Obliczenia przeprowadzono. dla dwéch czgstosci wymuszesi:

wy = 350 rad s71,

wo = 400 rad s~1.

Na rys. 8-11 przedstawiono wyniki obliczenn belki modelowanej dziesigcioma elementami
skoficzonymi. Na rys. 8 pokazano petle histerezy PES nr 4 i 12 (dla # = 0,3) a na rys. 9
amplitudy i katy fazowe w wezlach dla réznych wartoéci &,. Na rys. 10 i 11 przedsta-
wiono wyniki obliczefi dla uktadu jak wyzej przy czestosci wymuszenia w, = 400 rad s~
Zbieznos¢ iteracji otrzymano, jak poprzednio, juz w czwartym jej kroku. Czas obllczen
jednego kompletu danych nie przekroczyt 90 sek.
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Rys. 5. Petle histerezy dla x4 = 0,3 w funkcji & (Przykiad 1),
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Rys. 6. Przemieszczenia i katy fazowe wezlow dla roznych wartosci &, (Przyktad 1)
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Rys. 7. Belka o zmiennym przekroju poprzecznym modelowana elementami skoniczonymi (Przyklad 2)
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Rys. 8. Pgtle histerezy dla g = 0,3 w funkeji &, (Przyk}ad 2 —wo = 350 _ra_)
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Rys. 9. Przemieszczenia i katy fazowe wezldw dla rdéinych wartosei &, (
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(b) PES nr 12
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Rys, 11. Przemieszczenia i katy fazowe weziow dla roéznych wartosci &; (Przyklad 2 —wg = 400—-—)
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Pesome

METOJ, BLIYMCIEHNS AMIUINTYIA BbIHY>XIIEHHBIX KOJEBAHMIA BAJIOK
C YUETOM KOHCTPYKIIMOHHOI'O TPEHUSA

B pafoTe npesacTasiedo aHanu3 BhIMYKAEHHBIX KoneGanuil ¢ yy€Tom meTiM rucrepesnca B u3bpau-
HBIX TIYMKTOBEIX KOHewHbIX anemenTax (PES). Odibexr rucrepesaca Bo3HHKAET B C/Iyuae CYXoro TPEHMST
(Kynom6a). Banku MoaenupoBaHO METONOM KOHCUHLIX afiemMenToB. IIpenyioskeHEbIl METOM OUeHb IPOCT

C TOYKM 3PEHHA TPOrPAMMUPOBAHUA ANITOPUTMA HA BJIEKTPOHHO-BEIUMCIIMTENEHYIO Mamny., TToKasaHbl
TIpUMEPDLI IMPHMEHEHN,
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Summary

METHOD OF DETERMINATION OF THE FORCED VIBRATION AMPLITUDE
FOR THE BEAMS WITH CONSTRUCTIONAL FRICTION

The object of the paper is to present vibration analysis of beams taking into account the hysteresis
loops inselected modes PES. The occurence of the hysteresis phenomenon may result from Coulomb
friction. The methods of finite elements and rigid finite elements are used for modelling of rea beams.
The method is provided with algorithm and computer programme, with was used in the preparation of
examples.

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 swrzesnia 1985 rokn



