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Sterowanie lotem obiektow latajacych realizowane jest najczgéciej za pomocy sit aero-
dynamicznych lub innych réwnowaZnych tym sitom oddzialywan. Jednakze niezaleznie od
sterowan wiele wlasnosci obiektu istotnych dla optymalizacji zwigzanych jest z jego konst-
rukcja, jego wewngtrznymi parametrami. Zmiany w konstrukcji obiektu, wprowadzenie
dodatkowych sprz¢zen pomiedzy jego elementami zasadniczo wplywaja na charakter ruchu,
Zadaniem optymalizacji jest ustalenie takich zwiazkdw miedzy ukladem sterowania a para-
metrami konstrukcyjnymi obiektu, aby proces przejsciowy catego uktadu byt jak najszyb-
ciej thumiony.

Zalezno$ci pomigdzy parametrami obiektu a charakterem jego ruchu wyrazone sg ana-
litycznie przez wspoétczynniki réwnan rézniczkowych opisunjacych dany proces. Z tego
wzgledu optymalizacja ruchu obiektu moze by¢ wykonywana nie tylko przez dobdr odpo-
wiednich oddzialywan zewnetrznych i programu ich zmiany w czasie, lecz réwniez przez
dobér odpowiedniej konstrukcji obiektu i parametréw ukladéw wewnetrznych. Synteza
optymalnych uktadéw powinna uwzglednia¢ oba obszary optymalizacji, tak obszar stero-
wan, jak i obszar parametréw obiektu. '

Jako szczegdlny przypadek zbadano dynamike podtuznego ruchu samolotu z ruchomym
wazkim sterem wysokosci i odksztatcalnym uktadem sterowania [4].

Stosowane oznaczenia:

Cy — wspdlezynnik thumienia wiskotycznego wukladzie sterowania(zredukowany),
k — wspotczynnik sztywnosei zastgpczej w ukladzie sterowania,
Kt — zredukowany wspélczynnik sztywnosci

~ 2 I S )
Cy = Crsp, %y =Kk rsg,

Fsu — promien bezwladnosci steru wysokosci,

m — masa samolotu

Mgy — masa steru wysokosci,

en — odlegloéé srodka masy steru wysokosci od jego osi obrotu,
Zy — wspdlrzedna osi obrotu steru wysokosci wzdtuz osi z,

¥ Referat wygloszony na I Krajowej Konferencji ,,Mechanika w lotnictwie”.
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Su — wspoétrzedna osi obrotu steru wysokosci wzdtuz osi x,

X — przemieszezenie raczki drazka sterowanego w kierunku x,

V(U; V; W) — predkoée lotu i jej sktadowe wzgl. odpowiednich osi ukladu Oxyz,
P, g, — predkosci katowe obrotu samolotu wzgl. odpowiednich osi,

L — moment przechylajacy,

M — moment pochylajacy,

N — moment odchylajacy,

M — moment pochylajacy,

Iy — masowy moment bezwladnosci steru wysokosci wzgl. osi obrotu,
I, — moment bezwiadnodci samolotu wzgl. osi Oy,

My — moment zawiasowy steru wysokosci,

P(1) — zewnetrzna sita wymuszajaca,

Q — ciezar samolotu,

My, — sterujacy moment zawiasowy steru wysokosci.

T —cigg sinikow

1. Rownania ruchu samolotu

Rozpatruje sie podiuzny ruch samolotu o napgdzie odrzutowym. Przyjmuje sie, iz ruch
odbywa si¢ w pionowej plaszczyznie, ktéra pokrywa sig¢ z plaszczyzna symetrii samolotu,
Réwnania ruchu zapisano postugujac sig ukladem osi przeplywu Ox, z,, ktérego poczatek
umieszczono w $rodku masy samolotu. ZatoZono, iz samolot jest bryla sztywna, natomiast
uklad sterowania sterem wysokosci jest odksztalcalny, charakteryzujacy si¢ odpowiednig
sztywnoscig 1 tlumieniem. ’

Przyjeto ustalony ruch prostoliniowy samolotu okreslony nastepujacymi parametrami

V=VYo,Ya= Vas @ =0y, «=0p=0y—py, Oy =0yo— kat wychylenia steru
wysokosei dla ustalonego ruch samolotu. .

Ponadto zaklada sig, iz male perturbacje ¥ nie maja istotnego znaczenia dia procesu opty-
malizacji, a wartodci katdw y i o sa male pozwalajac na linearyzacje (sin & = ¥ ;cos ¥
~ 1). Dodatnie zwroty sit 1 momentéw dzialajagcych na samolot przyjeto jak na rys. 1.
Schemat odksztalcalnego uktadu sterowania sterem wysokosci pokazano na rys. 2. Przy
powyzszych zatozeniach uklad réwnan opisujacych ruch samolotu wzgledem trajektorii
lotu poziomego ma postac:

av T -y ]
= —m—cosot——Cx an:/ - S—gsiny, = 0, 1.1
. p2
v ‘Z’tﬂ - —;sinu+C§ 4 =S a—geosy,, 1.2)

d?u dzyn . dya PR
I, (?174“7172“) = (M4 Mo~ M1 T M MO Sy M By,
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g
Cg 9
Rys. 1. Uklad wspblrzednych osi oraz dodatnie kierunki sil, momentow i katow

Rys. 2. Schemat odksztalcalnego ukladu sterowania steru wysokosci .

(1.3)
= - dy,
Iy 0y +Cy Oy+%y - 0y = my- eHVT’};_([H'l'mHeHSH),

2 2
d—f-l".i—);")+MH+MHz+mH€HgCOS'Vm (1.4

dt dt

gdzie:
de  dy,
= ta

11*
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Wyeliminowujac z réwnan kat ¢, i jego pochodne oraz pomijajac réwnanie (1.1) jako,

Ze lot jest poziomy ze stalg V'
(Vo = Voo =0, sine = a),

réwnanie (1.2) mozna zapisa¢ w postaci (1.2')

dya !
i =b-o—g, (1.2
gdzie:
T 0V
b=y TG 5

Uwzgledniajac (1.2") w réwnaniach (1.3) i (1.4), otrzymuje si¢ uklad réwnan ruchu samolo-
tu z odksztalcalnym ukladem sterowania w nastgpujacej postaci:

d2u
az —+Cbt o = ag Optay by +fi, (1.5
425,
A Cu* Oty Oy = bo - atby - et fa, (1.6)
gdzie:
% Mq+Ma EH ( mHe"SH) M'ﬁ
O, L Iy I,
M- b+ M* "y ( mHeHSH)M"
I, L Iy I,
—_— Ma .
g = Iy ’
o [ (1 e (- b0
Iy Iy Iy
. M‘5
a; = — ;
1 Iy
b = _[ 1+77'1H3HSH (Mll_*_M;I) .
I S IH Iy )
M1
fl = 1— g

£ = [mHeII (1+V)+(1+ miieHSH) Mq] g+ My+Myz )
Iy I, Iy

W zapisie macierzowym uklad réwnan (1.5) i (1.6) przedstawia si¢ nastepujaco:

x = A x+F(1), %))

gdzie:
Xp=0; Xp=0&; X3=0g; X4= Og;
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0 1 0 0 0
A sy Gz dpz a4 ©OFE() = fi .
0O 0o 0 1 0
Qyy Q42 Gy 0% f
Azy = —ug Gy = —C a3 = dp; dzya = a;
a4y = bo; Qs = by; ajs = —ug;  Gia = —Cy.

‘Wspdlczynnikiroznaczone * sg tymi parametrami, ktore nalezy w procesie optymalizacji
dobrad celem zapewnienia odpowiedniej charakterystyki napedu ze wzgledu na tlumienie
procesu przejsciowego.

2. Optymalizacja parametrow dynamicznych

Wiasnosci dynamiczne obiektu reprezentuje macierz stanu A, zatem dla optymalizacji
parametréow napedu steréw zapewniajacych najszybsze thumienie wahan samolotu rozwaza-
nia sprowadza si¢ do analizy ukfadu bez wymuszen, czyli

x = A-x. (2.1)
Warto$ci wiasne macierzy stanu A okreslone sa przez rownanie charakterystyczne o postaci:
|[A-rl] =0,

gdzie: | — jest macierza jednostkows, a ,,”’ dla i = 1, 2, 3, 4 stanowig wartosci wiasne
macierzy A.

Macierz A nie musi posiadaé rzeczywistych wartodci wiasnych, ale poniewaz |A-r 1| = 0

ma wspolczynniki rzeczywiste, to wszystkie zespolone wartosci wlasne muszg by¢ parami
sprzgZone.
4

Poniewaz trA = 3 r;, a dla najszybszego thimienia procesu przejéciowego zada si¢ aby
=1

wartoéci wlasne byly niezalezne i posiadaly jednakowe ujemne czgsici rzeczywiste o [1, 3]
zatem:

trA
‘ . 4
Zgodnie z tzw. Sylvestra warunek njemnych wartoéei o jest spetniony, gdy:

Rer, =0 = (2.2)

4
detA = n"i > 0.
=1

Warunek optymalizacyjny uzyskuje sie na drodze przeksztalcenia macierzy stanu A w ma-
cierz A stosujac przeksztalcenie

X =y e, ‘ L @3
zatem:

y=A"y, (2.4)
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gdzie: ;
A= A-ol,
iwéwezas tr (A—ol) =trA-n-0c=0
Poszukuje si¢ takich wartosci Cy 1 %y aby rozwigzanie réwnania (2.4) bylo rozwia-
Zaniem nierosnacym.
Poniewaz §lad macierzy A jest réwny zero
tr A = 0,
zatem wartos$ci wiasne det Ii'winny by¢ urojone lub réwne zeru [1]. Przeksztalcamy w tym
celu wyznacznik charakterystyczny macierzy do wielomianu
A—0l = (=10 —p, 0" +p,0" 2+ .. +(=1)p,]. 2.5
Wspdlezynniki p (i = 1, 2, ..., n) tego wielomianu wyrazaja si¢ za pomoca elementéw ma-
cierzy A w sposob nastgpujacy:

n .
Py = 611"_&22"' +Z]llll = Zall = tr A’
i=1

\
d, — jest suma minordw gtéwnych (tj. minoréw potozonych symetrycznie wzglgdem glow-
nej przekatnej) stopnia drugiego macierzy A

n-1
a, a .
D2 = ~ | J > 1,
T<; | o

P, — jest sumg minoréw gidwnych stopnia trzeciego,

n-2ldy Gy Gy,
Ay 4y i, h>j> i,
Ay Qni Apn)

Ps =
I<j<h

itd, a
p, = detA,

gdzie: @, = a,;—o0.
Rozwiazanie réwnania bedzie nierosnacym jezeli:

pi >0, dla i — parzystych,

pi =0, dla i — nieparzystych.
Otrzymuje si¢ w ten sposéb warunki na charakterystyke uktadu napedowego steru, a wigc
na Cy i %g, ktora zapewnia najtagodniejsze sterowanie samolotem przy najkrétszym czasie
trwania procesu przej$ciowego.

Dla rozpatrywanego przyktadu A ma postaé:

—0c 1 0 0

A = Ay Q2—0 QA3 QAaa
0 0 -0 1

Ay Aay Ak afdr"a‘

>

a poszukiwane warunki sg nastgpujace:

p=ttAs= —dotay+at, =0,
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P2 = 30> —0(2a3,+af,)—(ar +af;) > 0,
Py = —20°+0%Q2ay0+a%y) +0(ay, ~ Ay G+ af 3+ sy +a34)+ (2.6)
+ (42823 —az20a%;) = 0,

il

— A . 4 3 2 e
Pa = det A = 0% —~0%(ay, +a%s) +02(ar20%4 —af 3~ 42035~ a32) +
+0(a22 083 — 42023+ 03 0%~ 022 04,) + (02304, — ay, af3) > 0.

Najszybsze tlumienie wymaga aby wspétczynnik a%, byt co do bezwzglednej wartosei
jak najwigkszy. Zatem jego warto$¢ nalezy dobraé pod tym katem widzenia, uwzgledniajac
mozliwosci konstrukcyjne.

Poniewaz
a%, = _[SI"!_+(1 +QM) Mi]’
Iy 1,

In
za§ Cy — jest wspotczynnikiem thimienia w ukladzie wychylenia steru wysokosci,

Mmyeg' S ; .. C
" "H oraz M®, Wartosé —1*
H H

mozna wstepnie dobraé dla izolowanego napedu steréw. Z relacji najszybszego ttumienia
dla ukladu oscylacyjnego wynika
Cu ]/ 2
= 2 . 2.7
I i @7

Pozostaje wigc dobranie odpowiedniej wartoéci wspofczynnika a%,. Wykorzystuje sig
do tego celu warunek na p; = 0, z ktérego wynika, Ze af, winna mie¢ warto$é:

wiec mozna dobraé wspotczyonik af, droga zwigckszania

0>+ (a2 —a22(1+041) + 24205, 10+ iz ar5.
0—ay, '

afs = 2.9

Warto$¢ ta musi ponadto spelniaé warunki
p.>0 i p,>0,

czyli det A > 0 dla n— parzystego.

Zreszta ten ostatni warunek jest warunkiem koniecznym statecznosci uktadu w ogole.
Istotne znaczenie maja tu relacje migdzy wspdlczynnikami wiersza drugiego i czwartego

macierzy A. Szczegdlnie istotna rolg odgrywa ich zaleznos$é od predkosei i wysokosei lotu

jak i stosunek pochodnych wspélczynnikéw aerodynamicznych samolotu i sterow. Szczegd-

fowe omdwienie ich wplywu na struktur¢ ukadu sterowania i na optymalne wartosci od-

powiednich wspdlczynnikéw wymaga oddzielnego opracowania.

Whioski

Zastosowanie nowej metody syntezy liniowego ukladu dynamicznego przedstawiono na
uproszczonym modelu mechanicznym. Uproszczenia ida tak daleko aby 'z jednej strony dac
jak najbardziej przejrzysty obraz stosowania metody i wynikajacych z tego korzysci, z dru-
giej zas strony aby model nie znieksztalcal nadmiernie sensu fizycznego procesu. Za taki
model uznano sterowanie podluznym ruchem samolotu, przy zalozeniu, Zze male pertur-
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bacje predkosel nie wptywaja w sposob istotny na wzajemne sprzezenie dynamiki lotu sa-
molotu i dynamiki uktadu sterowania. Potwierdzenie shusznosci takiego zalozenia wymaga
poréwnania wynikéw ukladu uproszczonego i ukladu pomijajacego te uproszczenia.
Zagadnieniu temu po$wigcona begdzie oddzielna praca.

Korzyécia uproszczonego modelu jest przejrzysto$¢ uzyskanego wyniku w postaci za-
leznosci (2.8). Pokazano w nim sprzgzenie charakterystyki dynamicznej samolotu i od-
ksztafcalnego ukladu sterowania. Znaczenie tej zaleznosci jest szczegolnie istotne dla pro-
cesu projektowania.

Dodatkows korzyécia jakg daje zastosowanie proponowanej metody syntezy jest prosto-
ta w uzyskaniu odpowiednich czgstosci wahan ukladu. Ulatwia to rozwiazanie réwnania
dla ukadu przeksztalconego. Wyznaczenie pierwiastkdw czysto urojonych dla wyjsciowego
uktadu 4-go rzedu sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania bikwadratowego. Daje to mozli-
wosé unikniecia stanéw krytycznych [2] dla przypadku kiedy czgstosci zblizaja sie do siebie.
Z punktu widzenia praktycznego posiada to nicbagatelne znaczenie.
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Pesome

TIPUMEHEHHME MATPHYIHOI'O METOIA X OIITTUMU3ALMM HEXECTKOU CHCTEMBI
YIIPABJIEHUA

Konuenuusl ONTHMH3aIMH CHCTEMBI, OBECHEUHBAIOMIAA CaMOE OLICTpOE 3aTYXAHME MEePEXO/IHOTO
npouecca A JTHHeHHOH CHCTEMBI OITHCAHHOM MATEPWUYHO-BEKTOPHBIMH YDABHECHHSIMH.

VYenosuss B MaTprunoit dopme HAIOT BO3MOMKHOCTL OLICTPOTO YCTAHOBNEHMA COOTBETCTBYIOLIMX
K03 DHIMEHTOR JUIA JIMHEHHLIX CHCTEM, 2 B GONBIIMHCTEE CIIYUYaeB YPABHEHMs YIPABISEMBIX HUHAMHU-
YECKHX 00BbeKTOB NPHBEAEHBI B (hOpME MATPHUHON CHCTEMBLI YpaBHEHHIH,

Jna wurocTpaLK METONA NMPHBEEH MPMMEP IMHAMHKH TIPOJOJLHOIO ABIMKEHHSI CaMOJIETA C Ts-
MENBIMH PYIIAMH BBICOTHI M HEMKECTKOH CHCTEMOH yIpaBieHHs.

Summary

MATRIX METHOD APPLIED TO OPTIMIZATION OF THE DEFORMABLE CONTROL
SYSTEM CHARACTERISTICS

In most of the cases the dynamical control systems are presented in terms of the system of differential
equations in the matrix form. Then the coefficients of linear systems of the strongest damping can be deter-
mined directly from th~ optimization conditions, The application of the matrix method has been illustrated
by optimization characteristics of the deformable conirot system for the longitudinal motion of an airplane.

Praca wplynela do Redakcji dnia 14 lutego 1986 roku.



