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1. Wstep

Badanie ruchu nickierowanego obiektu latajacego (OL) w atmosferze sprowadza si¢
do analizy silnie nieliniowych réwnan rézniczkowych ruchu. Wspdlczesne maszyny ma-
tematyczne umozliwiaja analiz¢ wymienionych réwnan, lecz trzeba na ten cel przeznaczyé
duZo czasu maszynowego, szczegblnie w przypadkach, gdy Zachodzi potrzeba zbadania
wplywu na ruch OL wielu parametréw np: charakterystyk konstrukcyjnych i aerodyna-
micznych OL, parametréw atmosfery, warunkéw lotu itp. Poza tym wydtuzenie czasu
maszynowego wynika z koniecznoéci stosowania odpowiednio malego odstepu catkowania,
w przypadkach badania ruchu OL charakteryzujacego sie szybkimi zmianami kinematycz-
nych parametréw ruchu, a2 w szczegdlnosci parametréw opisujacych ruch dookota srodka
masy. Stad wynika potrzeba szukania przyblizonych rozwigzan analitycznych, ktére
umozliwilyby w szybki i ekonomiczny sposéb okresli¢ charakterystyki ruchu OL. Innym
powodem uzasadniajacym celowo$é stosowania rozwigzan przyblizonych jest réZna
szybko$§¢ zmian parametré6w toru §rodka masy OL (predko$¢, wysoko$é) i zmian kinema-
tycznych parametréw charakteryzujacych ruch dookota érodka masy (katy natarcia
i slizgu). W celu oszacowania wspomnianej réznicy w szybkodci zmian parametréw ruchu
lub poréwnania matych wielkosci wygodnie jest wprowadzié maty bezwymiarowy parametr

(zbiér matych parametréw) umozliwiajacy otrzymywanie asymptotycznych rozwigzan
réownasn ruchu OL.

2. Rownania i zaloZenia wyjSciowe

Mozliwoéé uzyskania w sposéb szybki i ekonomiczny rozwiazania dowolnego zagadnie-
nia z dynamiki lotu w duzym stopniu zalezy od postaci réwnai ruchu obicktu latajacego.
Stad tez poszczegblnym rodzajom zadah odpowiadaja swoiste, najbardziej racjonalne
sposoby zapisu rownan problemu [3], [4], [6]. Okazuje sig¢, ¢ podczas badania ruchu
OL charakteryzujacego si¢ plaszczyzna symetrii wygodnie jest postuzyé si¢ réwnaniami
W pSlzwiazanym ukladzie osi wspéirzednych Ox,y,z, (rys. 1), natomiast przy rozpatry-
waniu ruchu osiowo-symetrycznego OL (szczegdlnie przy duzych katach natarcia) — w u-
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kladzie osi wspélrzednych zwiazanych z przestrzennym katem natarcia o, czyli ukladem

0xy Yo ze (rys. 2).
Réwnania ruchu OL dookola §rodka masy w ukladzie zwigzanym Ox, y,z, napisa¢

w postaci

AL . = .
—dT+a)><L—M (21)

gdzie: @, L — wektor predkosci katowej i kret OL,

M — wektor momentu aerodynamicznego.

Rys. 1. Uklady osi wspbirzednych: predkoéciowy  Rys. 2. Uklady osi wspc’)}rzqdnych zwiazane z prze-
Ox,YaZa, ZWigzany Ox;yyzy 1 pOlzwigzany Ox,y,z, strzennym katem natarcia.

Katy natarcia « i Slizgu § od ktérych w gldwnej mierze zalezg sily i momenty aerody-
namiczne mozna wyznaczyé z zaleZnosci:
« = arctg(—v, [v.)
f = arctglo. (o, +02)""]
gdzie: v, ,v,,v,, sa skladowymi wektora predkosci OL w zwiazanym ukladzie osi
wspolrzednych Ox,y,z; (rys. 1).
Do okreslenia zmian katow eci § w czasie lotu OL sformutowano nastgpujace réwnania:
o= —oy cosatgfto, sinatgf+o.,~(c, ¢S+

—mgcos@cosy) (mv cos §)~* 2.2)
B = w,,sina+w, cose+ [(c,,psinﬂ+c,pcosﬂ)qS+
+mgcos@siny](mv]~* 2.3

7 = w;,cosacos™! f—w, sinacos™f+{[c, cosy+
—(ex,sinfi+c. cosB)sinylgS(me)~! — (v~ +
~or~Ygcos@ }tgfcosy + (sinBsiny + cos ftgd) [cy, siny +
+c sinfi+ ¢, cos f)cos ylgS(mucos f)~1 2.4)
gdzie y — kat przechylenia.
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Wystepujace w powyzszych réwnaniach wielkoéci v, @, y (rys. 3.) mozna okresli¢ w wyniku
rozwigzania réownan:

my = ¢, cosf—c, sinfi—mgcos® '(2.5)
mol = [e,,cosy—(cy,sinfi+c, cosfsiny]qS —mg(v™" ~ovr~')cos® 2.6)
y = vsin® 2.7

Dla OL osiowo-symetrycznych stuszny jest zwigzek
CxpCOSﬂ—-Cszinﬁ = cx,(apr:)

Je$li ograniczymy dalsze rozwazania do przypadku ruchu ciata charakteryzujacego
si¢ symetria osiowa oraz pominiemy wplyw sil grawitacyjnych na jego ruch obrotowy,
to réwnanie (2.2) w zastosowanin do okreslenia zmian przestrzennego kata natarcia
mozZemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci

Uprz = @z —C, (U ) gS(mv)™* / (2.8)
Przyjmiemy roéwniez, z¢ w przypadku ruchu ciala osiowo-symetrycznego wypadkowy
wplyw sily aerodynamicznej na zmiang kata @ jest pomijalnie maly, co pozwala odrzucié
czlon w nawiasie kwadratowym réwnania (2.6). Przy zastosowaniu metody malego para-
metru czgsto przyjmuje sig, ze parametry ¢, &, y zmieniaja si¢ wolno, co pozwala wpro-
wadzi¢ do prawych stron rownan (2.5)=-(2.7) maly parametr u.

3. Okreslenie parametréw plaskiego ruchu wahadlowego OL
za pomocg metody malego parametru

Ruch obrotowy (woké! srodka masy) OL bedzie uwazany za plaski, jezeli jego po-
czatkowa predko$é katowa bedzie réwnikowa (w,, = 0) i normalna do plaszczyzny kata
natarcia, a kierunek wektora predkosci w rozpatrywanym przedziale czasu bedzie ulegat
niewielkim zmianom.

Réwnanie opisujace plaski ruch OL dookota érodka masy przy uwzglednieniu zatoZen
przyjetych w punkcie 2 oraz zastosowaniu metody malego parametru mozna przedstawié
w postaci

a+u(Fi+F)a—F;, =0 G0
gdzie
Fy = 0,5¢, (0)quSm™! Uprz = |t
Fy = 0,5m%, quSIT;t mer, = —‘—@i‘— = o
: 1 das,, ¥
Fy = 0,5m, (0)qv*SIJ* w;, = o, lv
Z;mwazmy, ze réwnanie (3.1) jest rownaniem typu
X~ud (v, x, x)+Dy(zr,x) = 0 (3.2)

opisujgcym swobodny ruch wahadlowy o wolno zmieniajacych si¢ parametrach. Rozwig~
zanie réwnania mozna przedstawié w postaci

x = xo(v, d, )+ px,(z, d, )+ p2xa(v, d,p)+ (3.3)
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gdzie: — funkcje x; sg okresowe wzgledem zmiennej v x(z, d, ) = xi(7, d, p+2=)
— czas bezwymiarowy —7 = u!
— d — wolno zmieniajacy sie parametr okreflajacy amplitade wahan ukladu,
Przyjmiemy, 2¢ d bedzie maksymalng wartocia zmiennej x uzyskiwang
w ruchu wahadiowym.
Zmiane¢ wielkosci d i y opisuja réwnania

d = pCy(t,d)+p>Cy(z, )+ ...

. 3.9
P = wol(T, d)+pw, (7, d)+ po,(r, d)+ ...

<]

N
7 ‘
ro/ ro \

A

*

Rys. 3. Schemat okreSlenia wielkosci r, @, y, ro, v

Poszukujyc rozwigzan asymptotycznych rozlozymy w szereg Taylora (wzglgdem u)
funkcje @,(7,x,X) podstawimy do réwnania (3.2) przyréwnujac do zera wszystkie
czlony male wyzszych rzedéw:

2 *xo
wy(7,d) pve +D,(7,x5) =0 3.5)

3 Pxy | 00y T O L

0o Gzt gy (B X)X = —dwe o — g

P 2
+9’1(T,xo,wo xo)—(2wo 670 + 6% axo)cl+

ay owdd ' ad dy
%x, —
2wy = Iy g (3.6)
3 .dzx, a(bz B azxo 3(00 axo
W 'gy?'-l*—a}-' (7, X0)x; = hy - (2wo Gwad +3 7 G
?*x;
——Zwow, 'a—ipzi = h[ ’ (3.7)

Roéwnanic (3.5) okresla sposob zachowania si¢ rozwiazania w jednym okresie wahai,
czyli opisuje zalezno$é funkeji xo(7, d, ¢) od y. Funkgje wqo(7, d) okresla si¢ z warunku,
aby okres funkcji xo(y) wynosil 2x.
d d
—-0,5)~-1
wo(t,d) = n{ f [2 f@z(r, xl)dxl] } (3.9)
dm,,, x

d
gdzie: [ @,(7,x) =0
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W wyniku analizy réwnania (3.6) mozna sformulowa¢ dwa warunki jakie musi spetnié
jego prawa strona, aby funkcja x,(v, d, y) byla rowniez okresowa wzglgdem p (o okresic
27). Warunki te pozwalaja sformulowaé wyrazenie na C,, w, oraz x,. Postgpujac analo-
gicznie z réwnaniem na x,, po wykorzystaniu warunku okresowosci funkgeji x, znajdujemy
C,, w3, X, itd. Metoda z niewielkimi poprawkami znajduje réwniez zastosowanie dla
przypadku ruchu obrotowego. Przejécie od ruchu obrotowego do ruchu wahadtowego
(lub odwrotnie) mozliwe jest gdy:

@, (r,x,X) =0 oraz %(IEZ— (t,x) #£0

Catka -
w420 5
Ny = f o (—(,;E&)d(p (3.9)
0 ke

w przypadku obydwu tych ruchéw wynosi:
— dla ruchu wahadiowego

Npy,=2 [ %(r,x)dx (3.10)
Lmin
— dla ruchu obrotowego
Ny, = [ (v, x)dx G.11)

-1

Zwigzek miedzy tymi caltkami mozna okresli¢ nastepujaco

Ny, = 2Ny (3.12)

obr

Zaleznos¢ (3.12) jest stuszna w przypadku, gdy nie sa naruszone warunki stosowalnogci
metody malego parametru. Warunki te beda naruszone gdy okres wahan

Tyar = 2Ty =2 [ [X(7, 0)]"tdx
*min

rosnie nieskorniczenie w punkcie przejécia od ruchu obrotowego do wahadlowego (Xmax — 7
Xmin = — 7).

3.1. Zastosowanie metody do badania ruchu obrotowego podczas wejscia OL (ponownego) w atmosfere.
Jako warunki poczatkowe ruchu przyjmiemy parametry ruchu odpowiadajace wysokosci
przyjetej za granicg atmosfery (y = Y).

a(to) = do; Z—f(to) = @(to) = w;,, (3.13)

Na czg¢éei toru y > Y OL wykonuje réwnomierny ruch obrotowy wokot osi 0z, (wplyw
momentdw aerodynamicznych na ruch OL jest pomijalnie maly). W miar¢ jak rosnie
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ci$nienie dynamicznc ¢ na skutek wzrostu gestosci powietrza ¢ rownomiernosé obroty
zostaje zaktécona i poczawszy od pewnej chwili czasu (wysokoéci y) ruch obrotowy prze-
chodzi w ruch wahadiowy.

Stosujac opisang na poczatku punktu 3 metode do okreslenia zmian amplitudy wahan
OL przyjmiemy dodatkowo nastgpujace zaloZenia upraszczajace:

— pomijamy tlumienie aerodynamiczne,

— zmiana predkosci OL nic zalczy od kata natarcia.
Na podstawic zaleznosci (3.12) w odniesieniu do warunkéw zadania moZna napisac

Ny = _j a(z, 2)do =
© Gmin
®max B Anrax 0,5
=2 f —[2qSIJ:'f f m,.l(al)dal] do. = 2:/:(01’; (3.14)
®min Emin
g 1
gdzie J, = N

W przypadku dostatecznic duzych ¢ amplituda e,,, moze przyjmowac nicwielkie wartose
Ny & [ [,qSIT. (ahas— 22N der =0, 5(— m, gSIT, )5tk (3.15)

Apin

Skad po uwzglednieniu (3.14) otrzymujemy

Unax R 209, (— gt J ) s (3.16)

vz,

3.2. Sprawdzenie stosowalno$ci metody na odcinku przejScia od ruchu obrotowego do wahadlowego.
Przejscie od ruchu obrotowego do ruchu wahadtowego odbywa si¢ na dostateczuic duzych
wysokosciach, gdzie predko$é i kat nachylenia toru sa praktycznie réwne predkosci i ka-
towi wejécia'w atmosfere a thumienie aerodynamiczne odgrywa niewieikg role [2]. Biorac
powyzsze pod nwage rownanie (3.1) dla odcinka przejscia po odpowiednich przeksztal-
ceniach moZemy napisa¢ w postaci

&+ &%exp(2nt)m(a) = 0 (3.17)
gdzie:
&= [O,SImZJSIj:,UoQ(to)]O'S
7 = 0,5%04(sin@| = 0,5xvp
() = oto)exp[—x(y—Y)]
my (o)
m_ (0)

Podczas sprawdzania stosowalnodci zaproponowanej metody na odcinku przejicia
od ruchu obrotowego do ruchu wahadtowego do obliczen przyjeto rakiete hipotetyczng
o nastgpujacych podstawowych charakterystykach:

— dlugos¢ rakiety — 9.8 [m],

— drednica kadhyba — 1.85 [m],

m(a) =
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— masa rakiety na badanym odcinku toru — 1500 [kg],

— predkos¢ rakiety podczas wejscia (ponownego) do atmosfery — 1700 [?],

— wierzchotkowa toru — 140 000 [m],

— kat nachylenia toru podczas wejscia w atmosfere

0.5[rad] € @, < 1.0[rad]
— poczatkowy kat natarcia podczas wejicia do atmosfery
0< ap € 27,

Na podstawie wynikéw otrzymanych z rozwigzania rbwnania (3.17) mozemy dla
rakiety hipotetycznej okredli¢ funkcje warunkéw poczatkowych @(x, @), gdzie x =
= @;107;‘1. Wartosci liczbowe funkcji @(x, %,) dla rakiety hipotetycznej o sinusoidalnej
charakterystyce momentu zawiera tabela 1.

Tabela 1
P . Lo 4 L 1 2 5
T -— — — B — —T g
x . 36 6 3 2 3 6
S~ .
|
0.0 3.843 2.521 1.804 1.336 0.820 0392 | 0.0
0.5 4,007 2.620 1.997 1.492 1,076 0.778 0.608
1.0 4.256 2.805 1.161 1.776 1.472 1.304 1,209
2.0 4.544 3.324 2.797 2.528 2.409 2.244 3.156
5.0 5.734 4.736 4.404 4.248 4144 | 4.074 4.054
Wprowadzajac nowg zmienng niezalezng z
z = én~texp(nt)
rownanie (3.17) przeksztalcamy do postaci
d*a do :
4zl — 4 m(a) =0 3.18
7 a5 Tm@ (3.18)
Réwnanie (3.18) rozwiazuje si¢ dla warunkéw poczatkowych

o
a(zo) = oo '?12—(20) =

gdzie

Obliczenia pokazuja, ze dla duzych wartoéci z i dowolnych wartosci @i w. warto$¢
amplitudy kata natarcia jest proporcjonalna do z~%3, czyli

Umax = P(x, o)2"° = D(x, Bo)n™* {~2&/[280(10)]} "% (3.19)
Okazalo si¢ réwniez, ze dla pewnych wartoéci x, 2, o, funkcja @ posiada nieograniczony
pik. Stad tez funkcje t¢ zbudowano dla wartosci oy = oo~ ao,. Przyczyng powstania piku
sa warunki ruchu powodujace, Ze cialo znajduje si¢ w poloZeniu réwnowagi niestatecznej.
Przy nieuwzglednieniu wiatru i zmiany kierunku wektora predkosel i zadanin predkosdci
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katowej ., w rozrzedzonych warstwach atmosfery mozna dobra¢ takie wartosci kqta
natarcia, ze trajektoria fazowa &(a) bedzie si¢ konczyla w punkcie: oo = 7, & = O (rys.
4.a). W tym przypadku OL znajduje si¢ w obszarze poloZenia niestatecznego w ciagu
blizej nie okreélonego dlugiego okresu czasu. Z tego wynika, Ze przy malej zmianie poczat-
kowego kata natarcia OL bedzie znajdowal si¢ w obszarze « = 7 przez dhugi okres czasu.
Po wyjsciu z obszaru réwnowagi niestatecznej OL bedzie wykonywal wahania o stosunko-
wo duzej amplitudzie (rys. 4.b). Wyniki obliczen opisanego ruchu powinny by¢ uwzgled-
nione w procesie konstrukcyjnym OL. Ruch niestateczny moze wystapi¢ przy dowolnych

b)
al |

o

0 N\

Rys. 4. Przykladowe zmiany a(x) i «(¢) OL w polozeniu rOwnowagi niestateczne;j.

stawie wynikow obliczen stwierdzono, ze przy x —+ oo wartosé oczekiwana funkcji @ (x, @)
dazy do 2 }/x. Oznacza to, ze przy x — co iloraz @(x, a,)/21/x dla dowolnych wartosci
&g dazy do jednosci, Podstawiajac warto$é @(x, o) = 2 ]/'; do réwnosci (3.19), w wyniku
otrzymuje si¢ zaleinosé (3.16). Z kolei przy x — 0 wartosci funkcji @(x, @,) daza do
osiggnigcia wartosci granicznych. Mozna przyjaé, Zze juz przy x < 0.5 wartoéci funkgcji
D(x, a,) prawie nie zaleza od wartoéci x. Ma to szczegdlnie miejsce dla maltych wartosci @,.

wartosciach x. Funkcja @(d;) jest symetryczna. @,,;, wystepuje przy o, = +z. Na pod-

3.3. Przyblizony spos6b uwzglednicnia ttumienia aerodynamiczneg(; na amplitude wahai OL. Rozpatru-
Jjac ruch wahadlowy OL na czgsei toru, gdzie mozna zastosowaé metode malego parametru
oraz uwzgledniajac wplyw kata natarcia na wspélczynnik oporu c¢,, mozna otrzymaé
zaleznosci opisujgce zmiang amplitudy okresu wahaa T, w wyniku zmian:
a) Ciénienia dynamicznego —gq,
((Sfxmax)q _ 0,25 dq 0,57

% 7 \0.5 dq
T The T w7 = —m2 qSIJ. )5 = (3.20
A max ] 0,25 q q dt vah q ( mu.qSIJ-l) dt (3 2 )
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’

Hoczyn _(17 fé% wyznaczymyﬂv oparciu o rozwigzanie Allena-Eggersa [1]

1 dq _ o -1
T a —nop[l -y, gS(xmp)~1]

b) Thumienia aerodynamicznego.

(a am x)a o QS l v '8
__a_i = —_— U’:‘ 12 __ZL— =
Onax .7'6|Cyn ;nz‘ n le I 2)71 )7112|”121|

= qt|c}, ~mEmi2J |[20SPm>T, (Im? )~
Podczas obliczen nalezy mieé na uwadze, ze poczatkowy kat natarcia w rozrzedzonych
warstwach atmosfery osiaga przypadkowe wartosci i stad zadanie oszacowania amplitudy
wahafl OL w gestych warstwach mozna rozwigzal tylko w przyblizeniu nawet w przypad-
kach gdy zadana jest w, .
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~Pe3wme

TIPUBIWKEHHLIE METOH MCCIEIOBAHUS BPAIATENLHOIO IBIDKEHMS
JIETATENBHBIX OFBEKTOB

B paGore npencrapnen aHANHTHYECKHI METOJ HCCIIEOBAHMS BPAILEATENEHOTO ABIKCHAA (BOKPYT
LEHTPa MacC) HEYUpPAaBJISAEMOIO JICTATEABHOro OOBEKTAa, XAPAKTEPHAYIOIUErocs OCeBol camMMerpHell.
VPaBHEHHA BPalUATENLHOTO ABIDKEHMsT chOpMYIHPOBANLI B CHCTEME ocell KOoOpAMHAT, CBA3aHHOH
C OpOCTPAHCTBEHHBIM YTJIOM ATAKH, UTO JAET BO3MOMKHOCTD HCCIIEROBATH 3TO ABH)YKEHHE IIPH IPOHU3BOJIL-
HBIX yryax aTaku. IlpHBeneHo ommcamue METOHA, 8 TAKKE CNOCO0 YUeTa BJIHSHMS 25POLHHAMHUCCKOrO

3aTYXAHHA HA aMIUIMTYAY KoJeGamuil poJosIEHOH OCH OCECHMMETPHIHONO JIETATENBHOro 00BEKTa B IIIO-
, CKOM BDAaIIATEIEHOM IBMYKEHMU.

Summary

APPROXIMATE METHOD OF INVESTIGATION OF THE ROTATIONAL MOTION
OF FLYING OBIECTS

An apalytical method of investigation of rotational motion (around the centre of mass) of a flying
object without guidance characterizing the axial symmetry is presented. The equations of motion are
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formulated in a coordinate system the axes of which are related to the angle of incidence. This cnables ap
investigation of the motion for various angles of incidence. The description of the method and the way
of including the influence of aerodynamic damping on the amplitude of oscillations of longitudinal axis
of axisymmetrical flying object in plane rotational motion is also discussed.

Praca wplynela do Redakeji dnia 19 marca 1986 roku



