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1. Wstep

Dotychczasowe rozwiazywanie metoda elementéw skofczonych quasi-statycznej
sprezysto-lepkoplastycznosci w zakresie matych odksztatcefi oparte bylo na procedurach
z ograniczong stabilnos$cia ze wzgledu na krok czasu. W kolejnych artykutach [2], [8]
przedstawiona zostata procedura Eulera oraz warunki dla kroku czasowego w celu zacho-
wania stabilnosci. Podobne ograniczenia wystepuja dla procedury poczatkowych obcigzen
[1] z bezwarunkows stabilnoécia dla parametru aproksymacji @ = 1. W pracy [3] przed-

stawiono procedurg Newtona-Raphsona bezwarunkowo stabilng dla @ > ;— Z wyjatkiem

procedury Eulera dla @ = 0 rozwazania dotyczyly sprezysto-lepkoplastycznoéci bez
wzmocnienia. Wiele materiatéw wykazuje jednak réwnoczesnie wrazliwosé na predkosé
odksztalcenn niesprezystych &® jak i samo odksztalcenie niesprezyste . Stad potrzeba
stosowania bardziej nieliniowych praw plynigcia. Ogdlnie mozemy zapisaé t¢ zaleznosé
W postaci macierzowej:

& = flo, &) (1.1)
gdzie o jest wektorem naprezen.
Podejécie sprezysto-lepkoplastyczne pozwala na uzyskiwanie rozwigzad sprezysto-pla-
stycznoséci jako stanéw ustalonych dla duzych czaséw [8]. Taki sposob rozwigzywania ma
charakter metody relaksacji dynamicznej, Czas gra role fikcyjnego parametru. Prowadzi
to do uzyskania 10zwiazania zwiazanego ze spelnieniem warunku plastycznosci.

2. Wzmocnienie kinematyczne

Ograniczymy si¢ do przypadku wzmocnienia kinematycznego [5], dla kt6rego wprowa-
dza si¢ naprezenie wzgledne o, postaci

o, = og—c-JI - &, 2.1)

gdzie ¢ jest stala wzmocnienia.
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Poniewaz stosujemy odksztalcenie tzw. inZynierskie

ou,  du,
& ==
127 9x, ' ox,

stad musimy wprowadzi¢ diagonalna macierz III dla tréjwymiarowego stanu naprgZenia:
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Warunek plastycznosci ma postaé¢ dla granicy plastycznosci o, przy rozcigganiu

Okint = Op, 22

0o} —

gdzie:

3 .
Gki_ut = ]/E‘ _Q'ESDLI,SDQ} . (23)
Tloczyn Spoy = Sk stanowi dewiator napr¢Zzenia wzglednego, a macierz Sy jest postaci:

2 1 |
T 000

000

3
2
3

I

0

T O e

sym. 1

-0 O
oo O

_ 1
Wprowadzenie macierzy diagonalnej II o postaci podobnej do macierzy III, gdzie w miejsce
%naleiy podstawi¢ 2, wynika z ograniczenia si¢ do wektoréw szescioelementowych.

Zgodnie z koncepcja materialéw statecznych Iepkoplastycznych [5] mozemy zapisaé
prawo konstytutywne w postaci '

o af
& = /O 5 24)
gdzie yp jest lepkoscig,
F= %—— 1 okredla statyczny warunek plastycznoéci, a _
0
S = Okint 2.5

dla wzmocnienia kinematycznego.
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Symbol (P> oznacza prég, powyzej ktorego wystapia odksztalcenia niesprezyste tzn:
o {(D da ©>0
P>=Y da o<o0.

Funkcije D(F) mozna przyjmowac w réznej postaci [5] najczesciej jednak stosuje si¢ funkcje
potegowa P(F) = F". Zgodnie z (2.4) i (2.5) mozemy obliczyé pochodne czastkowe i za-
pisaé

(2.6)

i = ooy 2 f" . @1

Taka postaé réwnania konstytutywnego gwarantuje niesci§liwoé¢é w zakresie niesprezy-
stym, co jest potwierdzone doswiadczalnie dla metali.

3. Metoda Newton.a'-Raphsona

Oznaczmy dla wygody przyrosty zmiennej o w przyroscie
6_0_'1!1—{-1 = g:xill—_q"’ (31)
oraz przyrosty zmiennej o w iteracji:
Aghsy = 1= Tuss- (32
Poniewaz (1.1) jest okreslone postaciq rézniczkowa mozemy przyjaé, e
depty = Sa(“'l) Otysy, : (3.3)
gdzie 0 € @ < 1 jest parametrem aproksymacji liniowej postaci

ate = (1-0) g, +0- a;tl,

3.4
’"ggl) — (1_@) 8,,+@ a(l+l) ( )

Natomiast:
BGED = pogitd; 2UED), (3.5

Aby obliczyé nieznane z géry wartodci ¢ltd, &4, rozwinmy & w szereg Taylora wzgle-
dem pierwszych pochodnych
aeaT i 3 aT |

-Adt +@——
+1
do In+0 =" 9" |nso

oD — gl 1@, ~Aedy, (3.6)

wykorzystujgc zaleznosé:
AQ’:‘H-@ =6- AQ’»’:H oraz 48:"4-9 =0-Agk .
Yaczae (3.6) z (3.3) otrzymujemy

06, = G™1- (686 + O Py Adh 1 —0O - Py 8&5{TY) - Otysns 3.7
gdzie:
G=" -6 at,,“ P
Dla wygody wprowadziliSmy oznaczenia:
=aT |l . a-a'r i
P, = L oraz P, = £

d0 |n+e & |n+
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Ogdlne réwnanie konstytutywne dla sprezystoéci przy zalozeniu addytywnosei odksztalceny
spr@zystych i niesprezystych ma postaé w wersji przyrostowej

80141 = D (8n41— dent1), (3.8)
gdzie D jest macierza sprezystosci. : : :
Podstawiajac (3.7) do (3.8) 1 przeksztalcajac wzglgdem dat 4 otrzymujemy _ _
Agu+1 = Q§3ljn+1—2 '(§u+@' 6tu+1+2— 6‘7}111 3tn+1 e- P 68n+1 (3-9)
gdzie é jest macierza sprezysto-lepkoplastyczng z uwzglednieniem wzmocnienia kinema-
tycznego '
D=G"(G: D™ G"+O: Styyy Po- G- G = D*- G, (3.10)
a macierz : : -
_D_.* = (Q Q—l +6- 6tn+1 : I_)a)_l- (3-1 D
W réwnaniu (3.9) pojawia si¢ macierz odksztalcen B zwigzana z dyskretyzacja kontinuum,
laczgca odksztalcenia z przemieszczeniami weztdw. '
Zwroémy uwage na fakt, Ze w réwnaniu (3.9) znamy wszystkie wielkodei z wyjatkiem
Adyy oraz Ouyy,.
Dolaczmy do tego réwnania réwnanie réwnowagi postaci

fBT L dV = Ry, 3.12)

gdzie R,,, jest wartoscia obcigzen weztowych oraz sprowadzbnych do wezidw sit maso-
wych i sit od odksztalceni poczatkowych w (n+ 1)-szym przyroscie czasu.
Podstawiajac (3.9) do réwnania rownowagi otrzymujemy |

:[gn+0 ’ 62}!+1 = ‘Bn+1 +Jn+9, (3'13)
gdzie: : ' :
Kivo = f B'-D-B-dV (3.14)

jest macierzq sztywnosci spr@Zysto-lepkoplastyczna,
Jive = f B [D*- (bflo- dtyss+ D71 00i3i— O+ Oty Py Salz)—giiildV  (3.15)

1 gra rolg sit poczatkowych korygujacych rozwiazanie. Polqczenie réwanan (3.9) i (3.13)
oraz (3.8) daje procedur¢ Newtona-Raphsona wzgledem zmiennych u, g, &’ i umozliwia
efektywne rozwiazanie zadanego problemu spregZysto-lepkoplastyczno$ci oraz sprezysto-
plastyczno$ci ze wzmocnieniem kinematycznym.

Ponizej przedstawiony zostanie algorytm analizowanej procedury typu ‘Newtona-
Raphsona. W algorytmie wystgpuja nastgpujace oznaczenia:

Il = D) xf
i=]

¢ dokladno$é obliczed w przyroscie,

MAX — maksymalna liczba iteracji w przyroscie,
T — catkowity czas obciaZenia kontinuum,
X — liczba zmniejszajaca przyrost czasu.
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Algoryim procedury iteracyjno przyrostowej

Podstawié¢ i=0 ; n=0 o
]
Rozwigzaé zagadnienie sprezyste Yo=K Ro;8o=DBug;€E(=0
Przyjecie 6t ,, ; =1
wi é i i oi a : : .
Podstawié Mpa = Uy Oner =Bn 5 Epa =&,
Obliczyé macierz sztywnosci E(-:ne . /3147
| . i .

sily dodatkowe LN /3as/
Rozwigzac uktad réwnai K! - 6ui, =R, +i.¢ /3,13/'
Obliczenie naprezen AGh. . /3.9/
i odksztaiceh niesprezystych BET /3.8/

e

v | i . i i i
Podstawic up,; u,'Qn 'Gngnq 5 8an*6ha * 084,
-— ai

n+ gn"ﬁgnol

[ Podstawié  i=—i+1 | Zmienié
6t ,, =—0t /X

+1 nel

TAK

i S MAX I

L_| Podstawié n <N+l

. N a
Podstawié Up ™" Upes ;o Buw— G,y  En +—Enu

NIE

STOP

Ryé. 1. '

W programie dodatkowo jest wbudowany segment, ktéry umozliwia zwigkszenie dtugosci
kroku czasowego d¢ o ile liczba iteracji w przyroscie jest wystarczajaco mata.
Rozpatrzmy pewne szczegdlne przypadki powyZszego algorytmu.

. . og’
a) Wezmy pod uwage zaleznosé (1.1) bez wzmocnienia tzn. &* = f(0). Wéwczas ga =0

. de
i stad macierz G = I oraz D = D* = (D146 6¢t- P,)~1. Taki algorytm przedstawiono
w pracy [3]. Zasadnicza roznica, zwigzana z uwzglednieniem umocnienia tkwi w p_ost'aci
macierzy G. PoniewaZ material okreélony jest stowarzyszonym. prawem. plyniecia, stad

9 Mech, Teoret, i Stos. 4/87
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i

o
> 0 i dla wzmocnienia, gdy ¢ > OH as

o&"
oo

£ 0. Stad wniosek, Ze zar6wno macierz

G jak i D nje beda osobliwe.

b) Zanalizujmy wplyw parametru aproksymacji. Jesli @ = 0, to gi,o = on; £%h6 = &,
Stad G = J oraz D = D D*. Macierz sztywnosci Ki,o = K jest stala i sprezysta. Jest
to algorytm Eulera [2] warunkowo stabilny ze wzgledu na przyrost czasu. Procedura
iteracyjno-przyrostowa upraszcza si¢ do przyrostowej. Dla @ s 0 mamy metode typu
implicit.

¢) Istnieja rézne modyfikacje procedury Newtona-Raphsona [4], ktére sa mozliwe do
zastosowania rowniez w powyzszym algorytmie. Czgsto jest stosowana modyfikacja
polegajaca na pozostawieniu niezmienionej macierzy sztywnosci K, w trakcie iteracji ze
zmiang w przyroscie. Taka modyfikacja ma charakter polgczenia metody Newtona-
Raphsona z metodg poczatkowych obcigzen.

4. Okreslenie macierzy wystepujacych przy wzmocnieniu kinematycznym

Do obliczenia macierzy sztywnosci (3.14) oraz macierzy ,,wzmocnienia” G sa potrzebne
odpowiednie pochodne czastkowe. Maja one nastepujaca postac

a* 3y .
ag - 7 Cint I_{ - /31 :I_{’
Jae 3 4.1
§ F— ——
7 = 2 Gkint I H=48,-1II'H,
gdzie:
Ii=_SD'H'(@(F»'HOC-GR-GkT-II-SD),
3 .1 P 1 4.2)
wmg L (22 Loy )
2 Oy oF 6y Oxint

Zanalizujemy wlasnoéci symetrii macierzy _@ Macierz H jest macierzg symetryczng,
poniewaz iloczyny Sp Il i Sy 11+ ok* of - I[- S, maja te wlasnosé. Z kolei we wzorze
go" 0e°"

(3.10) wystepuje iloczyn macierzy ; 3—6a

T
(I O Styyy ) . Whasno$¢ symetrii

. 0e""  Gg
ma iloczyn —aga—ai By B2 HT - 11+ H. Z powyzszych wlasnoéci wynika, ze ma-

cierz sprezysto-lepkoplastyczna dla wzmocnienia kinematycznego jest symetryczna.

5. Stabilno$¢ procedury numerycznej

Poniewaz metoda Newtona-Raphsona jest zbiezna [1], [4] z wyjatkiem ,,patologicz-
nych” przypadkéw, dlatego tez nalezy okreéli¢ jedynie jej stabilnosé.
Zapiszemy w wersji rézniczkowej réwnania konstytutywne i réwnowagi wykorzystujqc
model lepkoplastyczny ze wzmocnieniem kinematycznym
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¢ =D-B-u—D¢i,
f BT (CN))]
14
Laczac oba réwnania otrzymujemy:
BT-D-B-dV-ii= R+ [ BT-D-iav,
14 14
'stad:
S =K (R4 [BTD i av), (5.2)
1 4
gdzie:
K=[B"D-B-av
| 4
Przy zastosowaniu N punktéw Gaussa w catkowaniu numerycznym
N
ff'dV: Zwl-fi oraz w; >0, j=1,...,N.
14 =1
Laczac zaleznodci (5.1) i (5.2) dla wszystkich punktéw Gaussa otrzymujemy :
| E=D-B-K* (R+B"- D W EY-D- £, (5.3)
gdzie: ,
Z=(al, a0 E"=(F, ., )T,
B = [B], ..., By,
D 0 wy- 1 0
Q = ., . s Z = . . .
0 Dy 0. wyl

Wprowadzajgc wzmocnienie kinematyczne poprzez naprezenie wzgledne (2.1) mozemy
zapisaé

L =F-c T E (5.4)
Zapiszemy réwnanie (2.7) w postaci
p°=T-g b E=T-%, (5.5
gdzie:
IS,
I = S WOy =
o
r=| -
0 Iy
Wprowadzajac powyzsze réwnania do (5.3) otrzymamy
_ 2 = S W-T- Z+T, (5.6)
gdzie:
S.=D-B-K'-B"D—(D+c-1. W,
Se= Do g KB Dot L B (s7)
I=D-B-K*R



652 M. Bany$

Sprowadzilismy wiec uklad réwnan (5.1) do nieliniowego ukladu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych wzgledem gy, tzn. &, = f(Z). Przy braku wzmocnienia dla ¢ = 0 powyzszy
uktad sprowadza si¢ do wyprowadzonego w pracy [2]. Na wstepie musimy okresli¢ pewne
wlasnosci macierzy w (5.6). Analizujac macierz Si(5.7) oraz macierz S, = S bez wzmocnie-
nia zauwazamy, e ‘
Sp=S—c I-W (5.8)
Jak stwierdzono w pracach [2], [3] macierz S jest niedodatnio okreslona. Ze wzgledu na
charakter dodatnio okreslonej macierzy diagonalnej wag W mozemy wnioskowaé, ze dla
wzmocnienia, gdy ¢ > 0, ||cIIIE‘1|| > 0. Oczywiscie iloczyn cT_II W' daje macierz
symetryczng. Stad wniosek, Ze §'-,¢ jest macierza symetryczng, niedodatpio okreslong,
rzeczywista. Analizujac réwnanie (5.5) mozemy stwierdzi¢, ze macierz [ jest symetryczna,
nieujemnie okre§lona. Praktyczni¢ macierz ta jest /osobliwa jedynie w przypadku spehnie-
nia warunku plastycznosci. Ten warunek zostaje osiagniety asymptotycznie jako rozwia-
zanie stacjonarne dla duzych czaséw. Wynika to z niedodatniej okreélonosci iloczynu
Eka. Wowcezas wartosci wlasne 1, < 0, co zapewnia asymptotyczng -stabilnosé. Analiza
stabilno$ci numerycznej moze byé przeprowadzona w identyczny sposéb jak w pracy [3],
poniewaZ macierze majg te same wlasnodci dla wzmocnienia kinematycznego, jak i bez
wzmocnienia co pokazano powyzej.
Rozwigzanie w naprezeniach wzglednych 2 réwnania (5.6) mozna zapisaé nastepujaco
. Zenir = Zint Otuiy* SiLuro” Zicuroys - (59)
gdzie; L =W -1,
n — oznacza przyrost, ,
6 — jest parametrem aproksymacji liniowej.
Ostatecznie otrzymuje si¢ identyczne kryterium stabilnosci postaci
1+ 68tyyy - (1-0) - A
1=6t,.,-0- 2L
gdzie A; jest i-ta wartodcia wilasng macierzy LSiL.

<1, (5.10)

. 1 . . .
Stad wniosek, ze dla @ > 5 warunek (5.10) zawsze bedzie spelniony i otrzymamy algo-
rytmy z bezwarunkowsa stabilno$cig. Dla @ < % otrzymamy
2

< —-— -

Ohes S T2y 2
gdzie A = max |A]. Poniewaz A zalezy zaréwno od X, jak i od Ly, 1) (z wyjatkiem

procedury Eulera dla & = 0) wéwczas nie mozna z gdry okresli¢ warunku (5.11).

(5.11)

6. Zastosowania numeryczne

" Do obliczen wybrano przyklad rury grubosciennej i zbiornika kulistego obciazonych
cisnieniem wewnetrznym. Przyklady te sa rozwiazane w literaturze, dlatego jest mozliwe
poréwnanie wynikéw. W obu wypadkach zastosowano prawo konstytutywne lepkopla-
styczne postaci (2.7) z funkcja potggowa D(F) = F".
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6.1. Nieskoriczenie dluga rura gruboscienna. Przykfad ten zanalizowano w pracy. [3] dla
lepkoplastycznodci bez wzmocnienia.
Dane. materiatowe:

modul Younga E=3-10"" )
ulamek Poissona y = 0.3
granica plastycznosci oo = 3-10%
wskaznik potegowania n=1
lepkosc y =1.-10"8
wspélczynnik wzmocnienia c=115-107

¢ =4.5-10°6

¢ =110

I I T T

ue-1073

_klnerna!ycznym
115+ _107

13-

| | - ! I
1'GO,S 06 07 08 09 10

t/b

Rys. 3. Rura gruboscienna. Wykresy przemieszczen u,, r — oznacza promieti, linie ciggle — obliczenia
: wedlug pracy [71;
+ — obhcuma metodg elementéw skoﬂczonych z zastosowaniem 8 elementdw; wartoSci przemicszezenia w wezlach clementow;
c = 108,
— obliczenia metody elementdw skoﬁczonych z zastosowaniem 20 elementdw; wartosci przemieszezenia w wezlach elementow:
o — bez wzmocnienia,

' + — z& wzmocnieniem kinematycznym c.= 1,15- 107,
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Zastosowano .osiowo-symetryczne trojweztowe elementy Lagrange’a z ograniczong mozli-
woscia odksztalcenr e, = 0 w kierunku osi symetrii oraz calkowanie numeryczne dwu-
punktowe kwadraturg Gaussa. Dyskretyzowano przekrdj na 8 i 20 elementéw otrzymujac
odpowiednio 17 i 41 wezléw. Wykonane obliczenia miaty na celu potwierdzenie rozwazan
teoretycznych, zwigzanych z bezwarunkowa stabilnoécia dla €@ > —é— i dowolnie duzych
przyrostéw czasu Of oraz uzyskanie rozwiazan dla posrednich czaséw. PoniewaZ mozna
uzyskaé rozwigzanie sprezysto-plastyczne dla duzych czaséw, z tego wigc wzgledu przy-
jeto przyrost czasu of = 10'° (przebadano réwniez wieksze przyrosty czasu 6t < 10'2
uzyskujac te same wyniki). Rozwigzaniem startowym bylo rozwigzanie ,,czysto’ spreZyste.
Dla réznych wartoéci parametru aproksymacji @ testowano zacjowanie si¢ procedur.

Podobnie jak w przypadku bez wzmocnienia [3]dla @ > —;— algorytm miat bezwarunkows

stabilno$é, jednakze dokladno$é zalezala od wartoéci przyrostu czasu 4t Dla @ =1
niezaleznie od wielkoéci 6¢ otrzymano bardzo dokladne wyniki dla stanu ustalonego
o
zardwno dla naprezen jak i przemieszczen (Rys. 3-6). Pominigcie wpltywu 350 W pro-
cedurze, co odpowiada stosowaniu metody poczatkowych obciazen wzgledem &7, powoduje
znaczne bledy w obliczeniach dla duzych d:. Dla matych §¢ zmniejsza si¢ ten wplyw w ma-
cierzy ,,wzmocnienia” G i tym samym biedy maleja. Jednakze dla obliczen sprezysto-pla-
stycznych ze wzmocnieniem, gdy jest wymagany duzy krok czasu d¢, powinno stosowad
si¢ przedstawiong procedur¢. Wykonano obliczenia bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem
kinematycznym dla réznych wspélczynnikow (Rys. 3-+6). W zakresie bez wzmocnienia
wyniki poréwnano z zamieszczonymi w pracach [6], [7] z odpowiednimi ulamkami Pois-
sona, tzn. » = 0.3, » = 0.25. Otrzymano bardzo dobre wyniki.

W pracy [7] przedstawiono rozwiazywanie zagadnienia sprezysto-plastycznej rury
ze wzmocnieniem liniowym. W celu sprawdzenia wynikéw réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych wyprowadzony w powyzszej pracy rozwiazaliSémy metoda Rungego-Kutty czwar-
tego rzedu. We wszystkich przypadkach zgodno$¢ wynikéw jest bardzo dobra i praktycznie
dla 8 elementéw warunek plastycznodci jest spetniony idealnie w kazdym punkcie Gaussa.
Dla ® =1 juz w drugim przyroscie osigga sie stan ustalony. Liczba iteracji nie przekra-
czala pigciu. Oczywiscie rowniez w zakresie przemieszczenn zgodno$é jest bardzo dobra
z bledem ponizej 0.03%.

6.2. Grubodcienny zbiornik kulisty. Zastosowano trojwezlowe elementy Lagrange’a oraz
dwupunktowa kwadrature Gaussa do calkowania numerycznego. Dane matetiatowe
przyjeto takie same jak w przypadku rury grubosciennej (pkt. 6.1.) Ciénienie wewngtrzne
byto state i wynosito p = 40000. Obliczenia wykonano dla 8 elementéw z 17 wezlami.
Podobnie jak w poprzednim przykladzie otrzymano bardzo dokladune wyniki dla @ = 1

niezaleznie od wielkosci przyrostu d0¢. Dla mniejszych wartosci & e<—;~; 1) . pomimo

bezwarunkowej stabilnoéci doktadno$é pogarszata si¢. Dla @ = 0 warunkowo stabilna
procedura zmuszala do stosowania duzej liczby przyrostéw. o

" Wyniki poréwnano z wlasnymi obliczeniami wedlug rozwazai z pracy [7] zaréwno
dla wzmocnienia liniowego jak-i bez wzmocnienia. Na kolejnych rysunkach 7, 8 oraz 9
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Rys. 4. Rura gruboScienna. Wykresy naprezed promieniowych a,/p;

r ozndcza ci$nienie wewnetrzne, r — oznacza promien, linic ciggle — obliczenia wedlug pracy [7].

+ — obliczenia metodq elementéw skoficzonych z zastosowanicm 8 clementdw tréjweztowych oraz dwupunktowe kandratury
Gaussa do catkowania numerycznego; wartosci w punktach Gaussa, dla wzmocnienia kinetycznego ¢ = 1,15 106,

— obliczenin metody clement6éw skoriczonych z zastosowaniem 20 elementéw tréjwezlowych; wartosci napreze w srodku elemen-

' ! tow: ' '
o — bez wzmocnienia,
+ —ze wzmocnienicm kinematycznym ¢ = 1,15 107,
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Rys. 5. Rura grubo$cienna. Wykresy naprezeti obwodowych oe/p;
P — oznacza ci§nienie wewngtrzne, r — promien, linje ciagle — obliczenia wedlug pracy [7];
-+ o — obliczenia metods elementéw skoriczonych z zastosowaniem 8 elementéw oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa do
calkowania numerycznego; wartodci naprezenia w punktach Gaussa.
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w o i e e
/ . osiowych o:/p; p — oznacza ciénienic wewne-
trzoe, r — promien, linie ciagle — obliczenia
A wedlug pracy [7];
./ ++ — obliczenia metody elementéw skoficzonych z za-
. stosowaniem 8 clementéw oraz dwupunktowej kwadra-
i;ggg&;fynn'sm tury Gaussa do calkowania numerycznego; wartodci
-0) c=1-108 | napregzen w punktach Gaussa, wzmocnienie ¢ = 1 - 106,

— obliczenia metodq elementéw skodczonych z zasto-
sowaniem 20 elementdw trdjwezlowych; wartodci na-
prezenia w drodku elementéw:

o — bez wmocnicnia,
+ —ze wzmocnieniecm kinematycznym ¢ = 1,15 107,
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Rys. 7. Zbiornik kulisty, Wykresy przemieszczen «,; r — 0znacza promien, linie ciggle — obliczenia wedtug
pracy (713

+ o — obliczenia motoda elementdw skonczonych z zastosowaniem 8 elementéw oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa do
calkowania numerycznego; warto$ci przemieszczoh w wezlach clementdw.
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Rys. 8. Zbiornik kulisty. Wykresy naprezen promieniowych a,/p;
p — oznaczu ci$nienie wewngtrzne, r — promien, linie ciagle — obliczenia wediug pracy [7).
+ — obliczenia metodg elementéw skosiczonych z zastosowaniem 8 elementéw oraz dwupuoktowej kwadratury Gaussa do calko-
wania numerycznego; wartodei naprezenia w punktach Gaussa, wzmocnienic kinematycznee = 106,
— obliczenia metoda elementéw skofczonych z zastosowaniem 8 elementzw oraz dwupunktowej kwadratury Gaussa; wartosci
naprezenia w érodkach elementéw:

o — bez wzmoenienia,
+ —ze& wzmocnieniem.
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Rys. 9. Zbiornik kulisty. Wykresy naprezen obwodowych oe/p;
p — oznacza cléniene wewnetrzne. Dyskretyzacja — 8 elementéw tréjwezlowych, linie ciagle — obliczenia wedlug pracy [71.
o — obliczenia metods elementéw skoficzonych dla §rodkéw clement6w/,
+ —- obliczenia metods elementéw skoriczonych dla dwupunktowej kwadratiury Gaussa calkowania numeryczncgo; warfoici
naprezenia w punktach Gaussa.
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przedstawiono wyniki dla przemieszczen i napreZen dla parametru aproksymacii liniowe;j
© = 1. Przyjeto przyrost czasu 0¢ = 10°. Dla innych przyrostéw czasu ¢ otrzymano
praktycznie identyczne wyniki, z tym Ze dla mniejszych J¢ wymagana byla wigksza liczba
przyrostow w celu osiagnigcia stanu ustalonego.

7. Whioski

Przedstawiony iteracyjno-przyrostowy algorytm typu Newtona-Raphsona umozliwia
efektywne rozwiazywanie zardwno zagadnien quasi-statycznej sprezysto-lepkoplastycz-
nosci jak i sprezysto-plastycznoéci z uwzglgdnieniem wzmocnienia kinematycznego. Po-
kazano kryteria stabilnosci procedury z bezwarunkowa stabilnoscig dla parametru apro-

ksymacji liniowej € = 5 Zanalizowano wiasnosci macierzy sztywnosci oraz macierzy

wystgpujacych w nieliniowym ukiadzie réwnan rozniczkowych zwyczajnych (punkt 5.).

Praca jest rozszerzeniem rozwazaii poprzednich publikacji nie uwzgledniajacych
wzmocnienia albo stosujacych procedury warunkowo stabilne ze wzgledu na wielkos$é
przyrostu czasu 6i. Zamieszczono przyklady numeryczne potwierdzajace rozwazania
teoretyczne. Dalszych prac wymagajg rozwazania dotyczace mnych modeli wzmocnie-
nia i w'tym klerunku prowadzone sa przygotowania.
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PEMEHHE KBABHUCTATHYECKHX 3A0AUY YIIPYI'O-BA3KOIIJIACTHYHOCTH
C KHHEMATHUYECKHM YIIPOUHEHHIEM

Tlpumenes METOX KOHEUHLIX SNEMEHTOB IS KBA3H-CTATHUECKMX NMpoblieM YIIpYyro-BsaKoNNacTHy-
HOCTH C YYETOM KHHEMATHUECKOro YIpouHeHus. ITpeacTaBiied HTeppalsoHHLI ayroputm Tira Heioro-

: 1
Ha-Padicona HCIIONB3yA JHHERHYIO anpoKcumanio ¢ napamerpom @, Iloxasado, yTo Ans @ = Y anro-

PHTM sIBIIAETCA Ge3yCIIOBHO cTabunbHeM. IlpuBenenbr YMCIEHHEIE IIPUMEDEI, nom'Bepmnarompxe Teope-
THUECKOE pelIeHHe
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Summary

SOLUTIONS OF QUASI-STATIC PROBLEMS OF ELASTO-VISCOPLASTICITY WITH
KINEMATIC HARDENING

The finite element method is applied to quasi-static elasto-viscoplasticity with kinematic hardening.
Newton-Raphson algorithm with linear approximation is developed. Unconditional stability for the appro-

1 . Co Lo
Ximation parameter © > 5 is shown. Selected examples illustrate theoretical investigations.

Praca wplynela do Redakcji dnia 9 lipca 1986 roku.



