MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 26 (1988)

OPIS STANU ZARYSOWANIA LEPKOSPREZYSTEJ TARCZY W UJECYU
DYSTRYBUCYJNYM

MAcIE; MINCH

Politechnika Wroclawska

W pracy wyprowadzono réwnanie rézniczkowe lepkosprezystej tarczy zarysowanej.
Wykorzystujac zasade wariacyjng typu Gurtina, aparat teorii funkcji uogélnionych oraz
przyjmujac zwiazki fizyczne dane ogélnym przedstawienieniem catkowym Boltzmanna,
wyprowadzono réwnanie réZniczkowe plaskiego stanu naprezenia w materiale liniowo
lepkosprezystym. W réwnaniu tym warunki brzegowe, poczatkowe oraz graniczne w rysie
zawarte sa explicite. Podano przyblizony sposéb rozwiazania wychodzac z analogii spie-
Zysto-lepkosprezystej.

1. Wprowadzenie

W ramach liniowej teorii sprezystosci istnieje wiele modeli opisujacych zachowanie
sie ciat z defektami. Prace te rozwijaja si¢ w dwoch kierunkach. Pierwszy z nich wykorzy-
stuje dyskretny model obliczeri (metoda réznic skoriczonych, metoda elementéw skonczo-
nych) [4,9,12]. Globalny obraz efektéw zarysowania otrzymany w tych pracach jest
poprawny, jednak zaburzenia w miejscach rys sa z zalozenia niedoktadne. Drugi kierunek
polega na formutowaniu réznych modeli matematycznych dla ciat kruchych z defektami.
Literatura w tej dziedzinie jest niezwykle bogata. Wymienié tu mozna m.in.: prace [18],
w ktorej rozwiazani poszukuje si¢ poprzez przeksztalcenia catkowe 1 wprowadzenie funkcji
zmiennych zespolonych oraz prace [11, 19] gdzie podano teorie defektéw. Teorie te pole-
gaja na budowaniu pewnych potencjaléw modelujacych defekt.

Wykorzystanie matematycznych modeli dla cial kruchych w konstrukcjach z betonu
zbrojonego napotyka jednak na pewne trudnoéci. Dlatego tex teorie Zelbetu rozwijaja sig
niezaleznie, choé wykorzystuja réwniez rozwigzania matematycznych teorii defektow.
Zelbetowe tarcze zarysowane projektuje si¢ do dzisiaj jako sprezyste, jednorodne i izo-
tropowe. Taki model obliczeniowy, przyjety juz kilkadziesiat lat temu, wykazuje wiele
sprzecznodci. W przedziale obcigzed uzytkowych w konstrukcji tarczy obserwuje sig
niejednorodnogci wystepujace w postaci rys oraz deformacji reologicznych i plastycznych.
W tarczy takiej zachodzi znaczna redystrybucja sit wewngtrznych, w poréwnaniu do jej
stanu sprezystego. Wniosek ten potwierdzony zostal takZe licznymi do$wiadczeniami.
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W modelu teoretycznym konieczne jest zatem przyjecie takiego sposobu opisu, aby mozna
bylo uwzgledni¢ w nim obserwowane nieciaglosci deformacji. Odbywad si¢ to moze przez
przyjecie przemieszczen w szerszej klasie funkcji, tzn. w klasie funkcji uogélnionych lub
inaczej dystrybucii. Podejécie takie dla konstrukceji zelbetowych belek, ptyt i tarcz prezen-
tuja np. prace [1,2, 5, 15]. Przyjete w nich modele nie uwzgledniaja jednak zjawisk reolo-
gicznych w betonie poza miejscami defektéw. Dla wigkszosci materialéw ich zachowanie
w procesie odksztalcenia odbiega od zalozen przyjetych w liniowej teorii spreZystosci,
Istnieje zatem potrzeba dalszego udcislenia modeli przez uwzglednienie w opisie wtasnosci
materiatu zmiany odksztalcen w czasie 1 ich wplywu na stan konatrukcji.

W niniejszej pracy wyprowadzono réwnauie rézniczkowe plaskiego stanu naprezenia
w ramach liniowej lepkosprezystosci. Zwiazki fizyczne przyjeto w formie ogdlnego przed-
stawienia catkowego Boltzmanna. Podano przyblizony sposéb rozwigzania wychodzac
z analogii sprezysto-lepkosprezystej oraz okre§lono zwigzek fizyczny w rysie.

2. Zalozenia

Rozwaza sie jednorodng i izotropowa tarcze cienka, ktdrej powierzchnia srodkowa
zajmuje obszar £2 parametryzowany kartezjanskim ukladem wspétrzedaych x,, & = 1, 2,
ograniczong dowolnym konturem 922, na brzegu 982, sztywno zamocowana, ze swobod-
nym brzegiem 9¢2 i statycznym obcigZeniem zewngtrznym P (rys. 1). Ponadto obszar
tarczy £ podzielony jest pojedyncza, niepropagujaca si¢ rysa krzywoliniowa I, kawatkami
gladka w R?, na dwa podobszary 2, i £,. Zaklada si¢, ze rysa obejmuje cata grubo$é
tarczy, przy czym Ly i L,, stanowia odpowiednio lewy i prawy brzeg rysy L = L,UL,.
Przyjecie wigkszej liczby rys poza komplikacja natury rachunkowej nie wniesie nic nowego
do przeprowadzanych tu rozwazan.

X2

——

X1

Rys. 1. Rozpatrywany obszar tarczy £ z rysa na krzywej L.
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Warunki brzegowe zadania maja nastepujaca postaé:
— warunki przemieszczeniowe

u=1u na 98, 2.1

— warunki naprezeniowe
Sn=p na 90, (2.2)

Tutaj u(x, 1), S(x, 1) oznaczaja odpowiednio wektor przemieszczenia i tensor napreZenia
okreslone czasoprzestrzennie, natomiast &, p sa funkcjami wektorowymi zadanymi odpo-
wiednio na brzegach 90, i 09,, za$ n jest wektorem normamym zewngtrznym do brzegu
Q.

Ponadto do warunkéw brzegowych zewnetrznych (2.1) i (2.2) dolaczy¢ nalezy jeszcze
warunek graniczny w rysie, w ktérej przemieszczenie u(x, t) doznaje skoku

["(x, 1)]1, = g(x> t)> X € L> (2'3)

gdzie g(x, t) jest funkcja gestosci defektu ciagla na krzywej L, za$ symbol [f], oznacza
réznice prawostronnej i lewostronnej granicy funkcji f przy przejéciu przez krzywa L.

Postaé funkcji gestosci defektu moze byé przyjmowana w rézny sposéb w zaleZnosci
od dzialania wymuszajacego pola deformacji lub obciazen na brzegi tarczy lub bezposred-
nio w rysie. Jest ona przedmiotem oddzielnych badan [15]. Szerszy komentarz dotyczacy
gestosci defektu g(x, 1) dla konstrukcji betonowych ze zbrojeniem podany bedzie w dalszej
czgicl pracy.

Calo$é dotychczasowych rozwazan dotyczyla szczegolnego przypadku rysy dzielacej
obszar £ na dwie czgéci. Mozna wykazaé [1], Ze uogélnienie na przypadek rysy wewnetrznej

(np. na huku AB — rys. 1) w niczym nie zmienia przeprowadzanych rozwazan. Sprowadza
si¢ to do przyjecia na pozostalej czeéci krzywej L warunku:

[u(x, )], =0, x¢A4B, (2.4)

oraz zwiazkéw definiujacych zachowanie sig funkcji gestosci defektu na koncach rysy:

dg(x, 1) dg(x, 1)
2L W= @ =0 @)

Nalezy zwréceié uwage na fakt, Zze przyjecie na krzywej L warunku (2.3) powoduje
konieczno$é przeprowadzenia rozwazah w klasie funkcji uogélnionych, stad w dalszych
dzialaniach opierano si¢ na definicjach i zwiazkach teorii dystrybucji podanych przez
Schwartza [17]. Sa one znane i nie wymagaja tu przypomnienia. Mozna jedynie zaznaczyc,
Ze w przypadku opisu zadania plaskiego dotycza dziatan w przestrzeni (D(£2))* dwuwymia-
rowych wektorowych funkcji prébnych (gdzie @ jest dowolnym otwartym obszarem
przestrzeni euklidesowej R?). '

W dalszych rozwazaniach, ze wzgledu na dowolne zarysowanie tarczy wzdiuz krzywej
L wynikajace z wymuszajacego pola obciazer lub deformacji, istotne znaczenie majg
dystrybucje singularne typu delta (bedace uogélnieniem funkcji 8 — Diraca), o danej
gestosei y skoncentrowanej na krzywej L < R?, ktérych wiasnosci definiuje si¢ naste-
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pujaco [1]:
o, 9> = [ yo@as @6

oraz pochodna dystrybucji na krzywej L wynikajaca bezpo$rednio z Jefim'cji dystrybuciji
regularnych:

s, 1> = (=0 [ 90 Dig@)ds, @)

gdzie: « = (ay, @), |a| = oy +ct,.
Tutaj funkcja (x) jest funkcja ciagla na krzywej L, za$ catki po prawej stronie wzoréw
(2.6) i (2.7) sa catkami krzywoliniowymi po krzywej .L.

Wynika stad, Ze funkcjonaly sformulowane powyzej dla jednostkowych gestosci funkcji
y majg analogiczng wlasno$¢ odsiewajaca jak funkcja typu 6 — Diraca, polegajaca na
przyjmowaniu wartoéci funkcji ¢ lub jej pochodnych dla argumentéw x lezacych na
krzywej L. _

Obszerniejsze wyjasnienie dystrybucji skoncentrowanych na krzywej, ich definicje
1 interpretacje dla zagadnien dwuwymiarowych znalesé mozna w pracy (8], skad po pew-
nych prostych przeksztalceniach mozna otrzymaé m.in. wlasnosé (2.6).

3. Réwnanie rézniczkowe lepkosprezystej tarczy zarysowanej

Rozpatruje si¢ zachowanie lepkosprezystej tarczy zarysowanej zgodnie z zaloZeniami
podanymi w rozdziale 2. ' .

Podstawowy uklad réwnan plaskiego stanu naprezenia skltada sie z:
— réwnan réwnowagi:

divS+5 =0, (3.1
— zwiazkéw geometrycznych [3]:

E= %— (Vu+Vu™) = Va, (3.2)

oraz zwiazkéw fizycznych danych ogélnym przedstawieniem calkowym Boltzmanna [16]:

H c
JE
S—af"(l)l(t—'[) —37 dT+

(3.3)
otrE

3 dr

Lo '
+70f 26— 2~y (= ]

Tutaj E(x, t) i b(x, t) oznaczaja odpowiednio tensor odksztalcenia i wektor sit masowych

okrelone czasoprzestrzennie, v, i v & pewnymi funkcjami relaksacji, za$ 1 jest tensorem
jednostkowym.
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Uklad réwnan pola (3.1)+(3.3) jest spetniony w przestrzeni 2 x [0, cc), gdzie [0, 0o]
jest przedzialem czasowym.
Do ukladu réwnan pola (3.1)+(3.3) nalezy jeszcze dolaczyé warunki brzegowe (2.1)
i (2.2) oraz warunek poczatkowy na tensor odksztalcenia
_ E(-, 0) = E°, (3.9
Tutaj wskaznik ,,0” oznacza wielkoéé odksztalcenia w chwili poczatkowej ¢ = 0.

Wykorzystujac rachunek operatorowy Mikusiniskiego [13] mozZna zapisa¢ réwnanie
(3.3) w alternatywnej postaci:

1
1%S = wl*E+7 (ps—p)s1trt E-F, (3.5)
gdzie:
1 o
F =y «E°+ > (p2—p)+1 trE°. (3.6)

Mnozenie splotowe wzgledem czasu 0znaczono z ponizszego zwigzku:

f0xg() = [ fit— g dr. 3.7
0

Do opisu omawianego zagadnienia wykorzystano, na podstawie analogii sprezystej,
splotowa zasade wariacyjng typu Gurtina [6, 7], stowarzyszong z ukladem réwnan pola
(3.1)+(3.3) oraz warunkami brzegowymi (2.1) = (2.3) i warunkiem poczatkowym (3.4).
Przyjeto funkcjonat postaci:

J@) = [ Ud@— [1xbsud@~
- “ (.8)
— [ 1xprudon,
a0
gdzie:
U= wl*(%%H—ED)*%u-i-
(3.9)
+é— (pa—wp1)* (—;— diVu——trEo);kdivu,

jest funkcja energii odksztatcenia bedaca odpowiednikiem energii odksztatcenia w teorii
spreZystosci.
Dalej oblicza sig wariacje funkcjonatun (3.8):

8 = — f{[wl*vz+%(w1+¢2)*graddiv]11+

21ue

+1*b—divF} SudQ+ (3.10)

+ [[1sp— P(u)]audaQ+fP(u)6uds

80s
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gdzie:
P() = —[F—(%h%(wz—wl)*diV)C)]n, @G.11)

jest analogia do operatora napigcia powierzchniowego w teorii sprezystodci.

Jezeli u(x, t) jest kinematycznie dopuszczalnym przemieszczeniem (tzn. jesli stanowi
rozwiazanie zagadnienia (2.1)+(2.3) i (3.1)+(3.4) )to wariacja (3.10) réwna si¢ zeru.
Z drugiej strony je$li prawa strona réwnania (3.10) znika dla dowolnego wyboru da to
otrzymuje si¢ przemieszczeniowe réwnanie rézniczkowe tarczy lepkospreZyste;j:

[zpl *V2+% (1p1+1,uz)graddiv]u+1*b'—divF =0, (3.12)

naturalne warunki brzegowe dotyczace brzegu swobodnego lub sztywnego (gdzie dla
brzegu sztywnego warunek du = 0 sprowadza si¢ formalnie do warunku 6(u—#)lag, = 0
oznaczajacego zgodnie z (2.1) wypadkowa przemieszczenia u na sztywnym brzegu 90,)

[P(u) — 1%p5] [ags = OV Oupg, = 0, (3.13)

oraz dodatkowy warunek graniczny w rysie wyrazajacy ciagloé$é wypadkowego wektora
napi¢é przy przejsciu przez rysg .L:

[P(u)], =0. (3.14)

Pojawienie si¢ ostatniej catki krzywoliniowej we wzorze (3.10) i w efekcie warunku
(3.14), wynika z uwzglednienia dodatkowego brzegu wewnatrz obszaru £, tzn. linii rysy
L = LyuL,, gdzie L, i L, stanowia przeciwlegle jej brzegi. Caltke t¢ mozna przeksztalcié
do postaci, w ktdrej bedzie liczona ona wzdhuz linii, a wielko$ci podcalkowe skladaé sie
beda z sumy dwu sktadnikéw zwigzanych z przemieszezeniem stycznym do rysy dug i prze-
mieszezeniem normalnym do niej du,. Wyrazi si¢ to formalnie przez cosinusy kierunkowe
n(8u = Sughy + du,n,). Nalezy przy tym zwrécié uwage na fakt, Ze dla brzegéw L, i L,
posiadaja one przeciwne zwroty. Uzyska sig w ten sposéb w warunku (3.14) zasadg akeji
1 reakcji napie¢ stycznych i normalnych na brzegach rysy L. Warunek (3.14) przedstawia
zatem warunek ciaglosci wypadkowego wektora napigé przy przejsciu przez ryse L.

W celu uproszezenia zadania brzegowego zarysowanej tarczy lepkosprezystej, roOwnanie
rézniczkowe (3.12) ze stowarzyszonymi warunkami brzegowymi i warunkiem granicznym
w rysie zastapi si¢ dalej réwnowainym rdéwnaniem opisanym w terminach dystrybucji
przy zaloZeniu, ze u(x, t) nalezy do szerszej klasy funkcji, tzn. klasy funkcji nogélnionych.
W tym celu formalnie oblicza sie wyraZenja:

V9> = [ (Vu)pd@-
0o
— f[(a—ia)‘l’— (a—i(p)u]d3!2+
onR

+f([—aa7 u]Ltp— Ti(p[uh)ds, (3.15)
L
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oraz:

{graddivu, ¢> = f~{graddivu}(pd!2+
02
+af (divou —divup)do — (3.16)
Io]

— [ (1, dive — [divul,p) nds.
L

Tutaj { } oznacza rézniczkowanie w zwyklym sensie, [#], oznacza skok wektora prze-
mieszczenia przy przejsciu przez ryse L, za$ ¢ jest dowolna funkcja niekoniecznie z prze-
strzeni D. '

Po elementarnych przeksztalceniach wzoru (3.12), wykorzystaniu relacji (2.1) 1 (3.13) =
(3.16) oraz uzywajac dystrybucji d, zapisano réwnanie rézniczkowe na wektor przemiesz-
czenia u(x, 1) w lepkosprezystej tarczy zarysowanej w postaci funkcjonatowej:

[1/)1 + V2 +—;— (v, +w2)*graddiv] u-tleb—
—divF = —P(g6,)+ [1 xp—P(u)] &, + P[(ti—u) 8] (3.17)

Otrzymano w ten sposéb réwnanie rézniczkowe na wektor przemieszczenia u(x, 7)
tarczy lepkosprezystej zarysowanej, ktére zawiera w sobie komplet warunkéw brzegowych
zewnetrznych na brzegu 942, warunki poczatkowe oraz spelnia warunek graniczny w rysie
powodujacy skok wektora przemieszczenia przy przejsciu przez jej brzeg.

Zwrécié nalezy uwage na podobienstwo réwnania (3, 17) do réwnania przemieszcze-
niowego zagadnienia plaskiego z rysa podanego w pracy [5]:

3iA+2p . )
2 | —— =t
(V 4 o graddiv ju
= —N(gd)+ (p—N@)) b5+ N[(@—u) ,], (3.18)
gdzie N jest operatorem napigcia powierzchniowego
A 22
)= =% _1div] ()n. 3.19
N(-) ﬂ(V+Z+2ﬂ 1dw)()n (3.19)

Réznica polega na wystgpowaniu w funkcjach relaksacji wielkodci 4 i p zaleZnych od
czasu.

4, Zwiazek fizyczny w rysie

Postaé funkcji gestosci g(x, ¢) decyduje o stopniu trudnosci rozwazanego problemu,
stad konieczno$é jej szerszego oméwienia. Przy wyprowadzaniu réwnania rézniczkowego
tarczy lepkosprezystej (3.17) przyjeto gestosé defektu g(x,t), opisujgca skok wektora
przemieszczenia w rysie zgodnie z réwnaniem (2.3), na tyle regularng na ile wymagaja
tego obliczenia. Aby uzyskaé postaé funkcji gestosci g(x, t) nalezy w tarczy zelbetowej
rozpatrzyé warunki réwnowagi w rysie pamietajac przy tym, Ze po powstaniu rysy istnieje
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w niej uzewnetrznione zbrojenie, ktére wzajemnie oddzialywuje na sasiednie brzegi rysy.
Staje sig zatem oczywiste, ze rozwarcie rysy zalezeé bedzie od wielkosci sit wystepujacych
w odkrytym zbrojeniu w rysie. Ztozono$¢ niektérych proceséw zachodzacych w elementach
zelbetowych wymaga poczynienia szeregu zaltoZen upraszczajacych koniecznych do okres-
lenia zwigzku fizycznego w rysie. Jako gléwne wymienié tu mozna: rozpatrywanie sta-
tycznego zjawiska zarysowania (bez efektéw dynamicznych podczas pgkania rysy itp.),
zalozenie braku oddzialywan betonu migdzy sasiednimi brzegami rysy (wzajemne zaze-
bianie si¢ betonu) co powoduje, ze napigecia w rysie przenoszone s3 tylko przez zbrojenie,
ponadto przyjecie krzywoliniowego wykresu naprezenie — odksztalcenie o—e dla betonu
oraz modelu sprezystoplastycznego o— ¢ dla stali zbrojeniowe;.

Rozpatrzenie wyrunkéw réwnowagi w rysie oraz zalozen przyjetych z ogdlnej teorii
rys pozwala na otrzymanie prawa fizycznego opisujacego jej rozwieranie si¢ w procesie
obcigZzenie — odciazenie w nastepujacej postaci:

g(x, 1) = go(x, ) +g.(x)T(x, 1), xedB @1

Tutaj go(x, t) oznacza deformacje trwate w rysie zalezne od historii obciaZenia (pamigé
konstrukcji), natomiast g (x) T(x, ) deformacje sprezyste zalezne od wypadkowego
wektora napie¢ T(x, r) dziatajacego w zbrojeniu rysy.

Warto$ci funkcji go(x, 1) i g,(x) zaleza od parametréw wytrzymatosciowych, geometrii
rysy, charakterystyki zbrojenia itp. i sa funkcjami ciagltymi punktow krzywej L.

Zwiazek (4.1) jest zwigzkiem lokalnym waznym jedynie dla rysy tzn. g(x, t) = 0 dia
xé¢ AB. Szczegdtowe wyprowadzenie prawa fizycznego opisujacego rozwarcie rysy dane
zaleznoscia (4.1) znalezé mozna w pracy [15]. '

Wykorzystujac sformutowany zwigzek fizyczny w rysie (4.1) mozliwe jest podame
rozwigzania w formie analogii sprezysto-lepkosprezystej. Prowadzi to jednak do znacznych
komplikacji natury matematycznej, stad przyblizony sposéb rozwigzania moZliwy jest
do podania jedynie w formie pewnej przyblizonej procedury postepowania.

Przyjmujac zaleznodé (4.1) dla zagadnienia sprezystego za pierwsze przybliZzenie roz-
wigzania réwnania lepkosprezystego (3.17) mozna przedstawié sprezyste rozwiazanie
réwnania (3.18) w formie réwnania réZzniczkowo-catkowego:

u(x) = f [20(»)+£:() TWIN (G(x, y))ds+

- + f (N(G(x, 1)) — ()] —G(x, PIN W) —p()]}ds 4.2)

gdzie G(x,y) jest funkcja Greena spelniajacg réwnanie:

p (V2 +%'1_+.2?L”_gradd1v G(x) = é(x) “3)

oraz zatoZone warunki brzegowe Q2.0 i (2.2).

Tutaj symbol d(x) oznacza delte Diraca. :
Rozwigzanie zagadnienia spreZystego sprowadza si¢ zatem do wyznaczenia z zaleznoci

(4.2) nieznanej wartosci wektora napieé¢ dziatajacego w przekroju zarysowanym.
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Rozniczkujac obustronnie réwnanie (4.2) oraz wiszac przemieszczenia u(x) z sitami
wewngtrznymi przy pomocy zaleznosci (3.2) i zwiazkéw fizycznych dla plaskiego zadania
sprezystego:

A
S=2ulE+—"—1
,u( + T2 trE) (4.4)
oraz odpowiednich transformacji naprezeniowych, doprowadza sie je do postaci, w ktérej
po lewej stronie réwnania i w wyraZeniu podcatkowym wystepuja te same wielkodci, tzn.
otrzymuje si¢ réwnanie catkowe. Jest to silnie osobliwe rownanie catkowe z osobliwosciami

typu -, 2 rzgdem osobliwosci wynikajgcej z postaci funkcji Greena G (por. np. [14]).

Zatem rozwigzanie zmodyfikowanego réwnania catkowego (4.2) istnieje i jest mozZliwe
w sensie wartosci gtéwnej catki krzywoliniowej po krzywej AB.

Ze wzgledu na skomplikowana budowe réwnania (4.2), a wlasciwie réwnania catko-
wego opisanego powyZej, otrzymanie rozwiazania mozliwe jest jedynie w formie przyblizo-
nej za pomocg metod numerycznych np. metoda calek brzegowych.

Przemieszczenia ,,stowarzyszonego” problemu sprezystego u(x, 1) przyjete w oparciu
o réwnanie (4.2) postuza do rozwigzania statycznego zagadnienia lepkosprezystosc
zadania plaskiego ze stacjonarna rysa w postaci splotu:

'
u(x, 1) :f 04x, ) iy, @.5)
g T

Tutaj ¢ jest pewna kombinacja pochodnych funkcji relaksacji lub petzania. Analogiczny
splotowy sposob rozwiagzania dotyczy maprezen i odksztalcen.

Rozwigzanie réwnania (4.5) w polaczeniu z réwnaniem (4.2) moZliwe jest jedynie
W spos6b przyblizony za pomocg metod numerycznych. Wymieni¢ tu mozna np. metodg
kolokacji rozwiazania calek brzegowych dla ustalonych punktow czasowych oraz punktow
brzegu. Odbywaé si¢ to moze w nastgpujacy sposéb. Wychodzac od chwili poczatkowe;j
t, = 0, rozwigzuje si¢ catki brzegowe zmodyfikowanego réwnania (4.2) dla stanu sprezy-
stego metoda kolokacji do uzyskania Zadanej doktadnosci. Uzyskany w ten sposéb kon-
cowy podzial brzegu tarczy na punkty kolokacyjne nie ulega juz zmianie w procesie dal-
szego rozwigzywania tarczy dla iteracji czasowej. W kolejnym kroku nastgpuje przejscie
do chwili czasowej ¢, = At i powtérne rozwiazywanie catek brzegowych z wykorzysta-
niem zaleznoéci uzyskanych w chwili #,. Dalsza iteracja czasowa przebiega do wartosci
koncowej t; = t,, przy czym wyliczone wielkosci kroku f;_, (przemieszczenia, odksztal-
cenia i naprezenia) wykorzystywane sa w rozwiazaniu calek brzegowych kroku #;. Wielkoic
pizyrostéw czasowych Ar zalezy od Zadanej dokladnodci rozwiazania. Ze wzglgdu na
charakter funkcji pelzania mozliwe jest tu przyjecie w procesie iteracji czasowej zmiennego
kroku catkowania 4¢, z krokiem zwigkszajacym si¢ proporcjonalnie do miary stabilizacji
odksztalceri w czasie dla ustalonego poziomu obcigZenia konstrukcji.

Uproszczenie przedstawionego powyiej zapisu iteracyjnego uzyskaé by moina przez
sformulowanie metody calek brzegowych czasoprzestrzennych jako analogii do znanej
czasoprzestrzennej metody elementéw skonczonych. Metody te stanowig jednak osobny
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rozdziat przyblizonych rozwazan matematycznych i wykraczajg poza ramy niniejszego
artykulu.

5. Podsumowanie

Roéwnanie (3.17) zostalo wyprowadzone przy zalozeniu zwigzkéw konstytutywnych
w formie ogdlnych przedstawienn catkowych Boltzmanna. Przejscie do modeli reologicz-
nych, w ktérych zwiazki fizyczne opisane sg operatorami rézniczkowymi mozliwe jest
przez zastosowanie rachunku operatoréw Mikusinskiego [13]. Przy czym majg miejsce
zwigzki
P Wolt) = 1+Qu(0), o)
Qu()+Pu(t) = 14 Pu(t),

ponadto
Y« D () =1, dlaa=1,2. (.2)

Tutaj @ jest wektorem pelzania, za$ P, i O, $3 pewnymi operatorami rézniczkowymi,
Jawna postaé tych operatoréw w poszczegdlnych modelach reologicznych znalezé mozna
w monografii [16). Réwniez przejicie do modeli reologiczaych betonu nie nastrecza wigk-
szych trudnosci matematycznych.

Wyprowadzone globalne réwnanie réZniczkowe opisuje model lepkosprezystej tarczy
zarysowanej, bedacy usci$leniem sformulowanego wcze$niej modelu zarysowanej tarczy
sprezystej [5]. Pojawienie si¢ w rownaniu (3.17) warunkéw brzegowych wynika z zastoso-
wania do analizy funkcji uogdlnionych. Réwnanie to uwzglednia nieciagtodé wektora
przemieszczenia W miejscu rysy, zapewniajac jednoczeénie ciaglod$é wektora napigé przy
przejéciu przez krzywa L, zas przyblizone rozwiazanie tego réwnania podano na podstawie
analogii sprezysto-lepkosprezyste;j.

W dotychczasowych pracach technicznych przyjmujacych rozwiazania w terminach
dystrybucji [1, 2] otrzymano numeryczne rozwiazania zadan dla konstrukcji zarysowanych,
ktore zweryfikowano z doswiadczeniami, uzyskujac pozytywng oceng metody obliczenio-
wej. Pozwala to mieé¢ nadzieje, ze rozwigzanie w wyniku analizy numerycznej lepkospre-
zystej zelbetowej tarczy zarysowanej uscisli otrzymane wyniki w stosunku do analogicznej
tarczy zarysowanej o modelu sprezystym.
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Peswme

OIIMCAHUE COCTOSHUA BA3SKOVIIPYI'OI'O OHUCKA C TPEMMWHON
B KJJACCE OBOBIEHHBLIX OYHKIMN

B pabore BeiBefieHo ArddepeHansHoe YPaBHEHKE BSISKOYIPYTOro AKCKa ¢ TpenuHoi. Menomsays
BapALMOHHEIA IPHEIMI THIA IypTuHa, Kiace o0obIERHBIX dhyHKLp ¥ DHU3HUECKYIO CBA3b THA Bonbkn-
maHa, noIydueso muddepeHIHaNbHoe YPABHEHNE NIOCKOr0 HANPSKEHHOTO COCTORHMA IS JIMHEHHOro
BASKOYTIPYTOro Marepuana. B 5Tom ypaBHEHUM NOABIAIOTCS KPaeBble YCIOBUA, HAUANbHbIE YCIOBHSA
M BHyTPEHHbIEe YCIOBMA B Tpemmye. IpeacTaBiaeno mpuGmnxEAHbT cnocob pelueHua 0CHOBaH Ha ynpy-
ro-BASKOYOPYIoH aHANOIMH.

Summary

DESCRIPTION OF A CRACKED STATE OF A VISCOELASTIC
PLATE BY DISTRIBUTIONAL FORMULATION

The paper contains a mathematical model of viscoelastic plate with cracks loaded in its plane. The
crack has been characterized by the discontinuity of the displacement vector. The distributional differential
equation of the viscoelastic plate with crack, appropriate boundary conditions, initial conditions and
compatibility conditions, have been derived by the variational method of Gurtin in the space of general
Functions. An approximate method of solution resulting from the elastic — viscoelastic analogy has been
given.

Praca wplynela do Redakcji dnia 23 stycznia 1987 roku.



