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1. Wprowadzenie

Zagadnienia quasistatycznej lepkoplastycznos$ci sa rozwiazywane efektywnie przy
zastosowaniu procedur iteracyjno-przyrostowych typu Newtona-Raphsona [3,2]. Tego
typu metody zaréwno w przypadku bez wzmocnienia, jak i ze wzmocnieniem kinematycz-
nym s3 bezwarunkowo stabilne dla parametru aproksymacji liniowej @ > % i umozliwiaja
uzyskanie rozwiazan sprezysto-plastycznosci, jako stanéw ustalonych odpowiadajacych
duzym czasom. Dotychczasowe rozwiazania pozwalaja na stwierdzenie, ze jedynie .dla
parametru @ == 1 niezaleznie od wielkosci przyrostu czasu d¢ uzyskuje si¢ wyniki praktycz-

 hie dowolnie dokiadne. Dla parametru © € <—;—, 1) doktadnosé w istotny sposob zalezata

od wartosci przyrostu d8f, przy czym im mniejsza warto$é @ tym, w celu zapewnienia.
dokladnodci, nalezy stosowa¢ mniejsze 6t. W dotychczasowych rozwazaniach koncentro-
wano si¢ gtéwnie na weryfikacji metod pod katem ich stabilnosci i dokladnosci pomijajac
przypadek materiatu niesciSliwego w zakresie sprezystym i plastycznym. Istnicje kilka
mozliwoéci uwzglednienia tej wlasnoéci materiatu [7), jednakze istnieja procedury, ktére
»zalamuja” si¢ 1 uniemozliwiaja osiggniecie pozgdanej doktadnoéci. W pracy skoncentro-
wano si¢ na przebadaniu jednej z czeSciej stosowanych moZliwosci, ktéra zadowalajaco
uwzglednia efekt nie$ci§liwosci.

2. Procedura numeryczna

Model lepkoplastyciny zapropoﬁoWany w pracy [4] umozliwia stosowanie réinych
kryteriéw uplastycznienia i typéw wzmocnienia. Dla- kryterium Hubera-Misesa i wzmoc-
nienia kinematycznego mozna zapisaé mode] lepkoplastyczny w postaci:
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gdzie & — wektor odksztatcen niespreZystych,
y oznacza lepkosée, { ®. @

Oring = \l/fs ls Sk 0’ ? < 0’

o, — aktualna granica plastycznosci na rozciaganie,

s = Spoy, s, oznacza wektor dewiatora mapreZenia wzglednego,

Sp — macierz dewiatorowa,

o = o—c llle", o oznacza napreZenie wzgledne.
Macierz |l jest macierza diagonalna wynikajgca z zastosowania zapisu wektorowego
tensora o, a macierz Il przedstawia macierz diagonalna wynikajaca ze stosowania od-

ksztatceri inzynierskich (z pominf@ciem—;— przy odksztalceniach sxy). Wspdlczynnik ¢
okresla wzmocnienie kinematyczne. Metody opisane w pracach [2, 6] uwzgledniaja od-
ksztalcenia sprezyste poprzez réwnanie konstytutywne:
v o = De, ' 22
gdzie: D — macierzg sprezystosci,
8® — oznacza wektor odksztalcen sprezystych.

Réwnanie rownowagi dla obszaru ¥ dla zastosowanej dyskretyzacji wprowadzoneJ poprzez
macierz odksztalced B ma postaé

[ BTeav =R, 23)
14

gdzie: ¢ = Bu, u oznacza wektor przemieszczerr wezléw,

R jest wektorem wszystkich obciazef zewnetrznych.
Wprowadzajac iteracyjno-przyrostowy zapis powyiszych réwnatd, aproksymacie liniowa
1 rozwinigcie w szereg Taylora predkoéci odksztalcen niesprezystych &° moZzemy wypro-
wadzi¢ procedure typu Newtona-Raphsona tak jak w pracy [2]. Rozwiazanie sprowadza
si¢ wowczas do rozwigzywania uktadu réwnan liniowych tworzonych na nowo dla kolejnej
i-tej iteracji w zastosowanym (n+ 1)-szym przyroicie:

K"A"fwl = J—‘er+1, (2.4
gdzie: K’ jest macierza sztywnofci postaci:

K = | BTD"Bay, 2.5)
v

Au przedstawia przyrost przemieszczen pomiedzy kolejnymi iteracjami,
Wektory prawej strony réwnania (2.4) tzw. sit réwnowaZacych maja postaé:

= f BTD'DIXY, , dV, ¥iyy — Vf BTty dV~ R,y @.6)

gdzie: X, ; = dohii— D(0gizi—25te- dz).
Macierz D’ jest macierza spreZysto- lepkoplastyczna uwzglgdnlajch wzmocnienie i ma
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postaé:

D = GT[G D-1GT+8:-0- (3"_
oo

i T -
Ha) -GT] .G. @.7)

Przyrost dal,; = 6iil—o,.
Macieiz D’ jest zwiazana z macierza D" réwnaniem

D" = D'G,
gdzie macierz G jest macierza ,,wzmocnienia” postaci
aes ' \T
G=I1-6t-0- . .
¢ (380 n+9) 28

Macierz G w przypadku braku wzmocnienia, tzn. gdy ¢ = 0, réwna si¢ macierzy jedno-
stkowej |. W takim przypadku algorytm upraszcza si¢ do opisanego w pracy [3].
Przyrost naprezen pomigdzy kolejnymi iteracjami okre§lony jest wzorem:

Ao'piu+1 = D" BA"ilH-l'— D'D-*X,,. (2.9)
Algorytm powyzszej procedury przedstawiony zostat w pracy [2].

3. Material nieScisliwy

Model lepkoplastyczny przedstawiony w punkcie II gwarantuje niesci§liwo$é materiahu
w zakresie plastycznym. Taka wlasnoéé obserwujemy w przypadku metali. W niektérych
przypadkach przyjmuje sie rowniez niesci§liwos¢ w zakresie spreZystym, co odpowiada
stosowaniu ulamka Poissona » = 0,5. Wéwczas macierz sprezystosci staje sig nieokreslona
ze wzgledu na wyrazenie (1—2-v) w mianowniku. Mozliwosci rozwiazywania takich
problemdw zostaly oméwione ogdlnie w pracy [7]. Jednakze w konkretnym przypadku
konieczny jest wybdr sposobu traktowania nieScifliwosci dajacy gwarancje mozZliwie
dokladnego rozwiazania. W pracy zastosowano czgsto stosowany sposéb polegajacy na
przyjeciu utamka Poissona o wartoéci bliskiej 0,5. Wybor ten podyktowany byt wlasnoscia-
mi procedury. Zwré6émy uwage na rownanie (2.7) okreélajace macierz sprezysto-lepko-
plastyczna. W przypadku wartosci bliskich 0,5 macierz sprezystoéci posiada elementy
o duzych wartosciach. Z kolei macierz podatnosci D! ma elementy o matych wartoéciach,
odwrotnie proporcjonalne do elementéw macierzy D. Ten fakt powoduje, Ze w réwnaniu
(2.7) dominuje drugi czton sumy wynikajacy ze stosowania modelu lepkoplastycznego
W réwnaniach (2.6) oraz (2.9) wystepuje iloczyn DX/, ;. Ze wzgledu na postaé wektora
X!, , i wlasnoéé macierzy podatnoéci D~! mozemy stwierdzié, ze powyzszy iloczyn bedzie
rowny wektorowi o skoficzonych wartosciach. Decydujacy ze wzgledu na efektywnosé
algorytmu bedzie moment startu, gdy ¢ = 0. Wéwczas drugi czlon sumy zwigzany Z po-
chodnymi czastkowymi przyjmie wartoéci zerowe i macierz D” = D’ = D. W miarg
narastania odksztalcen niesprezystych zwieksza sig¢ dominacja drugiego cztonu, a zmniejsza
si¢ wplyw wyraZenia (1—2-v).

W pierwszym punkcie zaznaczyliémy, e model lepkoplastyczny pozwala dla pro-
porcjonalnego obcigzania w prosty sposéb generowal rozwigzania dla plastycznosci
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Rozwigzanie plastyczne otrzymuje si¢ jako graniczne rozwigzanie dia duzych czasdw,
Wéwezas osiagamy stan stacjonarny i dalszy przyrost odksztalceri plastycznych jest zerowy,
Czas gra role fikcyjnego parametru. Réwniez wielko§é y okreslana jako lepkosé moze
przyjmowaé dowolna wartosé bez wplywu na wynik obliczer. Rozwigzanie sprezysto-
epkopiastyczne dazy asymptotycznie do rozwiazania sprezysto-plastycznego. Z tego
wzgledu mozna weryfikowaé procedure¢ poréwnujac wyniki obu metod tzn. sprezysto-
lepkoplastycznodci (stan stacjonarny) i sprezystoplastycznosci. Nalezy podkredlié, ze
w MES rozwiazania dla plastyczno$ci otrzymuje si¢ iteracyjnie lub przyrostowo. Zawsze
na kazdym etapie 10zwiazywania problemem jest niedokladne spelnienie kryterium upla-
stycznienia oy, = 0,. Stan napreZenia musi znalezé si¢ na powierzchni plastycznosci
i nie moze jej przekroczyé. Takie przejscie graniczne jest trudne do spelnienia numerycznie
dla kazdego punktu Gaussa calkowania numerycznego. Wykorzystanie modelu lepko-
plastycznego omija ten problem dajac rozwiazanie asymptotyczne i z tego wzgledu jest
konkurencyjne mimo pewnych wad [I, 6].

4. Weryfikacja procedury

Do obliczeri wybralismy przykiad rury gruboéciennej nieskoniczenie dhugiej obciaZonej
ci$nieniem wewngtrznym. Przyklad ten jest rozwigzany w literaturze i czesto jest stoso-
wany do weryfikacji procedur numerycznych [1+3]. Zastosowano prawo (2.1) z funkcj
potegowa P(F) = F". , :

Dane materialowe przyjeliSmy tak jak w pracy [2]:

modut Younga E = 3-107,

ulamek Poissona » = 0.495 do 0.499999995,

granica plastycznosci o, = 3- 104,

wskazZnik potegowania » = 1, promien wewnetrzny a = 1,

lepko$é y = 1-10-8, promied zewnetrzny b = 2,

wspélczynnik wzmocnienia ¢ .= 1,15- 107, ,

Zastosowano osiowo-symetryczne trojwezlowe elementy Lagrange’a z ograniczong
mozliwoscia odksztalcefi €, = 0 w kierunku osi symetrii oraz calkowanie numeryczne
dwupunktowe kwadratura Gaussa. Dyskretyzowano przekrdj na 8 elementéw z globalnie
17 weztami., Wykonane obliczenia mialy na celu potwierdzenie rozwazan teoretycznych
zwigzanych z bezwarunkows stabilnosci dla @ > 1/2 i dowolnie duzych przyrostéw czasu
0t oraz zbadanie wplywu wartoéci utamka Poissona na doktadnosé i efektywnosé pro-
cedury. Poniewaz mozna uzyskaé rozwiazanie sprezysto-plastyczne dla duzych czaséw,
z tego wzgledu przyjeto przyrost czasu ¢t = 10'°, Przyrost ten umozliwia osiggnigcie
stanu ustalonego juz w drugim przyroécie. Rozwiazaniem startowym bylo rozwiazanie
czysto sprezyste. Przyjeto ci$nienie wewnetrzne p = 22420, ktére powoduje zaréwno
w przypadku bez wzmocnienia jak i ze wzmocnieniem znaczne uplastycznienie przekroju
rury. _ .

Zagadnienie rury grubosciennej nieskoficzenie dhugiej i obcigzonej ciénieniem Wwew-
ng¢trznym dla materiatu niescisliwego bez wzmocnienia redukuje si¢ do prostych réwnan
wzgledem naprezen [5]. W MES mozliwe jest rozwiazanie tego zagadnienia poprzez przy-
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jecie ulamka Poissona bliskiego wartosci 0,5. W oparciu o opracowang proceduré roz-
wigzano powyzsze zigadnienie przyjmujac rézne wartoéci ntamka Poissona coraz blizsze
0,5. Praktycznie juz dla wartosci v = 0,495 otrzymuje si¢ bardzo zadowalajgce wyniki
zardwno w zakresie przemieszczen jak 1 naprezen w przypadku bez oraz ze wzmocnieniem
kinematycznym (rys. 1-4). Przyjmowanie wartosci coraz blizszych 0,5 nie powoduje
znaczacych zmian w wynikach. Réznice nie przekraczaja przy tym 19. Trzeba ponadto
zaznaczy¢, ze az do wartosci » = 0,49999995 nie wystepuja zaburzenia w wynikach, co
$wiadczy o dobrych wlasnosciach procedury. Dopiero przyjecie v = 0,499999995 powoduje
gwaltowne perturbacje w wynikach poczawszy od rozwiazania sprezystego. Nalezy dodaé,
ze wzrost wartosci ulamka Poissona powoduje niekiedy wzrost liczby przyrostéw potrzeb-
nych w celu uzyskania stanu ustalonego PowyZsze obliczenia poréwnano dla materiatu
$ciSliwego w zakresie sprezystym (rys 1-+4). Praktycznie jedynie dla papre¢zenia osiowego
¢, widaé istotne roznice pomiedzy materialem $cisiiwym a niescisliwym, Wszystkie obli-
czenia zamieszczone na poniZszych rysunkach wykonano dla parametru aproksymacji
liniowej @ = 1 i nlamka Poissona » = 0,495 otrzymujac stan ustalony w drugim przy-
roécie przy nieprzekraczaniu pigciu iteracji. Warunek plastycznosci w strefie plastycznej
zostal spelniony idealnie w kazdym punkcie Gaussa (bfad 0%). Obliczenia wykonano
w podwdjnej precyzji na komputerze SM4. _ _
Nastepnie dla réznych wartosci paiametru aproksymacji @ testowano zachowanie sig
procedury -zwiazane z wplywem wartosci ulamka Poissona » = 0,495. Obliczenia przepro-
wadzono dla przypadku bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Wplyw
parametru aproksymacji mozemy obserwowac na podstawie spelnienia warunku plastycz-

nosci, tzn. poprzez statyczna funkcje uplastycznienia F = %‘— —1. W przypadku osiag-

nigcia granicy plastycznodei funkcja F przyjmuje warto$¢ zero. W celu analizy wplywu
parametru aproksymacji liniowej przyjmijmy rézne wartoéci parametru dla naprezed €,
oraz odksztalcefi niesprezystych ©,. Przyjecie obu wartoéci rownych zeru powodowato
niestabilno$¢ numeryczna procedury zardwno w przypadku bez wzmocnienia, jak i-ze
wzmocnieniem kinematycznym (dla przyrostéw czasu é¢ wigkszych niz 10%). W przypadku
%, jednakze,
im mniejsza warto$§é @,, tym mniejsza dokladnosé wynikdw (rys 5); zwlaszcza dla gra-
nicznej wartosci @, = 0,5 obserwujemy duZe zaburzenia. W przypadku ze wzmocnieniem
kinematycznym najbardziej interesujacy jest wplyw drugiego parametru aproksymacji,
tzn. O, (przy @, = 1). Jezeli @, = 0, to pomijamy wplyw pochodnej czastkowej wzgledem
¢* i procedura jest typu Newtona-Raphsona dla o oraz poczatkowych obcigZen dla &°.
Wéwezas macierz wzmocnienia G = | (patrz wzér 2.8). Okazuje si¢, ze taki przypadek
prowadzi do bardzo duzych bleddw (rys. 6). Wzrost wartosci &, zdecydowanie polepsza
dokladno$é i w przypadku, gdy 6@, = 6, = 1 otrzymuje si¢ bardzo dobre wyniki (nieza-
leznie od wartosci przyrostu dt). Nalezy zaznaczyé, Ze nie obserwowano znaczacych
réZnic w wartoéciach funkcji uplastycznienia F dla ulamkéw Poissona bliskich 0,5 (rys.
6, 7).

bez wzmocnienia, gdy @, = 0 otrzymujemy algorytm stabilny dla @, =

10*
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Rys. 1. Rura gruboscienna. Wykresy przemieszczeri promieniowych «, dla materiatu niescisliwego i $cislis
wego. Przyjeto materiat bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym, Zastosowano 8 elementow;
wartosci przemieszczed w wezlach; linie ciagle — rozwiazanie Sciste [5]
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Rys. 2. Wykresy naprezen promieniowych o, dla rury grubosciennej z materiatu SciSliwego 1 niescisliwego;
p— 0znacza ciénienie wewngtrzne; r — promiefi; linie ciagle — obliczenia $ciste [51. Przyjeto materiat
bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Wartosci naprezen w punktach Gaussa; zastosowano
8 elementbw
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Rys. 3. Rura grubofcienna. Wykresy naprezen obwodowych dla materialu $ci§liwego i niescisliwego. Przy-
jeto material bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematycznym. Linie ciagle — obliczenia poréwnawcze
[5]; wartosci naprezen w punktach Gaussa
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Rys. 4. Rura gruboscienna. Wykresy naprezen osiowych o, dla materiatu $cisliwego i niescisliwego. Przy-
jeto material bez wzmocnienia i ze wzmocnieniem kinematyczaym. WartoSci naprezes w punktach Gaussa;
zastosowano 8 elementow i dwupunktowa kwadratur¢ Gaussa
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Rys. 5, Zaleznos¢ statycznej funkeji uplastycznienia F od parametréw aproksymacji liniowej @. Przypadek
bez wzmocnienia
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Rys. 6. Zalezno$¢ statycznej funkcji uplastycznienia F od parametréw aproksymacji liniowej ©. Przypadek
Ze wzmocnieniem kinematyczoym
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Rys. 7. Analogiczny wykres jak na rys. 6; przypadek materiatu $cis§liwego z ulamkiem Poissona v = 0.3

5. Whioski

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan i weryfikacji numerycznej mozna stwier-
dzi€, ze procedura typu Newtona-Raphsona jest bezwarunkowo stabilna dla parametréw

aproksymacji liniowej @ > -—; . Umozliwia ona efektywne rozwiazywanie zagadnie quasi-

statycznej sprezysto-lepkoplastycznosei oraz sprezysto-plastycznoéci dla ré2nych wartosci
ulamka Poissona praktycznie dowolnie bliskich 0,5, co odpowiada przyjeciu materiatu
nieécisliwego. :
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Peawome

KBA3W-CTATHUUYECKASA VIIPYTIO BA3KOIJIACTHYHOCTD IJIs
HECKHMAEMOI'O MATEPUAJIA. PEIIEHMIE METOOOM KOHEUYHbBIX
SJJEMEHTOB.

IIpumeHeH METOX KOHEUHEIX JJIEMEHTOB JUIA KBa3HCTATHUCCKHX NpOOJeM YIpYyro BASKOIUIACTHY-
HOCTH C yYeTOM KMHeMatTHuecKoro ynpousesnd. IIpHHAT Hec)xuMaemoit MaTepuan B ynpyroi ofmactu
anst aacna Ilyaccona Gnuaxoro 0.5. He waGmomanock 3HauuTeNnbHoe BaHsAHME ucna ITyaccona ma cuu-
»KeHue s eKTHBHOCTH anropurma obracty craGHIBbHOCTH KAaK W TOUHOCTH. JJIA napamerpa anmpokcu-
mar © = 1 1 yucno ITyaccona » = 0.495 rrofryueHsI OYeHEL YAORJIETROPUTENBHbIE PESYIIETATEI VIS
HECHKHMACMBIX MATEepHAJIOB.

Summary

QUASI — STATIC ELASTO — VISCOPLASTICITY FOR INCOMPRESSIBLE MATERIAL
SOLUTION BY FEM.

The finite element method has been applied to quasi-static elasto-viscoplasticity with kinematic har-
dening. Incompressible material in the elastic range has been considered for the Poisson ratio close to 0.5.
The substantial influence of the Poisson ratio on deterioration of the algorithm effectiveness in the range
of stability and accuracy was not observed. The satisfactora result for the incompressible material with
application of parametr ® = 1 and the Poisson ratio » = 0.495 has been obtained.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 30 marca 1987 roku.



