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1. Wstep

Pojecie mechaniki Newtona lub réwnowazne mu pojecie mechaniki Galileusza — New-
tona ma juz ustalone znaczenie w nauce i nie bedziemy si¢ tutaj zajmowac jego definiowa-
niem. W tym opracowaniu?’ zajmiemy si¢ strukturami matematycznymi mechaniki newto-
nowskiej (klasycznej). Opiszemy struktur¢ matematyczna wystgpujaca zarOwno w pierw-
szym jej sformutowaniu w ,,Philosophiae naturalis principia mathematica”, [7] jak i we
wspolczesnych wykfadach jej podstaw. Przeprowadzimy analiz¢ zmian tych struktur
zwigzanych z rozwojem matematyki oraz podamy konstrukcje struktury opartej o niestan-
dardowe zbiory liczb rozwazane czy to na gruncie alternatywnej teorii mnogosci [10}
czy to analizy niestandardowej [8].

2, Struktury relacyjne

Przez struktur¢ matematyczna albo relacyjna bedziemy rozumieé¢ system relacyjny
zbudowany na pewnej przestrzeni zwanej przestrzenia bazowa [l]. Przestrzen bazowa
skiada si¢ z elementéw indywiduowych, o ktérych zaklada sig, Ze sa elementami pierwot-
nymi. Wszystkie inne obiekty systemu relacyjnego sa utworzone z tych elementéw. I tak
niech of bedzie ustalona klasa przestrzeni taka ze przestrzen bazowa nalezy do tej klasy,
ponadto jeZeli &/;, i = 1,2, ...,n sa przestrzeniami z & to iloczyn kartezjanski tych
przestrzeni branych odpowiednio k; krotnie k; 2 1, i = 1,2, ..., n tez jest przestrzenia
klasy . Niech ponadto & jest najmniejsza klasa spelniajaca te warunki. Systemem rela-
cyjnym bedziemy wtedy nazywac¢ dowolny ukiad podzbioréw z klasy &. Podzbiory te
nazywa si¢ relacjami. '

Przykiadem struktury relacyjnej moze by¢ struktura wystgpujaca przy badaniu ruchu

1) Niniejszy wyklad przygotowano na sesje naukowa zorganizowang przez PtMTIS z okazji 300-lecia
wydania dziela Newtona ,,Philosophiae naturalis principia mathematica”.
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punktu materialnego pod wplywem danych sit a wigc badaniu tzw. zagadnien poczatko-
wych. W takiej strukturze przyjmiemy za przestrzen bazowa zbiér liczb rzeczywistych R
za$ za relacje:
a) przedzial I = {t,, t) liczb rzeczywistych — przedzial czasu,
b) liczbe m > 0 — masa punktu materialnego,
¢) odwzorowanie klasy C*(I), r:I - R® ruch punktu materialnego,
d) odwzorowanie f:I - R® — sily zewnetrzne )dzialajqce na punkt bedace zalozeniem
funkcji f, i f> gdzie fi:I— Ix R®*x R® i dla kazdego t €1, t - (¢, r(t), F(t)) oraz
f>:ran f; = R3, wtedy:

NOETAMO)) @1
e) relacje migdzy m, r, f postaci:
mr(t) = f(t), tel. 2.2

W strukturze opisanej relacjami a)-e) formutuje si¢ problem poczatkowy postaci:
niech sq dane {1y, t), m, r(ty), #(t) i f5, znale#é r(t) takie, by speinione byly zwiqzki (2.1), (2.2).
‘W powyzszej strukturze wyrdzniong rolg pelni zbidr liczb rzeczywistych R (wszystkie inne
obiekty sa z tym zbiorem zwigzane). Nic dziwnego, bowiem opisy §wiata materialnego
to gloéwnie opisy przy pomocy liczb. To, dlaczego wybieramy do takich opisow zbidr
liczb rzeczywistych a nie np. wymiernych czyli takich, ktore uzyskuje si¢ z obserwacji,
pomiardow, eksperymentow jest przesadzone konstrukcja analizy matematycznej — teorii
granic, rachunku rézniczkowego. W strukturze tej obok pojecia liczby rzeczywistej wazne
Jest takze pojecie granicy ilorazu réZznicowego dajace mechaniczne obiekty predkosci
i przyspieszenia.

3. Struktura matematyczna ,,Philosophize naturalis principia mathematica”

Cofnijmy si¢ teraz wstecz do czaséw Newtona. Newton formutujac ,,Podstawy mate-
matyczne filozofii przyrody” opar! si¢ na zastanej wiedzy o liczbach, ktéra nie byla jeszcze
ugruntowana. Dobrze poznane byly liczby wymierne, obok nich istniaty liczby niewymierne,
JednakZe nie bylo w tym czasie pelnego rozeznania jaki zbidr tworzg liczby rzeczywiste
i jakie sa jego wlasno$ci. Wszystko to wskazuje na to, ze Newton nie dostrzegat problemow
zwigzanych z samym pojeciem liczby rzeczywistej. Natomiast widzial i chciat uporaé si¢
z problemami, ktére w terminologii wspoiczesnej naleza do teorii granic. I tymi problemami
zajmuje si¢ w pierwszym rozdziale [7]: ,,De methodo rationum primorum et ultimorum”
{0 metodzie stosunkéw pierwszych i ostatnich). R

Na temat jak rozumial Newton pojecie granicy nie ma zgody wsrdd badaczy jego
pism. Wydaje sig, Ze mozna przyja¢ w tym wzgledzie stanowisko Kotmogorowa [3], s. 30:
s,Pojecie granicy (jak réwniez pojecie predkosci) jest u Newtona jednym z pojeé wyjsciowych
nie podlegajqcych bezposredniej definicji ze wzgledu na ich pierwotny charakter i intuicyjnq
zrozumialo$¢é”. Uzasadnijmy to stanowisko analizujgc pierwszy z 11 lematéw zamieszczo-
nych we wspomnianym rozdziale, ktory brzmi: ,,Hosci, a takze stosunki ilosci, ktére w prze-
ciggu skorczonego okresu czasu stale dgzq do réwnosci i przed koricem tego okresu czasu
zblizajq sie do siebie bardziej niz o dowolng z géry danq réznice stajq si¢ w koricu réwne”
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71, s. 25. PowyZszy lemat przypomina definicje granicy. ,,llosci” lub ,,stosunki iloSci”
s3 tutaj wielko§ciami zaleznymi od czasu, a wiec zmiennymi, charakteryzuja si¢ tym, ze
,»dazq do réwnosci” tzn. zblizaja si¢ do siebie tak, ze ich réznice zawsze od pewnej chwili
.przed koricem okresu czasu” sa mniejsze od dowolnej ,,z gory danej” liczby. Jednakze
Newton warunkéw zawartych w lemacie nie traktuje jak warunki definicyjne dla granicy
i przeprowadza nastgpujacy dowdd lematu. ,,Jezeli to negujesz przypusémy, ze stanq sie
w koricu nieréwne i niech ich réznica ostatnia rowna sie D. A wiec nie mogaq dojs¢ do réwnosci
blizej niz o tg danq réznice D, co przeczy zaloZeniu”. Z zacytowanego lematu jak i dowodu
widaé, ze granica — ,,réwno$¢ w koncu ilosci”> — jest tutaj pojeciem wczesniejszym, ktére
uwaza si¢ za zrozumiale. Podobnie w innym miejscu, rozwazajac ,,stosunki ilosci znikajgcych”™
tzw. fluksji czyli stosunki wielkosci nieskonczenie matych, Newton pisze:,, ostatnie stosunki
ilosci znikajqcych nie sq stosunkami ostatnich iloSci, lecz sq to granice (limites), do ktdrych
zblizajq sie stosunki ilosci nieograniczenie malejgcych i do ktérych te stosunki mogq podejsé
blizej niz o dowolng z gdry dang réznice, lecz ktérych przekroczyé ani osiqgngc stosunki te
nigdy nie mogq wczesniej niz same ilosci zmniejszajqgc sie nieskoniczenie”. [7], s. 34. Newton
rozumial proces przejécia do granicy, jako proces zakonczony utoZzsamieniem wielkosci
zmiennej z jej granica. Roéznica migdzy zmienna a jej granica nazywal znikajaca. Czgscig
skladowa przejscia granicznego byla wielko$é nieskonczenie mala, ktéra traktowal jak
liczbg. To rozumienie nieskonczenie malej przejat od J. Wallisa, ktérego prace jak sam
zaznacza w jednym z listéw dokiadnie przestudiowal. W ujeciu Wallisa [11] wielkosé
nieskonczenie mala to ostatnia warto$¢ wielkosci zmiennej dazacej do zera. Czasem wielko$é
te utozsamial z zerem. Obok tej liczby rozwazal ,,ostatniq wielko$é zmiennej 1/0”, ktora
takze uwazal za liczbe i wprowadzit dla niej, stosowane do dzisiaj oznaczenie co, [11],
t. I, s. 297. Liczby 0, cc trzeba bylo wkomponowaé do znanego woéwczas systemu
liczbowego ustalajac prawa dzialania na nich. T tak przyjmowal 1/0 = oo, 1/c0 = 0.
Stwierdzit Ze co. O nie jest okre§lone jednoznacznie gdyz moze odegraé rolg ,,liczby do-
wolnej”, [11], t. 1, s. 462. Wallis jednak nie rozpatrywal czym moga by¢ stosunki nie-
skoriczenie matych a wigc w jego oznaczeniach wyrazenie 0/0. Analizg takich stosunkdéw
jako pierwszy zajal si¢ wlasnie Newton. Ustalajac matematyczny sens stosunkéw nie-
skonficzenie matych Newton otrzymal obiekty matematyczne przy pomocy ktérych mogt
interpretowaé fizyczne pojecie predkosci i przyépieszenia oraz mogt sformutowaé zwiazek
migdzy ruchem a silg:

,,Mutationem motus proportionalem esse vi motrici
impressae et fieri secundum lineam rectam qua vis ‘3.1
illa imprimitur”

— zmiana ruchu jest proporcjonalna do przylozonej sily poruszajqcej i odbywa sie w kierunku
prostej, wzdluz ktérej sila jest przylozona. Jest to tre§¢ zwiazku (2.2) pomigdzy sila, masa
i przy$pieszeniem — ,,zmianqg ruchu”. Tak wigc struktura matematyczna u Newtona jest
struktura oparta o intuicyjny zbioér liczb rzeczywistych, z relacja (3.1), w ktoérej pojecie
przy$pieszenia ,,zmiany ruchu” jest granica stosunkow nieskonczenie malych za§ granica
jest rozumiana jako pojecie pierwotne.

Po Newtonie dzigki wprowadzeniu formalizmu epsilonowo-deltowego matematyka
dysponowala precyzyjnymi juz pojgciami granicy i pochodnej. Nieskonczenie mate zostaly
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wyparte na dlugi okres. W wyniku tego struktury matematyczne w mechanice punktu
materialnego sa strukturami relacyjnymi opisanymi wczesniej w p. 2. Ogélniejsza strukture
opisujaca podstawy mechaniki Newtona mozna znalezé w [12]. XIX wiek 1 przede wszyst-
kim prace Dedekinda sformalizowaly takZe pojecie liczby rzeczywistej i chociaz ,,rozwdj
nauk przyrodniczych w znacznym stopniu zalezy od poznania takich czy innych wielkosci
wymiernych’, [1], s. 15, to jednak we wszystkich klasycznych sformutowaniach mechaniki
Newtona przestrzenia bazowa jest przestrzen liczb rzeczywistych a wigc takze niewymier-
nych.

4. Struktury niestandardowe

Powrét nieskoniczenie malych do matematyki nastgpil w ostatnim dwudziestoleciu
przez konstrukcj¢ tzw. analizy niestandardowej [8]. Jest to ten nurt badan w matematyce,
w ktorym sprawdza si¢ co matematyka utracita odrzucajac w wyniku fascynacji formaliz-
mem epsilonowo-deltowym takie poj¢cia jak monada, nieskonczenie mala itd. Jest to ten
nurt, ktéry w zgodzie z wymaganiami formalnej poprawnosci rozszerza przestrzen liczb
o te, ktére rdéznia si¢ ,,nieskonczeniec malo”.

Przedstawimy teraz podstawowe fakty z tej teorii.

Niech M bedzie pewna zupelna struktura relacyjna, opisana jezykiem formalnym L,
w ktdrej przestrzenia bazowa jest R. Niech dalej K bedzie zbiorem zdan jezyka L prawdzi-
wych w M czyli M bedzié modelem zbioru zdan K. Jezeli inna struktura *M opisana jest
takze jezykiem L i kazde zdanie prawdziwe w M jest prawdziwe w * M to system relacyjny
*M nazwiemy niestandardowym modelem zbioru zdan K. Relacje systemu *M oznaczone
tymi samymi stalymi jezyka L co relacje w M nazywa si¢g standardowymi. Istotne jest
czy w systemie *M znajduja si¢ jeszcze inne relacje niz standardowe. Aby na to pytanie
odpowiedzie¢ okreslmy relacje wspéibiezna w M. Relacja dwuargumentowa ¢ — R?
jest wspolbiezna, gdy dla kazdego skonczonego ciggu elementdéw «,, a,, ..., an € dom o
istnieje element b e rang taki, 2e (a,,b) €0, (a,,b) €0, ..., (am, b) € 0. Kaidej relacji
wspolbieznej odpowiada relacja standardowa *g w *R2, oznaczona w jezyku L tg sama
stala. W analizie niestandardowej wykazuje si¢, Ze nastgpujace twierdzenie jest prawdziwe
[8]: Istnieje element ¢ € rang spelniajacy dla kazdego a € domg warunek (a, ¢) € p.

Relacja wspoibiezna w R jest relacja ,,mniejszy niz”’. Z przytoczonego twierdzenia
wynika, Ze istnieje liczba a nalezaca do przestrzeni bazowej *R struktury *M taka, ze
r < a dla kazdego r € R. A wigc istnieje liczba wigksza od wszystkich standardowych liczb
rzeczywistych, tzw. liczba nieskonczona. W zbiorze liczb *R okreSlone sa wszystkie relacje,
ktore okreslone sa w R, wigc w *R liczby mozna dodawaé, mnozyé, dzieli¢ otrzymujac
elementy zbioru *R, Stad dla liczby nieskonczonej a istnieje jej odwrotnos¢ 1/a zwana
infinitezymalng. Wykazuje sig, ze liczb nieskonczenie wielkich jest nieskonczenie wiele,
a wigc zbior wszystkich infinitezymalnych nie jest skonczony. Oznaczymy go przez
Mon(0) = *R, (monada 0).

Podstawowe obiekty i relacje mechaniki Newtona mozna zinterpretowaé w systemie
relacyjnym *M w podobny sposéb jak to mialo miejsce w systemie opartym o zbior liczb
rzeczywistych R.
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Niech rozwazanym obiektem materialnym bedzie teraz skonczony zbior punktéw
materialnych tzn. taki, Ze istnieje n € *N i wszystkie rozwazane punkty i tylko te, naleza
do zbioru B = {P,, P,, ..., P,}. Niech I < *R bedzie przedzialem czasu zas odwzorowanie
m: B - *R* rozkladem masy. Ruchem ciala B w przedziale czasu I bgdzie odwzorowanie
speiniajace znane warunki regularnoéci r*: Bx I — *R®. Funkcje r* moga przyjmowac
warto$ci niestandardowe ale powinny by¢ wewngtrzne [8]. Podobnie okreSlimy sity jako
odwzorowania f*: Bx I — *R® przy czym:

fYP, D sz(t,r(P, 1), F(P, 1)+

P, =M@, 1)
d(r(P, ), r(Q, 1))

v D) Hew, 0,0, 1) @0

QeB\{P}

gdzie ;"‘, ;‘ sa znanymi dostatecznie regularnymi, funkcjami wewngtrznymi opisujacymi
odpowiednio sily zewnetrzne dziatajace na punkt P w chwili ¢ oraz oddzialywania punktu
Q na punkt P, zas d jest odlegloscia punktow P i Q w chwili .
Drugie prawo dynamiki Newtona bedzie mie¢ analogiczng postaé jak (2.2), (3.1):
m(PYF(P, t) = f*(P, t). 4.2)
Teraz jednak wystgpujace w nim funkcje moga przyjmowac wartosci niestandardowe
np. infinitezymalne. Liczba punktéw materialnych » moze by¢ liczba nieskoniczona n €
€ *N\_N. W szczegolnym przypadku, gdy wszystkie funkcje sa standardowe powyzsze
sformutowanie mechaniki Newtona opisuje te same problemy co réwnania (2.1), (2.2).
Aparat analizy niestandardowej nie wnosi wtedy nowych tresci do mechaniki. Sytuacja ta
si¢ zmienia gdy przynajmniej jedna funkcja w (4.1), (4.2) jest niestandardowa np. gdy
n € *N\N. Wykazuje si¢ wtedy, ze z niestandardowych relacji (4.1), (4.2) mozna otrzymac
standardowe relacje mechaniki kontinuum, tym samym zinterpretowaé znane pojecia tej
mechaniki (ggsto§¢ masy, gestosé sit brzegowych i objgtosciowych, tensor naprgzenia)
wylacznie przy uZyciu poje¢ mechaniki Newtona punktéw materialnych, [13].

5. Alternatywna teoria mnogosci w mechanice punktu materialnego

Po ustabilizowaniu si¢ analizy niestandardowej pojawily si¢ konstrukcje alternatywne:
alternatywna teoria mnogosci [10], £2 — rachunek [4], itd. Ten nurt badan jest motywo-
wany wnioskami bioracymi si¢ z obserwacji $wiata takimi jak: opis §wiata niekoniecznie
musi by¢ ciagly, watpliwe czy istnieja zbiory nieskonczone obiektéw rzeczywistych, przej-
Scie graniczne ‘nie jest weryfikowalne itd.

Jezeli przez teorie mnogosci bgdziemy rozumie¢ naukg¢ o zbiorach to alternatywna
teoria mnogosci (AST) jest jej czgscia. Do takiej teorii mnogosci naleza rézne dzialy np.
system aksjomatyczny teorii mnogoéci Zermeli. W przeciwierstwie jednak do systemu
Zermeli AST nie jest systemem zamknig¢tym (zaksjomatyzowane sa pewne fragmenty,
dopuszcza si¢ zmiang aksjomatow). Niektore aksjomaty systemu Zermeli sa kwestiono-
wane w AST. Istnieje jednak cz¢$¢ wspolna tych teorii a mianowicie teoria klas. Klasy
w sensie Kelley’a, Morsa [2], [5] sa takze klasami w sensie AST. Wszystkie zbiory w AST
s klasami ale nie na odwrét, np. klasa wszystkich zbioréw — klasa uniwersalna V nie jest
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zbiorem. To, Ze obiekt X jest zbiorem zapisujemy jako SetX. Semizbiory sa podklasami
zbioréw. Piszemy wtedy SmsX dla oznaczenia, Ze ,, X jest semizbiorem’. Tak wigc:

Sms(X) = 3Set(¥)[X < Set(Y)].

Kazdy zbior jest semizbiorem. Semizbiorem wladciwym nazywamy semizbidr, ktéry nie jest
zbiorem. Waznym aksjomatem AST jest aksjomat istnienia wlaciwych semizbioréw:

AX)[Sms(X)A ~ Set(X)].
Klasa jest skoniczona (zapis Fin(X)) wtedy i tylko wtedy gdy kazda po‘dklasa X jest zbiorem.
Klasy, ktére nie sa skoficzone sa nieskonczone.

Zbior x jest liczba naturalng jezeli speinia warunki: 1) kazdy element x jest podzbiorem
x tzn. (Vyex) [y = x], 2) relacja spetnia na x warunek trychotomii (Vy,zex)[ye
ezvy = zvzeyl Klase liczb haturalnych oznaczymy przez N. Przez FN oznaczymy
klase skoriczonych liczb naturalnych tj. FN = {x; Fin(x)}. W AST dowodzi si¢, ze
NN\FN = 0.

Zauwazmy, e zbiory: pusty @, jednoelementowy {0}, dwuelementowy {0, {@}} itd.
sg liczbami naturalnymi. Mozemy wigc zidentyfikowaé klasyczne liczby naturalne z tymi
zbiorami przyporzadkowujac 0 - 9, 1 - {0}, 2 - {0, {#}} itd. W AST mamy wiec
do czynienia z klasa liczb zawierajaca klasyczne liczby naturalne. W AST dowodzi sie,
ze dla kazdego zbioru x istnieje dokladnie jedna liczba naturalna « € N taka, Ze zbiory
x i « s réwnoliczne. Jak wida¢ z tego twierdzenia wszystkie zbiory w AST sa skoniczone.
AST traktuje nieskoniczono$¢ jako fenomen wynikajacy z obserwacji duzych, niepoliczal-
nych technicznie zbioréw. Majac liczby naturalne mozemy zdefiniowaé klas¢ liczb calko-
witych:

C=Nu{0,a),0 #0,eN},

gdzie (0, ) jest para uporzadkowana, oraz klasg¢ liczb wymiernych:

RN E{%,x,yec,y ;EO}.
W RN okreéla sie takZe pewna relacje rownowaznoscei = tzw. relacje nierozréznialnosci

1
x,yeRN,_xﬁy¢(|x—y| <—n—vn <X, R<yvVX < —n, y< —n, neFN).

Relacje nierozréznialnodci mozna okresli€ w dowolnej klasie przy pomocy ciagu
tolerancji tj. relacji zwrotnych i symetrycznych R, ¢ V'xV, n € FN takich, ze R,,; = R,,
neFN, R, = V2, id # (M {R,, n € FN}. Tolerancje wyznaczaja aproksymacje 4p,(v) =
= {¢v/,(v,v") € R,} za$ relacja nierozréznialnosci monad¢ Mon(v) = {v',v = v'}.

AST pozwala opisa¢ przedzial mi¢dzy tym co rozréznialne i tym co nierozréznialne.
Miejsce tego podziatu nie jest ustalone raz na zawsze (mozna stosowaé rozne skale blisko-
éci). Obserwowany $wiat w takim opisie sklada si¢ ze $wiata makro, kolejnych coraz
dokladniejszych przyblized rzeczywistosci danych tolerancyjnie, ze $wiata mikro, $wiata
monad, ktéry jest nierozréznialny od $wiata makro, ale ktéry mozna takZe opisywaé
i analizowaé ,,wchodzac” w monadg.

Przedstawimy teraz strukture relacyjng mechaniki punktu materialnego oparta o prze-
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strzeft bazowa liczb wymiernych RN skonstruowanych w ramach AST, [6]. Pojeciami
pierwotnymi w tej strukturze beda:

a) masa — liczba m € (RN),,

b) ruch — odwzorowanie r: RN — (RN)?,

c¢) impuls sity F([t,, ¢,]) — odwzorowanie okreSlone dla dowolnego, niepustego prze-
dziatu [¢,, 1] € RN o wartosciach w (RN)?. Niech teraz v bedzie dana nieskoriczona
liczba naturalng » e N\ FN i niech & = y~!. Okre§lmy zbiér chwil I, = {te RN, t =
= Fe¢én,n € N}. Oznacza to, ze zaréwno ruch jak i impuls sit beda obiektami danymi
tylko w tych chwilach, ktore sg z dyskretnego zbioru f,. Tak wigc, dla kazdego ¢,, ¢, € RN
jezeli [t,, t1nI, = O to F([ty, t,]) = 0, jezeli zas [t,, 1,101, = {t} to F([t,, t,]) = F({t}).
Sformutowane wyzej zatoZenie jest ilustracjg tezy podanej przez B. Russella we ,,Wstepie
do filozofii matematyki: ,,swiat, w ktérym wszelki ruch skladalby sie z ciqggu malych
skoriczonych drgnien bylby empirycznie nierozrézniainy od Swiata, w ktérym ruch bylby
ciggly” [9), s. 140.

Dla ruchu r okre§lonego w zbiorze chwil I, definiujemy predko$é (prawostronnag
i lewostronng):

r(t+e)—r(t) r(t)—r(t—e)

vt (t) = — o= (¢) = . tel,
oraz przyspieszenie:
= D00
£
Oznaczajac f(t) = F({t})/s relacja laczaca sily i ruch bedzie mie¢ klasyczng postaé:
ma(t) = f(t),tel,, G0

jednakze obiekty wystepujace w tej relacji nie sg klasyczne.

Zauwazmy, e tak okre§lone predkos¢ i przyspieszenie (bez przejécia granicznego
i w dyskretnym zbiorze chwil) zawsze istnieja i nie sa wielkosciami przyblizonymi. Jezeli
jednak zazadamy by wartosci v i a byly zawarte w BRN (liczb wymiernych ograniczonych)
wtedy moze sie zdarzyé, ze v 1 a nie istnieja. ZaweZenie zbioréw wartosei v i a do podzbioréw
BRN jest wigc ograniczeniem na r. Ograniczenie to nie wystarczy by mieé¢ ruch regularny
odpowiadajacy ruchowi klasycznemu klasy C2.

Zatézmy wiec ponadto, ze ruch r jest mikroregularny tzn. dla kazdego ¢ € I,nBRN,
r(t), v(t), a(t) € (BRN)>. W tym przypadku dla ‘dowolnych ¢,, t, € ,nBRN takich, ze
t; = t, mamy r(¢,) = r(t,), v(t) = v(t;) i a(ty) = a(t,). Taki wlasnie ruch nazwiemy
regularnym. Odpowiada on odwzorowaniu klasy C? a wiec ruchowi klasycznemu. Przedsta-
wiona konstrukcja pokazuje, ze mozliwe jest opisanie fizycznego pojecia ruchu, sily i praw
Newtona bez poslugiwania sie przejSciem granicznym. Mozliwe jest takze okreslenie
pewnych warunkéw regularnoéci odpowiadajacych ciagtosci i gladkosci w analizie kla-
sycznej.

6. Uwagi konicowe

Rozwazane w pracy struktury reiacyjne opisuja te same tresci fizyczne: obiekty ma-
terialne posiadajace mase, poddane dzialaniu si/, w wyniku tego dzialania obserwujemy
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ruch obiektu, jego predkosé, obliczamy przyspieszenie. Wszystko to odniesione jest do
miejsca i chwili w przestrzeni. Struktury te s jednak istotnie roéine.

Przestrzeri modelowana jest w tych strukturach przy pomocy zbioréw liczb. Najpierw
u Newtona intuicyjnym zbiorem liczb wymiernych i niewymiernych, potem przestrzenia
liczb rzeczywistych okreslonych aksjomatycznie, na kofcu zbiorami nieklasycznymi:
rozszerzona przestrzenia liczb rzeczywistych skonstruowang w ramach analizy niestandar-
dowej oraz nieklasyczna przestrzenia liczb wymiernych skonstruowanych w ramach
alternatywnej teorii mnogosci, ktérych jest dostatecznie-,,duzo” by mozna bylo zrezygno-
waé z postugiwania si¢ liczbami niewymiernymi.

W wyniku tych zmian przestrzeni liczbowych a wigc przestrzeni bazowych w strukturach,
przeobrazaja si¢ takZe obiekty modelujace mase, ruch i sily.

Pojecie predkosci i przyspieszenia zwiazane jest najpierw z intuicyjnym rozumieniem
przejscia granicznego w ilorazie réznicowym, nastgpnie modelowane jest pojeciem pochod-
nej wzgledem czasu klasycznej i niestandardowej by na koficu w ramach alternatywnej
teorii mnogos$ci odrzuci¢ pojecie granicy jako nieumotywowane fenomenologicznie i za-
stapi¢ je ilorazami réznicowymi okreSlonymi dla infinitezymalnych réznic chwil a wiec
niejako wréci¢ do ,,ostatnich stosunkéw ilosci” réZniacych si¢ o ,wielkos¢ znikajgcq’.

Zauwazmy na koniec, 2e opisane wyZej zmiany aparatu matematycznego, choé dosé
znaczne, nie wplynely na zmiang jakze trafnego i zdawatoby si¢ prostego odkrycia zwigzku
miedzy ruchem ciala a sitami na nie dziatajacymi — mutationem motus proportionalem
esse vi motrici impressae et fieri secundum lineam rectam que vis illa imprimitur. To stwier-
dzenie we wszystkich tych strukturach pozostaje niezmienne.
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Peswome
OCHOBBI HBIOTOHOBCKOIM MEXAHHUKH B CBETE PA3BUTHUS MATEMATHKU

B mactostueii pafore paccMaTpHBAalOTCS MAaTEMATHUECKME CTPYKTYPbI HBIOTOHOBCKOH MeXaHMKH,
HAuMHAasA C ed nepBoi hopmynHpoBKM B ,,Philosophiae naturalis principia mathematica’’, mo crpyx-
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TYP, KOTOPbI€ OITMPAXOTCA HA HECTAHJAPTHBLIE COBOKYIIHOCTH UHCEJl PACCMAaTPHBAEMBIX HAa OCHOBE AJlb-
TePHATMBHON TEOPMH MHOMKECTB K HECTAHAApPTHOrO aHayin3a. OnMpasch Ha 3TH CTPYKTYPHI IPOBOAHTCH
aHAJIH3 TIEPEMCH MATEMAaTHUECKHX OOBEKTOB MOACIHPYIOLHX XBHIKEHHE CHCTEMb! MATEPHANBHBIX TOUEK.

Summary
THE BASE OF NEWTON’'S MECHANICS IN TERMS OF THE MATHEMATICS DEVELOPMENT
The paper deals with the mathematical structures for classical mechanics of the systems of finite number

degrees of freedom, from the formulation in ,,Philosophiae naturalis principia mathematica”, up to the
structure based on the nonstandard analysis and on the alternative set theory.
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