MECHANIKA
TEORETYCZNA
STOSOWANA M
4, 27, 1989 *

PARAMETRYCZNA OPTYMALIZACJA PRETOW MIMOSRODOWO
SCISKANYCH W NAWIAZANIU DO TEORII WYBOCZENIA
PELZAJACEGO KEMPNERA — HOFFA

ADAM WROBLEWSKI

Politechnika Krakowska

1. Wstep

Problem statecznosci $ciskanego preta w warunkach pelzania sformutowany zostat
po raz pierwszy przez Freundenthala [1] oraz Rzanicyna [2]. Zagadnienie to rozwijane
bylo w nastgpnych latach przez szereg autoréw i najogéiniej wyréznié mozna dwie grupy
probleméw: (i) stateczno$é¢ osiowo $ciskanych pretéw prostoliniowych (zagadnienie ana-
logiczne do sprezystego problemu Eulera); (ii) wyborzenie techniczne pretéw o wstepne;
imperfekcji (wstgpna krzywizna lub mimosrodowe obcigZenie). Podstawowe kryteria
z pierwszej grupy sformutowane zostaly przez: Shanleya [3] (kryterium modutu stycznego);
Gerarda [4] (kryterium krytycznej deformacji); Rabotnowa-Szestierikowa [5] (kryterium
dynamiczne). Druga grupg wyboczenia pelzajacego pretéw rozpoczynajq prace Kempnera
[6] oraz Hoffa [7].

PowyZsze kryteria sformulowane zostaly przy zalozeniu maltych odksztalcen i prze-
mieszczenn oraz niescisliwosci osi. W Swietle tych zatozen teoria Kempnera-Hoffa jest
wewngtrznie sprzeczna. Czas krytyczny definiuja oni jako moment gdy przemieszczenia
lub predkosé przemieszezen dazy do nieskonczonoéci. Sprzeczno$c ta mozna usungé przez
zastosowanie teorii trzeciego rzedu. Stosujac taka teorie Zyczkowski [8] wykazal, ze
z teoretycznego punktu widzenia definicja Kempnera-Hoffa nie jest poprawna, natomiast
z praktycznego punktu widzenia do§¢ dobrze okresla realny czas pracy pre¢ta. Potwierdzaja
to badania do$wiadczalne prowadzone migdzy innymi przez Hoffa [9] oraz Hulta [10].
Nadmieni¢ réwniez nalezy, Ze czas krytyczny wyznaczany wedlug teorii Kempnera-Hoffa
jest poréwnywalny z czasem pracy prgta przy uwzglednieniu kruchego pgkania materla}u
([11], [12). , :

Dobra zgodnosé obliczen teoretycznych z wynikami doswiadczen powoduje, Ze teoria
Kempnera-Hoffa bywa najczgsciej prezentowana w poradnikach inzynierskich (np. [13]).
Z reguly, omawiany jest tylko przypadek .preta dwuprzegubowo podpartego sciskanego
sita osiowa. Inne przypadki zamocowania i obcigZenia pr¢ta sa mniej rozpoznane; prety
o zmiennym przekroju poprzecznym nie byly do tej pory analizowane.

Wyboczenie petzajace jednostronnie utwierdzonych pryzmatycznych pretéw mimo-
§rodowo $ciskanych analizowal Isaakssen [14]. Wystgpuja tu, w ogblnosci, dwa parametry
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imperfekcji — wstepne ugigcie oraz mimosrod przytozénia sity. W praktyce (jak pokazano
w [15]) analizuje si¢ tylko jeden parametr bedacy zredukowanym mimo$rodem (przy
poczatkowo prostoliniowej osi preta) lub zredukowanym ugigciem poczatkowym (dla
zerowego mimosrodu).

Optymalne ksztaltowanie pretéow w warunkach pelzania zalezy w istotny sposéb od
przyjetej teorii wyboczenia, niedokladno$ci wstegpnych, réwnan konstytutywnych itp.
W przypadku pretéw wykazujacych imperfekcje ograniczenia maja zazwyczaj charakter
sztywnosciowy lub wytrzymatosciowy. Przykiadowo, Distefano [16] przeprowadzit opty-
malizacj¢ parametryczna pretéw o danym ugigciu w pewnym okre$lonym czasie. Wojda-
nowska, Zyczkowski [17] wykazali, dla ogdlnego liniowego prawa pelzania, ze optymalne
ksztatty uzyskane dla zakresu sprezystego zapewniaja réwniez minimalna predkosé wy-
boczenia petzajacego (dla pewnych form pierwotnej linii ugigcia zapewniajacej modalny
przebieg ugiecia w czasie). Swisterski, Wroblewski, Zyczkowski [18] przeprowadzili
optymalizacj¢ ksztattu jednostronnie utwierdzonego preta mimosrodowo obciaZzonego
w zakresie duzych ugig¢; warunek ograniczajacy zwiazano z tworzeniem si¢ pierwszych
peknigé w sensie hipotezy Kaczanowa.

W niniejszej pracy sformufowano i rozwiazano problem optymalizacji ksztaltu preta
przy uwzglednieniu warunku statecznosci przy pelzaniu w sensie teorii Kempnera-Hoffa.
RozwaZania ograniczono do przypadku jednostronnie utwierdzonego preta mimosrodowo
$ciskanego. Przeprowadzono dowdd poprawnosci sformutowania problemu z matema-
tycznego punktu widzenia. Z uwagi na to, Ze rozwazamy pret o zmiennym przekroju czas
krytyczhy okresli¢ nalezy poprzez bezpo$rednie catkowanie rownan pelzania preta. Jest
to istotny element nowosci a zarazem istotna trudnos¢ zwigzana z konieczno$cia analizy
ugie¢ zmierzajacych do nieskonczonosci. Zagadnienie optymalizacji zawezono do opty-
malizacji parametrycznej. Optymalnego ksztaltu poszukuje si¢ w klasie pretow stozko-
wych majacych najszersze zastosowanie techniczne z uwagi na stosunkowo prosta techno-
logie wytwarzania.

2. Podstawowe rownania

Rozwaza¢ bedziemy poczatkowo prostoliniowy pret jednostronnie utwierdzony,
o diugosci L, Sciskany sita P na mimosrodzie e (rys. 1). Zaktadamy, Zze przekrojem preta
jest symetryczny idealny dwuteownik (sandwich) i poszukujemy wielkosci pola przekroju
A(X) przy ustalonym rozstawie H polek. Analiza takiego przekroju upraszcza znacznie
obliczenia, poniewaz w warunkach réwnowagi unikamy catkowania napreZzen po prze-
kroju preta. Jest to istotnym utatwieniem zwilaszcza gdy analizujemy nieliniowe prawo
fizyczne. Rozwazania idealnego przekroju dwuteowego maja sens nie tylko poznawczy.
Sandwich stanowi réwniez pewna aproksymacj¢ przekroju zwartego. Poprawnosé tej
aproksymacji zaréwno z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia byla szczegdto-
wo badana w wielu publikacjach, np. Hoff [19], Rabotnow [20]. :

Dla dowolnego przekroju warunki réwnowagi i zwigzki geometryczne mozemy zapisaé
w postaci (silg i naprezenie $ciskajace uznajemy tutaj za dodatnie):
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EZ_szH[a wX, 1)  3*w(X, 0)],
gdzie: /

oX? oX*

o; = 0y(X, t), i = w, z— napre¢zenie normalne odpowiednio w pdlce wewnetrznej lub
- zewnetrznej,

A = A(X)— pole przekroju dwuteownika
w = w(X, t) — linia ugiecia preta.
; sl iia, P *w(X, 0
Pret jest pierwotnie prostoliniowy, dlatego tez ngz ) = 0.
Przyjmujemy, Ze pelzanie opisane jest nieliniowym prawem Nortona-Bailey’a
St e
tE=¢ + T lo|"sign(o), . 2.2)
gdzie A, E, n sa stalymi materialowymi; kropka oznacza rézniczkowanie wzgledem czasu ¢
Laczac zwigzki (2.1), (2.2) otrzymujemy podstawowe réwnanie pelzania preta

"o [%] - 5, [;AE (w +€)] — [lo.I"sign(0.)— |o,,["sign(0,)],  (2.3)
Gw,z = 5[1 i 2 (W-l-e)]

4%

2.4)
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Warunki brzegowe dla powyZszego réwnania sg nastgpujace:
w(0,1) =0,
w'0,1) =0, ‘
kreska oznacza rézniczkowanie po zmiennej X. Warunek poczatkowy (¢ = 0*) okreSlamy
z natychmiastowych odksztalcen sprezystych:

WX, 0+ g WX 0%+l = 0. (2.6)

(2.5)

Wprowadzajac bezwymlarowe zZmienne i pomocnicze oznaczenia:

1 E"(H\YY x 2e
= 5 —\5F t, &=~—, 0=—.
2 1 L’ H
4PL? 2 @7
sn@) = gz PE D =5 (wte),
mozemy réwnanie (2.3) zapisa¢é w postaci:
o | 3*®
g1 = —§"F
[352 +s’"¢] $mF(D), 2.8)
F(®) = [(1+ D) — |1 —D|"sign(l —D)],
a warunki (2.5), (2.6):
D0, 1) = 9,
d'(1,7) =0, (2.9)

D&, 0%)+5m(E)P(5,0%) = 0.

Klasyczne rozwiazanie Kempnera-Hoffa (dla pretéw pryzmatycznych) otrzymuje sig
rozwigzujac rownanie pelzania preta metoda jednoparametrowej kollokacji lub poprzez
rozwinigcie w szereg Fouriera i analizg tylko pierwszego wyrazu szeregu. Podejécie takie
jest zbyt mato doktadne jezeli rozwazamy prety o zmiennym przekroju. W tym przypadku
czas krytyczny okresla¢ nalezy poprzez bezposrednie calkowanie réwnania pelzania
preta (2.8).

W celu sprawdzenia poprawnosci sformutowania problemu w sensie kryterium Kemp-
nera-Hoffa wykazac nalezy, ze rozwigzanie rownania (2.8) posiada punkt osobliwy tzn., Ze

J* <0, 0 <] limP(E*, 1) = 0. (2.10)
Dowdd przeprowadzimy wykazujac, ze minoranta rozwigzania @ ma punkt osobliwy.
Wprowadzajac pomocniczg funkcje:

P(& = B, 0%), A

mozemy réwnanie rézniczkowe czastkowe przedstawi¢ jako rownanie rozniczkowo-cal-
kowe:

1 g
(Z—q,) = (%) {w(E) f PN sm FID(y, 7)]dy + f v (M) A FID(y, 'r)]dy}, (2.12)
¢ 0
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gdzie:
¢

def 1
p(@&) = | 5. (2.13)
Of 9*0)

Funkcja @(&) jest linia ugigcia preta w chwili poczatkowej wyznaczona w oparciu o teorig
matych odksztalcen i przemieszczen. Fizycznie uzasadnione jest zatem zalozenie, Ze @(&)
jest funkcja dodatnig, rosnaca i ograniczona. Uzasadnione rownieZz jest zalozenie, Ze
funkcja D(&, 7) jest niemalejaca funkcja zmiennej & w kazdej chwili czasu v. Zakladajac
dodatkowo, Ze nie rozwaZzamy preta o zerowym polu przekroju, zapisaé mozemy:

inf s, =56>0,

infep =46 >0. . (2.14)

supp =c¢, d<c< .
Tym samym stuszne sa nieroéwnosci:

d 1
w(&)/f. to e

F(®) = (1+q>) ~|1—®P'sign(1—P) >

3

1 &
ID(E, 1) 1 . Lo
HE. D) "[cz E!éb o(y, 1)dy+b{?y6b o (y, r)dy] >

&

> —f_—j b f £D"(y, T)dy + f o' (y, r)dy] > (2.15)
1 05
;4‘;17" f&@"(&,r)d};+bj. y¢"(0,1)dy] >
% a-n2e, r)+%§2c"].
C

Powyzsza minoryzacja réwnania (2.12) doprowadza do réwnania rézniczkowego wzgledem
zmiennej 7, w ktérym zmienna § traktowana moze by¢ jako parametr. W celu efektywnego
rozwigzania powyzszej nieréwnosci nalezy okresli¢ warto$¢ stalej n. Przyjmujac n = 2
otrzymamy:

i 12
<1>(a,r,r)>c(2(l"E )) tg{arctg[ (2(15 5)) @(5,0+)]+

b*6*

2.16)
i + o 2831~ 5))1121}.

Wida¢, Zze prawa strona nieréwnosci (minoranta) dazy do nieskofczonosci dla skoficzone;j
wartosci 7 dla kazdego & € (0, 1) co nalezalo dowies¢. Brak rozwiazania osobliwego dla
& = 0 jest naturalne (poczatek ukladu wspoirzednych) natomiast dla & = 1 jest efektem
przeprowadzonej minoryzacji. Bardziej doktadna aproksymacja usunglaby ten efekt.
Nadmieni¢ nalezy rowniez, ze dla n < 1 nie uzyskamy rozwiazan osobliwych analogicznie
jak w klasycznym rozwiazaniu Kempnera-Hoffa.
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3. Sformulowanie problemu optymalizacji

Problem optymalizacji sformulujemy nastgpujaco: poszukujemy ksztaftu preta (funkcji
A(X) zmiany przekroju poprzecznego), ktéry zapewni nam maksimum czasu zniszczenia
t* przy stalej objetosci V' 1 ustalonym obcigZeniu (sita P i mimosrdd e) preta;

t* - max,
i

V= L[ A§dE = const, G.1)
0

P, e = const.

Optymalnego ksztattu preta poszukiwaé bedziemy w klasie pretéw stozkowych, ma-
jacych najszersze zastosowanie techniczne. Pole przekroju preta 4 okresla zatem funkcja:

A(€) = AD [(1~a)é+a],
A(0) (3.2)
a= T(l)" 0<ax<l.
Przy uczynionym w punkcie 2 zatoZeniu, Ze rozstaw pélek dwuteownika jest staly
w kazdym przekroju preta, liniowa zmiana pola przekroju rownowazna jest liniowej zmianie
szerokosci preta. We. klasyfikacji M. Zyczkowskiego [21] oznacza to, ze rozwazamy klase
pretow zbieznych z plaszczyzny wyboczenia.
Optymalizacja parametryczna polega¢ bedzie na okresleniu wartoéci wspoétczynnika
a, dla ktérego przy ustalonej wartosci sity P oraz mimoSrodu e otrzymamy najwickszy
czas krytyczny.
Warunek poboczny optymalizacji tj. warunek stalej objetosci preta:

V= fA(E)LdE = %A(l)L(a%—l) = const, 3.3)

wyznacza zalezno$¢ pomigdzy parametrem a i przekrojem A(1).

Do obliczen przyjeto nastgpujace dane: L =1 [m], H = 0.01 [m], P =100 [N],
E = 1.7¢ 105 [MPa], % =0.16* 107 [MPa~"h~!], n =3, ¥ = B*107° [m?].

Na rys. 2 przedstawiono, w skali logarytmicznej, czas krytyczny w funkcji parametru
a. przy réznych mimosrodach e. Wida¢, ze punkty ekstremalne (potaczone linig przery-
wang) funkcja osiaga dla parametru @ = 0.35. Dla pretéw stozkowych w stanie sprezy-
stym optymalna warto$¢ parametru ¢ = 0.1 (warto$¢ ta wyznaczono na podstawie pracy
[21] przeliczajac odpowiednie parametry, oraz uwzgledniajgc warunek stalej objetosci
preta). Oznacza to, ze w stosunku do optymalnego preta sprezystego wystgpuje istotne
pogrubienie swobodnego konca preta pracujacego w warunkach reologicznych. Podobne
jakosciowo wyniki podajg prace [18], [22] i [23] (pomimo catkowicie odmiennie formuto-
wanych warunkach ograniczajacych zwigzanych z wyboczeniem pelzajacym).

Istotnym wnioskiem jako$ciowym przeprowadzonych obliczen jest to, ze imperfekcja
(mimo$rdd) nie ma znaczacego wplywu na ksztalt optymalny preta, a wplywa jedynie
na warto$é czasu krytycznego. Potwierdza to wnioski z pracy [23] gdzie przeprowadzono
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Rys. 2.

obliczenia, w szerszym przedziale zmiennosci zarowno imperfekcji jak i wartosci obcigze-
nia, na modelu pregta (co stanowi znaczne uproszczenie opisu problemu). Zaznaczyé nalezy
jednak, ze optymalne parametry funkcji zmiany pola przekroju istotnie zaleine sg od
przyjetego prawa fizycznego jak réwniez od hipotezy wyboczenia petzajacego.

10.

Literatura

. A. M. FREUNDENTHAL, Some time effects in structural analysis, 6th International Congress of Applied

Mechanics, Paris 1946

. A. P. Pxanunpeis, ITpoyeccht dediop muposanus KoHcmpykyuti u3 ynpyeoemxux aaemenmos. JAH CCCP

52 (1946), 1, 25 - 28

. F. R. SHANLEY, Weight — strength Analysis of Aircraft Structiires, McGraw-Hill, New York 1952
. G. GERARD, A creep buckling hypothesis, J. Aero. Sci 23 (1956), 9, 879 - 882
. 1O. H. Pasotuos, C. A. UIECTEPUKOB, Ycmotivugocmy cmepsicHeil u naacmuHoK 6 cocmaanuy noasy-

yecmu, Tlpuki. mar. u mex., 21, (1957), 3, 406 - 412

. J. KEMPNER, Creep bending and buckling of non-linearly of visco-elastic columns, NACA TN 3137,

January 1954

. N.J. Horr, Creep buckling, Aeronaut. Quart, 7 (1956), 1 -20
. M. Zyczxkowskl, Geometrically non-linear creep buckling of bars, Arch. Mech. Stos. 12 (1960), 3,

379 - 411

. N. J. Horr et al., Experimental investigation of effect of deviations from straightness upon critical time

in creep buckling, Pibal Report No 239, Brooklyn 1953
J. HuLT, Creep buckling, Publication No 111, Institutionen f6r hﬁllfasthetslara Kungl. Tekniska Hog-
skolan, Stockholm 1955



592 A. WROBLEWSKI

11. M. Zvczkowskl, A. ZABORSKI, Creep rupture phenomena in creep buckling, Proc. IUTAM Symp.
Viscoelastic Media, Goteborg, 1974, 283 - 290, Springer, Berlin (1975) ’

12. P. O. BostrROM, An analysis of the effect of tension induced damage creep buckling of columns, Int.
J. Solids Structures, 12 299 - 307, (1976)

13. Handbook of Structural Stability, Edited by Column Research Committee of Japan, Part I Straight
members, 179 - 182, Corona Publishing Company, LTD., Tokyo 1971

14. A. ISAAKSSEN, Creep rates of eccentrically loaded test — pieces, Trans. Roy Inst. 110, Stockholm 1957

15. M. Zvczrowskl, Skoriczone ugiecia mimoSrodowo Sciskanych pretéw niepryzmatycznych, Ksigga Jubil.
W. Wierzbickiego Warszawa 1959, 479 - 518

16. N. DisTEFANO, Quasilinearization and the solution of non — linear design problems in structures under-
going creep deformations, Int. J. Solids Struct. 8 (1972), 215 - 225

17. R. WOIDANOWSKA, M. ZYCZKOWSKI, On optimal imperfect columns subjected to linear creep buckling,
J. Appl. Mech. 47 (1980), 2, 438 - 439 '

18. W. SWISTERSKI, A. WROBLEWSKI, M. ZYCZKOWSKI, Geometrically non-linear eccentrically compressed
columns of uniform creep strength vs optimal columns, Int. J. Non-Linear Mechanics 18 (1983), 4,
287 - 296

19. N. J. Horr, The idealized column, Festschrift Richard Grammel, Ing. Arch. 28 (1959), 89

20. IO. H. Pasoruos, Ilpuiii. mat: 4 mex. 28 (1964), 1040

21. M. ZYCZKOWSK_I, Obliczanie sil krytycznych dla sprezystych pretow niepryzmatycznych metodq inter-
polacji czesciowej, Rozpr. Inz. 4 (1956), 3

22, M. ZYCZKOWSKI, R. WOIDANOWSKA, Optimal structural design with respect to creep buckling, Symp.
IUTAM Creep in Struct. II, 1970, Springer 1972, 371-387 -

23. A. WROBLEWSKI, Problem optymalnosci mimosrodowo Sciskanego slupa w warunkach pelzania, (w druku)

Pesmome

TTAPAMETPHUYECKAS OIITUMAJIN3ALINA
SKCHEHTPUYECKN CKUMAEMBIX CTEP)KHEH 110 OTHOUEHUIO
K TEOPHH ITOJISYYEI'O BBIITYUYHBAHHUA KEMITHEPA-TODDA

B paGote dopmyIupyeTcs: mpoGieMa ONTHMAJIBHOTO (hopMYJIMPOBAHMSA SKCUEHTPHUYECKH CYKHMAEMBIX
CTep)KHeH H3-32 TEXHHYECKOTO BBITYYMBAHHA B YCIOBHAX NOJ3yuecTH o Teopuu Kemrmmepa-Iodia.
B ofem moxasbIBaeTcs npaan:Hocn; hopMyIMPOBKH NPOGJIEMBI ¢ TOUKM NPHHATOro Kputepust. I1po6- .
JIEMa ONTHMH3ALMK OTPAHHUMBACTCA K IapaMeTPHUeCKoH ONTHMH3ALMK, 3HAUUT AJISA NPHHATON TDYNIILI
KOHYCHBIX CTEpIKHEN HCUETCA TAKOrO SHAUEHHS APaMETPa OMHCBLIBAIOLIETO CXOMUMOCTh KOHYCA, UTOGBI
[P YCTAHOBMBIIIEMCS OOIEME CTEDIKHA M YCTAHOBJICHHON HATPY3KE TOJYUMTh MAKCHMANBHOE KDUTH-
YEeCKOE BpeMst IIs CTEPIKHA.

‘Summary

PARAMETRICAL OPTIMIZATION OF ECCENTRICALLY COMPRESSED
BARS AGAINST THE KEMPNER-HOFF CREEP BUCKLING

The optimal design problem with respect to technical creep buckling. of eccentrically compressed bars
is formulated. The buckling phenomenon is described by the Kempner — Hoff theory. Corectness of for-
mulation, in the sense of criterion adopted, is proved in general. Cosiderations are restricted to parametrical
optimization. It means that a value of cone slope parameter is determined in a given class of cone shaped
bars in order to maximize the critical time. Constant volume of bar material as well as given loading are
treated as optimization constrains,

Praca wplynela do Redakcji dnia 20 kwietnia 1988 roku.



