MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA
2, 29, 1991

MODELOWANIE MATEMATYCZNE FIGUR AKROBACJI
LOTNICZEJ JAKO PROGRAMOWEGO LOTU SAMOLOTU

WoiciecH BLAJER
JAN PARCZEWSKI

Wyisza Szkola Iniynierska, Radom

W pracy przedstawiono matematyczny model przestrzennego ruchu samo-
lotu realizujacego zalozony program lotu. Dwa niezalezne warunki tego pro-
gramu wyrazaja pozostawanie srodka masy samolotu na zalozonej tajekto-
i, trzeci warunek nakladany jest na zmiany orientacji katowej platowca.
Uwzgledniono tez mozliwosé nakladania dodatkowego warunku na zmiany
predkosci lotu. Proponowany model umozliwia symulacje figur akrobacji lot-
niczej oraz innych manewrdéw przestrzennych samolotu. Na wyjsciu uzyski-
wane s3 przebiegi czasowe parametréw stanu analizowanego ruchu programo-
wego oraz przebiegi zmian parametr6w sterowania samolotem wymaganych
dla realizacji programu lotu.

1. Wstep

Pod pojeciem programu ruchu (wiezéw programowych [5,8,14]) rozumie si¢
sformulowane analitycznie wymagania nakladane na ruch ukladu sterowanego.
Ruch zgodny z tym programem nazywany jest ruchem programowym, a sterowanie
ukladem wymagane dla realizacji programu ruchu ~ sterowaniem programowym.
W swej istocie, analiza ruchu programowego jest synteza ruchu ukladu sterowa-
nego. Wyznaczane sa bowiem zaréwno przebiegi czasowe zmian parametréw stanu
ukladu, ktére z zalozenia spelniaja warunki postulowanych wiezéw programowych,
jak i przebiegi zmian parametréw sterowania wymagane dla realizacji tego ruchu.

W pracy [2] zaprezentowano pewna, ogélng metodyke analizy programowego
ruchu samolotu, a w szczgdlnosci wyznaczania sterowania programowego. Wy-
jSciowe réwnania ruchu programowego sformulowano w formie réwnan rézniczkowo
— algebraicznych, na ktére sktadaly sie dynamiczne réwnania ruchu samolotu ste-
rowanego, rézniczkowe réwnania zwiazkéw kinematycznych oraz algebraiczne réw-
nania wiezéw programowych, a wektor zmiennych stanu ukladu rozszerzono o pa-
rametry sterowania. Rozwiazanie zagadnienia oparto na znanym w teorii réwnan
rézniczkowo — algebraicznych podejsciu polegajacym na kolejnym rézniczkowaniu
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réwnain algebra.iczn)"ch celem przeksztalcenia ukladu do postaci ukladu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych [4,6]. Podejscie takie, cho¢ poprawne z punktu widze-
nia teoretycznego, w zastosowaniach praktycznych okazuje sie czesto nieefektywne
i prowadzi do duzego skomplikowania finalnych réwnaf ruchu programowego. Jak
pokazano w pracach [1,3], juz dla prostego przypadku analizy programowego ruchu
samolotu w petli pionowej, opisany algorytm analizy okazal si¢ praktycznie nie do
przyjecia. Zagadnienie rozwiazano przy uzyciu metody zmodyfikowanej, uogdlnie-
nie ktérej jest istota modelu matematycznego prezentowanego w niniejszej pracy.

Celem pracy jest budowa modelu matematycznego umozliwiajacego efektywna,
symulacje numeryczna programowej realizacji figur akrobacji lotniczej i innych ma-
newréw przestrzennych samolotu dajacych sie zamodelowat za pomocy zaloZonej
trajektorii lotu (dwa warunki wiezéw programowych), warunku nakladanego na
zmiany orientacji katowej platowca w przestrzeni oraz warunku nakladanego na
przebieg zmian predkoéci lotu. Samolot traktowano jako sztywny obiekt latajacy
sterowany za pomoca zmian wychyleld powierzchni sterowych (lotki, ster wysoko-
éci i ster kierunku) i zmian wartoéci sily ciagu. Zakladano, ze zmiany wychyled
powierzchni sterowych majs parametryczny wplyw tylko na warto$cd momentéw
aerodynamicznych, a sterowanie sila ciagu "uruchamiane” jest tylko wéwczas, gdy
realizowany jest warunek wiezéw programowych nakladany na predkosé lotu.

Podstawowa, cechg zbudowanego modelu, rézniacym go zasadniczo od modelu
zawartego w [2], jest oddzielenie zagadnienia analizy ruchu programowego i zaga-
dnienia wyznaczania sterowania programowego. Zastosowane podejscie jest réw- »
nowazne opisanej w [9] techhice redukcji iloéci réwnail ruchu dla ukladéw z wiezami
(eliminuje sie tym samym jawng zalezno$¢ réwnan ruchu ukladu skrepowanego od
reakcji wiezéw). W modelu prezentowanym w pracy, redukowane réwnania dy-,
namiczne sa zachowywane i sluza do wyznaczania wymaganego sterowania pro-
gramowego. W efekcie, problem wyznaczania sterowania programowego staje sie
zagadnieniem wtérnym, wynikajacym z rozwiaza#i réwnafi ruchu programowego.
Wizystkie te elementy wplywaja istotnie na uproszczenie sformulowania matema-
tycznego modelu i ewentualnej analizy numerycznej zagadnienia.

Specyfika rozwiazywanego zagadnienia i zwigzlo$¢ zapisu matematycznego wy-
magaly uzycia notacji, ktéra wykracza czeéciowo poza oznaczenia stosowane w
mechanice lotu, uzywana jest natomiast powszechnie w' dynamice cial sztyw-
nych. Te czeéé notacji przyjeto za praca [15]. Niekonwencjonalnie formulowano
tez wyjSciowe dynamiczne réwnania ruchu samolotu. Réwnania translacyjne ru-
chu érodka masy zapisano w ukladzie aerodynamicznym, natomiast réwnania ru-
chéw obrotowych wokdél érodka masy — w ukladzie wlasnym. W mechanice lotu,
najczesciej, oba typy réwnan formuluje si¢ w jednym (wlasnym) ukladzie odnie-
sienia [11,12].
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2. <Stosowane uklady odniesienia

W pracy wykorzystuje sie nastepujace uklady odniesienia:

(?) — inercjalny 01z1y121 zwiazany z ziemia o osi 02 skierowanej zgodnie z kie-
runkiem i zwrotem przyspieszenia ziemskiego,

(g) — grawitacyjny 0zg4y42, zwiazany z poruszajacym sie samolotem i stale réwno-
legly do ukladu inercjalnego,

(8) — samolotowy (wlasny) 0zyz zwiazany sztywno z samolotem,

(a) - aerodynamiczny (predkosciowy) 0z,y,z, zwiazany z przeplywem ofrodka
omywajacego samolot, 0§ 0z, posiada kierunek predkosci oplywu i zwrot do niej
przeciwny.

Wszystkie uklady sa ukladami prawoskretnymi. Zalozono dodatkowo, ze
uklady grawitacyjny, wlasny i aerodynamiczny ss centralne, a 0zz jest plaszczyzna
symetrii platowca.

Osie ukladu aerodynamicznego sg z zaloZenia styczne (o 0z,) i ortogonalae
(osie Oy, i 0z,) do postulowanej trajektorii lotu, a wiec zorientowane w sposéb
szczegolny, wynikajacy z warunkéw nakladanych przez wiezy toru lotu. Jak zo-
stanie pokazane w dalszej czesci pracy, sformulowanie dynamicznych réwnai ru-
chéw translacyjnych samolotu wyrazonych- w tym ukladzie pozwolilo wa znaczne
uproszczenie finalnego modelu matematycznego dla analizy ruchu programowego.
Podejécie takie wymagalo jednak aparatu matematycznego umozliwiajacego ope-
rowanie w r6znych ukladach odniesienia. Dotyczy to tez zdefiniowania macie-
rzy transformacji i niezbednych zwiazkéw kinematycznych wzajemnie pomiedzy

“ukladami grawitacyjnymi, wlasnym i aerodynamicznym (w klasycznych zadaniach
dynamiki lotu dotyczy to tylko ukladdéw grawitacyjnego i wlasnego [11,12]). Majac
na celu przejrzystosé 1 zwigzlosé zapisu matematycznego, notacje przeksztalcen
pomiedzy ukladami odniesienia wzorowano na pracy [15], starajac si¢ w miare
mozliwosci zachowaé specyfike oznaczen stosowanych w mechanice lotu.

Do opisu polozen ukladu aerodynamicznego wzgledem grawitacyjnego przyjeto
trzy katy quasi-Eulerowskie [10] (odwrotne katy Bryanta lub Kardana [15]), ktére
poprzez analogie z katami samolotowymi [10,11,12] oznaczono ¢*, ©%, ¥* (patrz
rys.1). Macierz transformacji pomiedzy ukladami aerodynamicznym i grawitacyj-
nym ma wigc postaé:

Acg = A;rn = A_l =

[ cos O" cos ¥* cos ©" sin ¥* —sin@* |
—cosP* sin¥V*+ cos $* cos V* +
= | 4sinP*sin O cos ¥* +sinP*sinB@*sin¥* sinP*cosG* |, (2.1)
sin ®* sin ¥* 4 —sin gﬁ' cos¥*+
| +cos $*sin @* cos¥* +cosP*sinB@*sin¥* cos " sin 9"’J
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Rys. 1. Orientacja katowa ukladéw aerodynamicznego i grawitacyjnego

gdzie indeksy gérne oznaczaja odpowiednio: " T” — transpozycje oraz "-1” - od-
wrotnoé¢ macierzy, natomiast indeksy dolne odnosza si¢ do symboli odpowiednich
ukladéw odniesienia.

Skladowe bezwzglednej predkosci katowej ukladu aerodynamicznego (wzgle-
dem ukladu inercjalnego lub grawitacyjnego) wyrazone w osiach tego ukladu,
Qf,“) = ﬂﬁz = [P*,Q*,R*]7, zapisaé¢ mozna jako:

_ p 1 0 —sin Q" & &*
ﬂf,“) =|@*|=]0 cosd* cosO*sind"* Q" =Ag.| 0" |. (2.2)-
R 0 —sind®* cos@*cosdP* e v

Latwo zauwazy¢, ze wzory (2.1) i (2.2) odpowiadaja, po pominieciu indeksu *, wzo-
rom na macierz transformacji pomiedzy ukladami wlasnym i grawitacyjnym oraz
zaleznoéci na skladowe predkoéci katowej samolotu wyrazone w ukladzie wlasnym
jako funkcje katéw samolotowych @, @ i ¥ oraz ich pochodnych [11,12], czyli:

Ay (8,0,0) = A, (8" = 6,0° = 0,¥" = ¥), (2.3)
P & &

) =| Q| =Aa(,0)- | 6 | =Ag(¢"=0,0"=6)-| 6 |. (24)
R v ¥

Tradycyjnie, orientacja;, katowa ukladéw aerodynanﬁcznégo i wlasnego okre-
slana jest za pomocy katéw natarcia a i Slizgu B (rys.2). Odpowiednia macierz
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Rys. 2. Orientacja katowa ukladéw wlasnego i aerodynamicznego

transformacji pomiedzy ukladami ma postaé:

cosa cosf§  cosa sinfl  sino
A, = A;al = A:; = —sin g cos 3 0 , (2.5)

—sina cos3 —sine sinf cosf

natomiast predkos¢ katowa ukladu aerodynamicznego wzgledem wlasnego, wyra-
zona w osiach ukladu aerodynamicznego, moze by¢ zapisana jako:

(@) (@) 0 sina & &

Q) =-Q% =| -1 0 [~]=A [] (2.6)

als s/a Ra/s
/ 0 cosp A A

Wzory (2.2), (2.4) i.(2.6) pozwalaja na sformulowanie zaleznosci, ktéra wyko-
rzystana bedzie w dalszej czesci pracy. Mianowicie:

P
Q0 =| Q| = A.@P+0)=
R
4 &
= Asa (Af)a(é-,@-) 6.' _Aﬂa/s(a) [ ﬂ :|)a (2‘7)
W.‘

co jest macierzowa reprezentacja w osiach ukladu wlasnego wzoru wektorowego
2,=0a + £,/,- Podobnie, znajac aktualne wartosci katéw a, B, &%, O™ i ¥*,
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mozliwe jest okrelenie aktualnych wartosci katéw samolotowych ¢, & i ¥ na
podstawie zaleznodci macierzowej:

A (8,0,¥) = Ayo(a, B)As,(9*,0%,0%). (2.8)

3. Wyjiciowe rownania ruchu samolotu sterowanego

Na dynamiczne réwnania ruchu sterowanego samolotu, traktowanego jako
bryla sztywna, skladaja si¢ 3 réwnania skalarne ruchu srodka masy oraz 3 réw-
nania skalarne ruchéw obrotowych wzgledem tego punktu. Jak wspomniano we
wstepie, ze wzgledu na uproszczenia w zapisie matematycznym finalnego modelu
proponowanego w pracy, rownania ruchéw translacyjuych sformulowano w ukladzie
aerodynamicznym, natomiast réwnania ruch6w obrotowych w ukladzie wlasnym.
Jest to poprawne z formalnego punktu widzenia [13], a stosujac symbolike pracy
[15] réwnania te beda mialy nast¢pujaca macierzowa postac:

V@ 4+ @BV - @) (3.1)
169 4 800 - M@, (32)
gdzie: m — masa samolotu, v = V[1,0,0]T - reprezentacja macierzowa

skladowych predkoéci liniowej wyrazonych w ukladzie aerodynamicznym, V -
modut predkoéci liniowej, Q,(,") i QE’) zdefiniowane s3 poprzez (2.2) i (2.4), J - -
macierz momentéw bezwladnosci samolotu w uktadzie wlasnym, czyli:

Jz 0 "J::z
J=| ¢ J, o |. (3.3)-
_Jrz 0 Jz

Symbol " ~” wystgpujacy we wzorach (3.1) i (3.2) oznacza skoéniesymetryczna,
macierz (operator mnozenia wektorowego) [10,15]. Definicje operatora zawarto w
dodatku 1. Przykladowo dla QS’) =[P,Q,R]", 68 wynosi (poréwzaj [12]):

- (s) 0 -R @
Q, = R 0 -P|. (3.4)
-Q P 0

Skladowe sit zewnetrznych F(®) i momentéw zewnétrznych M), wyrazone odpo-
wiednio w ukladach aerodynamicznym i wlasnym, zapisano jako:

1 C cos ¢ cos 3 —sin G*
F®) = EpSV2 e (+T —~sin g +mg | sind*cosO* |, (3.5)

cz —sinacosf cos $* cos @*
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(s) 1 ) b C1
MY = EpSV Asa | ca e |, (3.6)
b eq

(a) (a)

gdzie: ¢’ = [ez,¢y,¢,]7 oraz Cy = [c,,cm,_c,,]T ~ wspdlczynniki sil i momentéw
aerodynamicznych mierzone w ukladzie aerodynamicznym, p — gesto$¢ powietrza,
S — powierzchnia noéna, t — sila ciagu silnika (zaklada sie, ze dziala wzdluz ost Oz
ukladu wlasnego), ¢ — przyspieszenie ziemskie, ¢, — $rednia cieciwa aerodynamiczna
plata, b — rozpietosé¢ plata.

W pracy postulowano, ze sterowanie zamodelowanym samolotem realizowane
bgdzie poprzez zmiany wychyled powierzchni sterowych § = [§1,6m,6v]T (odpo-
wiednio lotek, steru wysokoéci i steru kierunku) oraz zmiany wartosci sily ciagu 7.

rzyjety model aerodynamiczny zakladal przy tym, ze wychylenia steréw wplywaja
tylko na zmiany momentow aerodynamicznych. Dla celéw poniiszego modelu

przyjeto:

a) = clO(avﬂ’ P, R) + Cll(a’ﬂvP’ R)‘SL’
b) Cm = CmO(a’ﬂ’ Q) + le(a’ﬂ’ Q)éH’ (37)
C) Cn = cnO(a’ﬂ7P7 R) + c‘nl(avﬂ’ Pa R)6V7

co pozwé,la na przeksztalcenie wzoru (3.6) do nastepujacej ogdlnej postaci:
M) = MG (e, 8,2) + M{7 (o, 8,9{)8. (3.8)

W prezentowanym ujeciu, réwnanie (3.8), odpowiadajace trzem réwnaniom
skalarnym, stuzy¢ bedzie do wyznaczania aktualnych parametréw sterowania samo-
lotem & = [6,6y,6v]" zapewniajacych realizacje postulowanego programu lotu.
Latwo pokazad, ze zaproponowany liniowy model sterowania wychylemarm ste-
réw (patrz réwnania (3.7)) daje w konsekwencji, Ze macierz M( jest odwracalna.
Uproéci to te czesé modelu matematycznego, ktéra dotyczy wyznaczania sterowa-
nia programowego.

4. Rownania wiezéw programowych
4.1. Wiezy polozenia srodka masy samolotu

Réwnanie postulowanej przestrzennej trajektorii lotu sformulowano w. ukladzie
inercjalnym za pomocy ukladu réwnaf parametrycznych o postaci (patrz rys.3)
[10]:

r(s) = [z1(s), yl(s)’zl(s)]Tv (4.1)
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// \Irajektoria lotu

Rys. 3. Programowy lot samolotu wzdluz zalozonej trajektorii przestrzennej

gdzie: r — promiefi wodzacy srodka masy samolotu w ukladzie inercyjnym, s —
parametr naturalny krzywej (wspdlrzedna lukowa).

Parametryczne przedstawienie krzywej (4.1) jest réwnowazne [10] zdefiniowa-
niu krzywej za pomoca ukltadu dwéch réwnai: fi(zy,31,2) = 01 fo(z1,41,21) = 0.
Tym samym, poniewaz krzywa ta opisuje réwnanie postulowanej trajektorii lotu,
réwnanie (4.1) réwnowazne jest dwém warunkom geometrycznych wiezéw progra-
mowych. Warunki te nakladaja ograniczenia na polozenia, a ich rézniczkowe formy
réwniez na predkoéci i przyspieszenia $rodka masy samolotu. Mianowicie:

| 2
i=VO=vs=| 4 |V, (4.2)-
4

gdzie indeks ” / ” oznacza rézniczkowanie po s.

Z drugiej strouy, macierzowa reprezentacje wektora predkosci liniowej w
ukladzie inercjalnym mozna zapisaé jako:

1
VO =) A Ve A |0 | V. (4.3)
i 0
Z poréwnania (4.2) i (4.3) wynika, ze wektor r réwnowazny jest pierwszej kolumnie
macierzy transformacji A,,, co po uwzglednieniu (2.1) daje:
cos ©* cos ¥* 73
cosO*sin¥* | = | ¥ |. (4.4)
—sin@* z]
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Roéwnanie powyzsze wyraza soba geometryczny warunek stycznosci wektora
predkosci liniowej do postulowanej trajektorii lotu. Stanowié ono bedzie podstawe
do wyznaczania wymaganych wartosci katéw ©* 1 ¥*, okreslajacych jednoznacznie
orientacje wektora V w ukladzie inercjalnym (patrz rys.1). W finalnych réwnaniach
ruchu programowego, zalezno$é¢ (4.4) zastapi drugie i trzecie réwnanie skalarne z
(3.1), ktére to dwa réwnania sa (czytelnik moze to latwo sprawdzi¢) liniowymi
réwnaniami rézniczkowymi pierwszego rzedu ze wzgledu na 0™ i ¥*.

Wykorzystajmy teraz warunki nakladane przez wiezy (4.1) na przyspieszenia
$rodka masy samolotu. Kolejne zrézniczkowanie wigzéw w postaci (4.2) i poréw-
nanie wyniku ze zrézniczkowana postacia, zaleznosci (4.3) doprowadzi do wyniku:

z)
(Ag)'V@® =rP'v2= | 4 |V (4.5)

Wykorzystujac, ze pochodna macierzy transformacji Agq [10,15] (patrz réwniez
dodatek 2) moze by¢ przedstawiona jako (Age)® = Agafl,(,a), réwnanie (4.5), po

przemnozeniu przez A,y = A;al, sprowadza sie do postaci:

GV = A, PV, (4.6)

Latwo sprawdzié, ze z racji V(¥ = [1,0,0]TV, lewe strony drugiego i trzeciego
réwnania z (4.6) odpowiadaja lewym stronom drugiego i trzeciego réwnania z (3.1).
Uwzgledniajac to-otrzymuje sie dwa réwnania algebraiczne wyrazajace warunek
réwnowagi sil czynnych i bezwladnosci na kierunkach drugiej i trzeciej osi ukladu
aerodynamicznego, a wiec kierunkach prostopadlych do postulowanej trajektorii
lotu. Analitycznie zapisa¢ to mozna jako:

ALV = %(F("))‘, (4.7)

gdzie indeks ” # ” oznacza odrzucenie pierwszego elementu wektora lub pierwszego
wiersza macierzy. W postaci rozwinietej réwnanie (4.7) jest rownowazne:

a) %pSVzcv + T'sin f — mgsin $* cos O +
+mV? [x{’(sin $sinO° cos¥* — cos " sin¥*) +
+y{(sin &* sin O* sin ¥* 4 cos * cos ¥*) + 2} sin 8" cos 9'] =0,
. (4.8)
b) %pSVzcz + T'sin accos f§ — mg cos $* cos 0" +
+mV? [x'{(cos @*sin @ cos¥* +sin P*sin ¥*) +
+y7(cos * sin @* sin ¥* — sin @* cos ¥*) + 2} cos $* cos 9'] =0.
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Przyjmujac, ze wspélczynniki aerodynamiczne ¢y 1 ¢, sa funkcjami katéw a i 3,
réwnania (4.8) reprezentuja soba dwa rownania algebraiczne wzgledem zmiennych:
V, #*, 6*, ¥*, «, B oraz s.

Nalezy zauwazyé, ze wyprowadzenie zaleznosci analogicznych do (4.8) przy dy-
namicznych réwnaniach ruchéw translacyjnych samolotu okreslonych w ukladzie
wlasnym (jak to sie zazwyczaj czyni [11,12]), wiazaloby sie¢ ze znacznym skompli-
kowaniem zapisu matematycznego. Wynika to miedzy innymi z faktu, ze kierunki
normalne do postulowanej trajektorii lotu, réwnowage sil, na ktdrych to kierun-
kach wyrazaja réwnania (4.8), s okreslone w ukladzie aerodynamicznym niejako
naturalnie (sa to po prostu osie Oy, 1 0z, tego ukladu). Uklad wlasny tej cechy nie
posiada.

4.2. Wiezy nakladane na orientacje katows samolotu

Postaé warunku wigzéw programowych nakladanego na orientacje katowsa, sa-
molotu zalezeé bedzie od specyfiki modelowanego manewru czy figury akrobacji.
Ponizej podane zostana jedynie przyklady takich wiezéw.

Pierwszym przykladem omawianego typu moga by¢ wiezy wynikajace z postu-
lowania prawidlowosci zakretow, czyli:

B =0. (4.9)

Warunek powyzszy stosowany bedzie przy modelowaniu zakretéw prawidlowych,
zmiany toru lotu, zwrotu bojowego, spirali itd.

Rys. 4. Ideowy model beczki sterowanej

Szereg figur akrobacji lotniczej z zaloZenia zaklada jednak niesymetryczny
oplyw platowca. Warunek (4.9) zastapiony musi byé wéwczas innym, odpowia-
dajacym cechom modelowanego manewru. Typowym przykladem moze byé mo-
delowanie beczki sterowanej (prostoliniowy lot poziomy lub na v/znoszeniu z obro-
tem wokdl kierunku lotu). Odpowiedni warunek nakladany na polozenia katowe
samolotu sformulowany moze byé jako funkecja zmian kata &*. Przykladowo:

6" = fi(s) b &* = fiy(t). (4.10)
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Rys. 5. Ideowy model petli nozowej

Innym przykladem wigzéw omawianego typu, nakladanego réwniez na zmiany
kata &*, moze byé warunek sluzacy zamodelowaniu petli noZiowej. Istota tego
manewru zilustrowana zostala na rys.5.

Przyklady moznaby mnozyé, nie jest to jednak zasadniczym celem pracy.
Podkresli¢ nalezy, ze posta¢ wiezéw nakladanych na polozenia katowe samolotu
formulowana bedzie indywidualnie dla kazdego przypadku modelowanego ma-
newru.

4.3. Wiezy nakladane na zmiany predkoéci lotu

Wiezy te odzwierciedlaja postulowane przebiegi zmian wartosci predkosci li-
niowej samolotu. Rozwazy¢ moZna co najmniej dwie formy tych wiezéw:

V=g(s) lub V=) (4.11)

Zrézniczkowanie po czasie wyrazed (4.11) i uwzglednienie pierwszego réwnania
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skalarnego z (3.1) prowadzi do nastepujacych réwnat algebraicznych:

1%

oy (4.12)

l(——l-pSVzcx + T cosacos B — mgsin@*) = {

m 2
gdzie V w powyiszym réwnaniu jest brane zgodnie z (4.11).
Réwnanie (4.12) reprezentuje soba narzucony przez wigzy (4.11) warunek na
zmiany przyspieszenia liniowego samolotu na kierunku styczanym do toru. Z réw-

nania tego wyznaczana bedzie aktualna warto$¢ sity ciagu niezbedna dla realizacji
tych wigzéw.

8. Roéwnania ruchu programowego

Réwnania programowego ruchu samolotu wzdluz zaloZonej trajektorii (4.1) z
dodatkowym warunkiem nakladanym na zmiany orientacji katowej platowca za-
proponowano w formie: '

a) V= %(—%pSVzc_, + T cos a cos § — mg sin 8*),

Dwa réwnania algebraiczne wynikajace z warunku stycznosci
b) wektora predkosci liniowej do postulowanej trajektorii
lotu - réwnanie (4.4). Zmienne: €%, ¥* oraz s.
Dwa réwnania algebraiczne (4.8) wyrazajace warunek
rownowagi sil czynnych i bezwladnosci na kierunkach ©(5.0)

) prostopadlych do toru (wzdtuz osi 0y, i 02,).

Zmienne: V, #*, O* ¥*, a, B oraz s.

Roéwnanie algebraiczne wynikajace z warunku nakladanego
d) - | nazmiany katowej orientacji platowca.

Dopuszczalne zmienne: V, ¢*, @*, ¥*, a, F, s.
e) s=V.

W powyiszym ukladzie réwnaii rézniczkowo — algebraicznych (RRA), réwnania
rézniczkowe to (5.1a), bedace pierwszym réwnaniem skalarnym z (3.1), oraz (5.1e)
bedace rownaniem pomocnicznym, wynikajacym z przyjecia s jako parametru w
réwnaniach toru lotu (4.1). Réwnania rézniczkowe uzupelnione sa piecioma réwna-
niami algebraicznymi zgromadzonymi w (5.1b-d), istota ktérych wyjasniona byta
w rozdziale 4. Zmiennymi stanu ukladu RRA (5.1) sa: V, ¢*, 6*, ¥*, a, f, s.

Latwo pokazaé, ze macierz Jacobiego réwnan algebraicznych sposréd (5.1)
wzgledem zmiennych algebraicznych $*, 6*, ¥*, a, B jest nieosobliwa. Zgodnie
z nomenklatura teorii RRA [4,6,7], indeks ukladu (5.1) jest wigc réwny jednosdi.
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Oznacza to, ze jednokrotne zrézniczkowanie po czasie réwnar algebraicznych prze-
ksztalci uklad (5.1) do odpowiedniego ukladu réwnai rézniczkowych zwyczajnych
rzedu pierwszego. Operacja taka, wiazaca sie ze znacznym skomplikowaniem za-
pisu wynikowych réwnan ruchu programowego, nie jest jednak konieczna. Zgodnie
z [6,7], uklad RRA o indeksie jeden calkowany moze byé przy uzyciu standardo-
wych metod numerycznych typowych dla rozwigzywania réwnaf rézniczkowych
zwyczajnych. W swej istocie polega to na eliminowaniu zmiennych algebraicz-
nych z réwnan réiniczkowych na kazdym kroku calkowania. Elimnacja ta jest
natomiast rozwiazywaniem réwnar algebraicznych przy aktualnych wartosciach
zmiennych rézniczkowych.

Jesli na ruch samolotu nakladane sa dodatkowe wiezy na zmiany wartosci
predkosci lotu, réwnanie rézniczkowe (5.1a) eliminowane jest z réwnan ruchu pro-
gramowego (w postaci (4.12) shuzyé bedzie do wyznaczania wymaganego sterowa-
nia ciaggiem silnika), a zmienne stanu odpowiedniego ukladu réwnan ruchu progra-
mowego zawezaja sig do: ¢, 0%, ¥*, a, S, s.

6. Wpyznaczanie sterowania programowego

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami, samolot w modelowanym ruchu programo-
wym sterowany jest poprzez wychylenia powierzchni sterowych & = [6,6x,6v]T
oraz zmiany sily ciagu 7. Ten ostatni parametr sterowania "uruchamiany” jest
tylko wowczas gdy nakladane sg wiezy na zmiany wartoSci predkoéci liniowej. Ste-
rowanie sila ciagu wyznaczane jest wéwczas z (4.12). W przypadku gdy wiezy
(4.11) nie sa nakladane, T moze byl wzigte jako dowolna odpowiednio gladka
funkcja zmiennych stanu ukladu (5.1) i czasu. '

Niezaleznie od tego czy wiezy (4.11) sa postulowane programem lotu, wyma-
gane sterowanie wychyleniami powierzchni sterowych wyznaczane moze by¢ z dy-
namicznych réwnan ruchéw obrotowych samolotu (3.2). Po uwzglednieniu (3.8),
odpowiedni zwiazek analityczny zapisa¢ mozna macierzowo jako:

§ = (M)l + ¢Psal - MP)y =
§(V,a,B,P,Q,R,P,Q,R). (6.1)

Zgodnie ze wzorem (2.7), skladowe P,Q i R wyznaczyé mozna w zaleznosci od
aktualnych wartoéei zmiennych algebraicznych ukladu (5.1), tzn. &*, 6*,¥*, a, £,
oraz ich pochodnych. Wykorzystujac ten fakt réwnanie (6.1) mozna przepisaé
symbolicznie jako:

§=6V,8%,0%,a,8,6°,0°,¥%,4,8,6%,6",¥",4,p). (6.2)
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Teoretycznie, zwiazek typu (6.2) mozliwy jest do otrzymania w sposéb ana-
lityczny. Wymagaloby to jednak dwukrotnego analitycznego zrézniczkowania po
czasie algebraicznych réwnaii ruchu programowego (5.1b-d) celem otrzymania ana-
litycznych zaleznoéci na pierwsze i drugie pochodne zmiennych algebraicznych.
 Latwo przewidzieé, ze zapis takich zaleznoéci bylby bardzo skomplikowany. Mody-
fikacji (skomplikowaniu) ulec musialyby tez same réwnania ruchu programowego w
poréwnaniu do (5.1). Z tych wzgledéw analityczny spos6b wyznaczania sterowania
programowego poprzez zmiany § odrzucono jako nieefektywny w przypadku ogdl-
nym (sposéb taki byl jednak do przyjecia dla prostego przypadku analizy ruchu
programowego samolotu w petli pionowej [1,3]).

Dla wyznaczania sterowania programowego zgodnie z (6.1) zaproponowano
podejécie polegajace na numerycznym okreflaniu aktualnych wartoScd P,Q, R i
ich pochodnych. Proponuje sie miznowicie, by &°, @, ¥*, & i B, niezbedne dla
wyznaczenia aktualaych wartoéci P,Q i R zgodnie z (2.7), wyznaczane byly nume-
rycznie na podstawie przebiegéw czasowych #*, @*, ¥*, a i § otrzymywanych z
analizy réwnai ruchu programowego (5.1). W spos6b przyblizony (z bledem obli-
czeli mumerycznych) otrzymywane moga byé ta droga przebiegi czasowe P,Q i R,
a na ich podstawie, réwniez numerycznie, okreflane moga byé P,Q oraz R. Tym
samym, tylko na podstawie otrzymywanych wynikéw analizy réwnaid ruchu pro-
gramowego (5.1), sterowanie programowe wyznaczane moze by¢ bezposrednio ze
wzoru (6.1). Nalezy przy tym zauwazy(, Ze bledy ebliczel numerycznych przy wy-
znaczariu sterowania programowego nie maja zadnego wplywu na analize réwnail
(5.1) ani tez nie kumuluja sie.

7. Whnioski

Zaproponowany model matematyczny umozliwia cyfrowa symulacje figur akro-
bacji lotniczej i innych marewréw przestrzennych samalotu, ktére daja sie zamode-
lowaé przy pomocy postulowanej trajektorii lotu, wiezéw nakladanych na zmiany
polozenia katowego platowca w przestrzeni, oraz ewentualnie, wiezéw nakladanych
na zmiany wartosci predkosd lotu. Na wyjéciu uzyskiwane sa przebiegi czasowe
parametréw ruchn, ktéry z zalozenia zgodny jest z zaloZonymi wigzami progra-
mowymi, oraz przebiegi czasowe parametréw sterowania wymagane dla realizacji
analizowanego ruchu programowego. Pozwoli¢ to maze na pelniejsze poznanie
charakteru analizowanych manewréw oraz na oceng akceptowalnosci wymaganego
sterowania.

Gladkoéé otrzymywanych przebiegow czasowych parametréw stanu ukladu
réwnaii ruchu programowego (5.1) oraz przebiegw czasowych parametréw ste-
rowania wymaga, by postulowane wigzy programowe reprezentowane byly w mo-
delu funkcjami odpowiedniej klasy. Najostrzejsze wymagania co do gladkoéci tych
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funkcji stawiane beda wdéwczas, gdy sterowanie programowe poprzez zmiany wy-
chylen steréw okreslane bedzie w sposéb analityczny. Wigzy toru lotu (4.1) winny
by¢ wéwcezas klasy co najmniej C%, wiezy na predkoéé lotu (4.11) odpowiednic
C*, a wiezy nakladane na zmiany polozenia katowego platowca w przestrzeni —
klasy C3. Wymagania te mozna obnizyé o dwie jednostki, gdy sterowanie poprzez
zmiany § wyznaczane bedzie przy pomocy wzoru (6.1), na podstawie numerycznie
okreslonych wartoéci P,Q, R i ich pochodnych.

Dodatek 1. W bazie dowolnego ukladu odniesienia stosowanego w pracy.
mnozenie wektorowe ¢=a X b reprezentowane jest w zapisie macierzowym jake
[10,15]:

c=5b=ETa= —ba, (D1)

gdzie: a = [az,ay,8;]", b = [bs,b,,b;]T, € = [cz,¢y,¢;]T, natomiast sym-
bol 7~ oznacza skoéniesymetrycziig macierz (operator mnozenia wektorowego) o
nastepujacej budowie:

0 -—a, a
i = (/2% 0 —az . (D2)
—-a, ag 0

Dodatek 2. Pochodna macierzy transformacji przez obrét Ay, pomiedzy
ukladami p oraz ¢ zapisaé¢ mozna nastepujaco [10,15]):
. 5 (?) 5(9)
(qu) = ‘Qp7quq = APquq/p’ (D3)
gdzie QL’Z oznacza (Q((;')p analogicznie) reprezentacje macierzows predkosci katowej
ukladu p wzgledem uk.{adu g wyrazong w osiach ukladu p, natomiast symbol 7"
wyjasniony jest w dodatku 1.
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Summary

A mathematical model of the aircraft spatial motion during realization of an assumed
program flight has been presented in the paper. Two independent conditions of this
program settle the center of the aircraft fixed on the assumed trajectory, while the third*
condition constrains the aircraft angular orientation changes. The possibility of application
of an additional condition controlling the flight velocity changes has been also introduced.
The model being proposed makes it possible to simulate some aerobatics maneouvres and
some spatial maneouvres of the aircraft. As a results the governing parameters changes
versous time describing the program motion under analysis together with the control
parameters of t.he aircraft changes required for the prograrm flight realization have been
obtained.
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