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1. Wstep

Zagadnienie stabilizacji ukladéw mechanicznych wchodzi w zakres optymalnej syntezy
ukladéw mechanicznych dyskretnych. W zaloZeniach do przeprowadzenia syntezy przyj-
muje sie sity dzialajace zgodnie z rzeczywistymi warunkami pracy ukfadu i bada si¢ asymp-
totyczna stateczno$é poloZenia rownowagi. W przypadku, gdy nie jest zapewniona asymp-
totyczna stateczno$é, poszukuje si¢ dodatkowych sit stabilizujacych nie zmieniajac po-
zostalych parametrow ukladu. Na dodatkowe sily narzuca si¢ warunek optymalizujacy,
wynikajacy z procesu, jaki ma realizowaé uklad mechaniczny. Rozwiazanie warunku
optymalizujacego napotyka trudnoéci i w literaturze spotyka si¢ efektywne rozwiazania
otrzymane przy zastosowaniu réwnan Lapunowa—Bellmana [1]. W metodzie tej przyjmuje
sie szczegdlny warunek optymalizujacy wynikajacy z odpowiednio dobranej funkcji La-
punowa.

W pracy przedstawiona jest metoda wykorzystujaca wlasnoéci rownania Hamiltona—
Jacobiego do rozwiazania warunku sformulowanego ogdlnie jako minimalizacja danego
funkcjonatu. W zastosowaniu tej metody przyjeto jeden z mozliwych warunkdw zapewnia-
jacych stabilizacj¢ uktadu mechanicznego. Warunek ten sformutowano w taki sposob, aby
otrzymaé mozliwie duzy ubytek energii kinetycznej w czasie ruchu. Otrzymane warunki
sa wystarczajace do stabilizacji, ale istnieje mozliwoé¢ sformulowania innych warunkodw,
ale tak, aby nie byly sprzeczne z zaloZeniami przyjetymi w opisanej metodzie. Podstawo-
wym zalozeniem w metodzie, ktore zapewnia istnienie rozwigzania stabilizacji, jest aby
minimalizacja funkcjonalu poprzez réwnania Eulera-Lagrange’a prowadzila do réwnan
ruchu rozwazanego uktadu mechanicznego.

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy uktad holonomiczny, ktérego ruch jest opisany réwnaniami:

d [ 0F oF
2.1 — V= | = . ;= .
( ) dt ( aql) aéh Ql(t’ q19n, <77), 1 1,2, L1,

gdzie E jest energia kinetyczna, Q, przedstawia sily uogdlnione za$§ ¢ jest funkcja okresla-
jaca dodatkowe sily, ktére nalezy wyznaczy¢ z narzuconego warunku na ruch ukiadu,
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Zakladamy, ze uklad (2.1) posiada rozwiazanie zerowe niestateczne dla ¢ = 0 lub sta-
teczne, ale nie asymptotycznie stateczne.

Zagadnienie stabilizacji ukladu (2.1) polega na wyznaczaniu funkcji ¢ takiej, aby roz-
wiazanie zerowe byto asymptotycznie stateczne i dany funkcjonal J

o0

(22) J = f L(t> ql ’ 92> qn ,. 91 IR ] g.[n)dt
0
przyjmowal wzdluz rozwigzan uktadu (2.1) wartos¢ minimum.
Ograniczajac sie do lokalnej asymptotycznej statecznoéei mozna powyzsze zagadnienie
rozwigzaé, rozwazajac réwnania w perturbacjach i linearyzujgc funkeje ¢.
Rozwigzemy powyzsze zagadnienie wykorzystujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego?.

3. Metoda stabilizacji

Podamy metode doboru sit stabilizujgcych w oparciu o réwnanie Hamiltona-Jacobie-
go. Wezmy pod uwage funkcje L(¢, X, x') okreslona w pewnym obszarze G < Ropyts
posiadajacg ciagle pochodne czastkowe 1zedu drugiego wzgledem wszystkich argumentdéw.
Funkeje L(z, x', ') nazywamy lagrangianem. Funkcje H(¢, x*, p)) odpowiadajaca funkcji
L wedlug réwnania:

(3.1 H(, X, p) = —L(t, %', ) +-p, %

nazywamy hamiltonianem.
W funkcji (3.1) p; sa okre§lone wzorami

oL
(3.2) pi = PPk
Zakladamy, ze réwnania (3.2) dadza si¢ rozwiazaé wzgledem i
(3.3) .'xi = @,’([, x‘, Pi)‘

Po podstawieniu (3.3) do (3.1) otrzymamy funkcje¢ H zmiennych (¢, X', p;)

Wezmy pod uwage rodzine trajektorii w przestrzeni R,,;, przechodzacych przez
dwa bliskie punkty P,(¢, x'), P,(r+At, x'+Ax"). Wzdhuz tych trajektorii mozemy zde-
finiowa¢ lagrangian L i utworzyé funkcjonal:

P
(3.4) J= [ L@, %, 5t
Py

Niech w przestrzeni R, ; bedzie dana rodzina powierzchni klasy C?

3.5) S, x) =c,

taka, ze pokrywa pewien obszar Gy < R,,, i przez kazdy punkt obszaru przechodzi tylko
jedna powierzchnia. Na trajektorie przechodzace przez punkty Py, P, lezace w obszarze G,

D'W dalszej pracy przyjmujemy nastgpujaca umowe. Wielkosci wektorowe oznaczamy wskaznikiem
u gory np. x/, zaé wielkosci skalarowe wskaZnikiem u dolu np. a;. Wskaznik u géry i u dolu oznacza su-
mowanie np. a;x%, i = 1,2, ...,n lub ax/ sumowanie po j = 1,2, ..., #, a;xxJ sumowanie po / i po j.
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narzucimy warunek, aby przecinaty powierzchnie (3.5) i nie byly do zadnej z nich styczne
oraz aby przy przejsciu od punktu P, lezacego na jednej powierzchni do punktu P, le-
zacego na drugiej, przyrost funkcjonatu (3.4) byt minimum. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym, aby ten warunek byt spelniony jest, aby funkcja S(#, x') byla rozwigzaniem
réwnania

as . es
oraz
s
(.7) o =Pis

gdzie H jest hamiltonianem odpowiadajacym lagrangianowi zdefiniowanemu wzdhuz
trajektorii przechodzacych przez punkty P,, P,.

Wilasnoéci powierzchni (3.5) i réwnania (3.6) wykorzystamy do wyznaczania sit stabi-
lizujacych ruch niestabilny uktadu dyskretnego.

Rozwazymy zagadnienie przedstawione w punkcie 2.

Ogdlna metoda rozwiazania tego zagadnienia jest nastepujaca. Funkcje pod calka
(2.2) rozpatrujemy jako lagrangian réwnania (2.1). Warunkiem koniecznym minimali-
zacji funkcjonatu (2.2) jest, aby spetnione byly réwnania Eulera—Lagrange’a

d [ oL oL
(3.8) v (a_,x')—ﬁ'_ =0
Dla funkcji L wyznaczamy hamiltonian i piszemy réwnanie Hamiltona—Jacobiego (3.6).
Do réwnania (3.6) podstawimy funkcje S(¢, x7) takiej postaci, aby trajektorie przecina-
jace powierzchnie S(z, x)) = ¢ dazyly do punktu (0, 0), gdy ¢ dazy do mieskoriczonosci.
Na szukana funkcje @ otrzymujemy nastgpujace warunki.

Rozwiazania réwnan (3.8) i (2.1) przy tych samych warunkach poczatkowych musza
byé identyczne oraz musza spetnia¢ réwnanie (3.6) przy odpowiednio dobranej funkcji
S(t, x). Spelnienie réwnania (3.6) zapewnia' asymptotyczna stateczno$¢ tych rozwiazan.

Ograniczajac si¢ do lokalnej stateczno$ci polozenia réownowagi rozwazaé bedziemy
uktady, ktérych energia kinetyczna wyraza si¢ wzorem: E = a;x'%/, a funkcje Q; sa
w otoczeniu poloZenia réwnowagi zlinearyzowane i nie zaleza od czasu. Réwnania (2.2)
w tym przypadku maja postaé

(39) (a,j—}—a_,,-)jéj =k;jxj—}—b;jxj+c;jicj.

Macierz (ay-+a;) jest okre$lona dodatnia, macierz (k;;) jest znana, zas macierze (b;;)
1 (¢;) nalezy tak wyznaczyé, aby poloZenie réwnowagi bylo asymptotycznie stateczne.

Funkcje L({#, ¥/, x°) funkcjonatu (2.2) przyjmiemy w takiej postaci, aby speinione byly
nastgpujace warunki:

dE dE
1) dla dowolnych ¢y << t,, [—dT]‘:“ < [7]’=,2< 0.
dE dE .
2) [ln ‘—dt— ’=‘l—ln {T :I‘=‘z < At;; A dodatnia stala.
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Warunek 1) zapewnia zanikanie ruchu, za$ warunek 2) zanikanie energii kinetycznej w spo-
s6b wykltadniczy. Chodzi wigc o stabilizacje uktadu mechanicznego bez oscylacji energii
kinetycznej.

Z warunku 2) otrzymamy

&l <]
- | < R, etz
dt fe=v| LA L=ty
. . D . . dE ,,
i funkcje L(/, x*, x*) przyjmujemy w postaci L = —re"
Dla ukladu (3.9) funkcja L(¢, x%, x') ma postaé
(3.10) L(l, xi,l.‘.Ci) =e"'|:B,-jxj+%C;ij:|5cj,

gdzie: By; = ki;j-+by;, zas A jest parametrem, ktéry nalezy wyznaczyé. Sily ttumienia przyj-
mujemy w postaci funkeji dysypacji energii Rayleigha; macierz (—c;;) jest okre§lona
dodatnia.

Podstawimy funkeje (3.10) do réwnan (3.8)

oL o1 .
(31]) "gx-i = g™ [B,'jxj"i‘-i (Cij'l‘Cji)xj],
g}f‘ zel’Bij)'cj.

Roéwnania (3.8) otrzymamy w postaci

1 . ;A i .
(312) —i— (C,'j""Cj,')x == —AB,'J'x ——2- [C,‘j‘l‘Cji]x —(B,-J-—Bﬁ)x .
Porédwnujac wspdlezynniki réwnan (3.12) i (3.9) otrzymamy:

C’,-j"l"Cj,' = —ZA(GU—{—CIJ-;) ,

(3.13) Meiy—c) = 2(Bi;—Byi)-

Z otrzymanych wzoréw (3.13) wynika, Zze funkcja dysypacji energii jest proporcjonalna
do energii kinetycznej ukladu.

(3.14) ?c,-jx‘xJ = ‘Aaijx‘x).

Rdéwnania algebraiczne konieczne do wyznaczenia macierzy otrzymamy z réwnania
Hamiltona—~Jacobiego.

Chcac otrzymaé hamiltonian nalezy rozwiaza¢ réwnania:

oL
oxt

(3.15) =Di-

Korzystajac z (3.11) i (3.13) mozna réwnania (3.15) napisaé w postaci

(3.16) —l(a,-j-{—aj,).icj-l—B,-jxj =p;e"“.
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Funkcje S(, x*), ktéra ma by¢ rozwiazaniem réwnania (3.6) przyjmujemy w takiej
postaci, aby odleglo$ci punktow na powierzchniach (3.5) od poczatku ukiadu dazyly
do zera, gdy czas dazy do nieskonczonosci

. 1 )
(3.17) S(t, x') = 73“1):'1 xtxd,
gdzie macierz (D;;) przyjmiemy proporcjonalna do macierzy (By;). Przy takim przyjeciu
funkcji S(¢, x*) powierzchnie (3.5) sa okreslone réwnaniem
(3.18) Dyjxix) = 2¢ce~*,
gdzie ¢ jest dowolna stalg.

Ze wzoru (3.18) wynika, Zze odlegioéci punktéw na tych powierzchniach daza do zera,
gdy parametr 4 jest dodatni. Z (3.7) i (3.17) otrzymamy
oS 1 .
(3.19) =0T e*(Dy+Dj)x.

Po podstawieniu (3.19) do (3.16) otrzymamy ukiad réwnan
. 1 1
(3.20) (ay+ap)x! = T [Bu— 5 (Dij+Dji)] x).

Przy przyjetym zalozeniu odnosnie macierzy (a;;+a;) uktad réwnan (3.20) mozna roz-
wigzaé. Rozwiazanie przedstawimy wzorem

(3.21) x) = Alxh
Hamiltonian (3.1) obliczymy z (3.10) i(3.16)
(322) H(t, xi, p,) = — /'{e“D,-jjc"xj,

gdzie za x', x/ nalezy podstawié¢ (3.21).

Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego (3.6) przy podstawieniu (3.17) i (3.22) napiszemy w po-
staci

(323) D,-jx"xj—?.la,-inx’Af;x/’ =0,

Przyréwnujac wspolezynniki przy x', x/ do zera otrzymamy uktad réwnan algebraicznych
1
(324) 7(D/j+Dj1)—(ﬂap+ﬂﬂa)A7A’} =0-

n*+n

Uklad (3.24) przedstawia 3

rownan algebraicznych, w ktérym wystepuje 2n* nie-

wiadomych 4/ i D;;.
Dodatkowe réwnania otrzymamy z (3.20) po podstawieniu (3.21) i pordwnaniu wspoél-
czynnikéw przy x°

1
(3.25) Majtag;) AF = Byi— 5 Dyi+Dyy).
3n2+n

2
réwnan algebraicznych o niewiadomych 4f, D;;, By;, 4, ktérych liczba wynosi: (3n*--1).

Jest to uklad n? réwnan. W ten sposéb z ukladéw (3.24) i (3.25) otrzymujemy
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Poniewaz macierz (D;;) musi by¢ okre$lona dodatnia otrzymujemy dodatkowo » warun-
kéw do wyznaczenia niewiadomych. Rdéwniez macierz sprezystosci (—B;;) musi byé
2

, . . . 3
okredlona dodatnia i razem z ukiadami (3.24) i (3.25) otrzymujemy ——n——;—” warunkéw

do wyznaczenia (3#*4 1) niewiadomych. Jezeli macierz sprezystosci przyjmiemy symetrycz-
—n

ng, otrzymamy B; = Bj; i liczba niewiadomych bedzie wynosila 3n*+1—- 2—_

Snt4-n+2
=

Oznaczymy liczbg niewiadoniych przez N, a liczbe warunkow do wyznaczenia niewia-
domych przez R. Z przeprowadzonych obliczen otrzymamy

Sn¥4-n+2  3n*4-5n

(3.26) N-R =2t - 2o = (1)

Z (3.26) wynika, ze tylko dla n =1 liczba niewiadomych jest réwna liczbie warunkéw,
za$ dla n > 1 liczba niewiadomych jest wicksza od liczby warunkow i zaleznie od rozwa-
zanego ukfadu mozna przyjaé dodatkowo pewne niewiadome jako znane. Celowe jest
w tych przypadkach przyjmowanie macierzy (D;;) proporcjonalnej do macierzy (—B;),
gdyz przy takim przyjeciu powierzchnie (3.5) beda styczne do powierzchni ekwipoten-
cjalnych i trajektorie ukiadu (3.9) beda je przecinac i nie beda styczne, czyli na powierzch-
niach (3.5) nie bedzie punktdw poslizgu.

Spos6b postgpowania objasnimy na przykladzie. Wezmy pod uwage uklad przedsta-
wiony na rys. l. PotoZenie rownowagi ukladu jest stateczne, ale nie asymptotycznie sta- -

/

ks k1,2

Rys. 1

teczne 1 nalezy wyznaczy( Sily tlumienia wiskotycznego tak, aby ustabilizowaé asympto-
tycznie uklad przy minimalizacji funkcjonatu (2.2) z funkcja podcatkowa (3.10). Wspol-
czynniki tlumienia wiskotycznego oznaczymy odpowiednio przez 2k, , 2hy », 2h,.
Réwnania ruchu maja postaé:
myx = —(k, ki) x4k =20 Fhy ) x+2h; 5y,
myy =ky 2 x—(kytky,2)y+2h 5 x—2(ha+hy,2)y.
Na podstawie (3.13) otrzymamy

2(hy+hy,5) = Amy,
(3.28) 2(hy+hy o) = Am,,

2h;, =0.
Poniewaz h,, = 0, wigc do stabilizacji ukladu wystarcza dwa tlumiki dzialajace na masy
m; i m, i nie potrzeba tlumika migdzy masami m,; 1 m,. Wspolczynnik A obliczymy roz-
wiazujac uklad (3.24) i (3.25).

(3.27)
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Przyjmiemy D, = D,,. Ukfad réwnan (3.25) ma postaé

(3.29)

Po obliczeniu A7 i podstawieniu do (3.24) Iub do (3.27) otrzymamy uklad réwnan:

(3.30)

2Am; A} = B,,—D,,,
22my A} = By, — D,
2Am A3 = By —D,,
2Am, A3 = By, —D,,.

D — (BII_DLI)Z (BZL‘DZI)Z
H 22°m, 222m,
D . = BZX—Dll Bll_Dll _l_ B22_‘-D22
2 222 m, n, ’
_D - (BZI_-DZI)Z (BZZ‘DZZ)Z
22 22%m, 222m,

Celem uproszczenia zapisu wprowadzimy oznaczenia:

Bu _

m
(3.31)

22 __

m,

_ B B2y

1
]/ml Hi, ni, my

Uklad réwnat (3.30) przy tych oznaczeniach ma postaé:

(3.32)

222({1 = (bl—d1)2‘|‘(b21—d21)2,
27L2d12 = (b21"d12)[b1_d1+b2_d2]:
2}-Zdz = (bz_‘dz)z‘l‘(bzl”_ 12)2-

=by., 2 =b,, M=d,

237

W réwnaniach (3.32) wystepuja cztery niewiadome: d,, d,, d,., A%, jezeli przyjmujemy
by, b, 1 by, jako ustalone. Mozna réwniez sformulowac¢ zagadnienie w ten sposéb, ze
przyjmujemy d,, d,, d,,, okreSlajace powierzchnig, ktéra rozwiazania maja przecinaé
bez poflizgu i wyznaczyé by, by, by, 1 A%

Przytoczymy tok obliczen w przypadku, gdy nie zmieniamy sit sprezystych, tj. b, b,,
by., a dobieramy tylko ttumienie, tj. nalezy obliczy¢ A2. Przyjmiemy jedna niewiadoma
dy,, téwna —by,. Przy takim przyjeciu z drugiego réwnania (3.32) otrzymamy

(3.33)

12 = (11_b1+d2—b2.

Jezeli odejmiemy réwnania pierwsze i trzecie (3.32) otrzymamy

(3.34)

2;~2(d1—d2) = [bz ‘|‘b1~d1—dz] [bl_bz‘|‘d2“d1] -

Po podstawieniu (3.33) do (3.34) i uproszczeniu otrzymamy

(3.35)

d_l_dZ = bg’_bl .

Rozwigzujac (3.33) 1 (3.35) obliczymy d, i d,

(3.36)

1

1
dl =b2+-§' 22, dz =b1‘|‘7 }.2.
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Po podstawieniu (3.36) do pierwszego Iub trzeciego réwnania (3.32) otrzymamy takie
same réwnanie na A2

(3.37) 2 B R b)— (b, — b2y — 4bE, =

Réwnanie (3.37) posiada dwa pierwiastki, z ktérych jeden dodatni jest rozwigzaniem
postawionego zagadnienia

2 A
(3.38) A2 =2 [~ (by+b2)+2V/b+b3—b,b,+3b1:].

Yatwo sprawdzié, ze po podstawienin (3.38) do (3.36) otrzymamy: d;, >0, d, >0
i dyd,—d}, > 0, co oznacza, e powierzchnia okreslona przez d,, d,, d;, jest forma
kwadratowa jednorodna dodatnia.

Powracajac do oznaczen (3.36) otrzymamy na A wyraZenie:

(3.39) A :‘I/g []/]Q—Hﬂz + kyt+ky, _*_“/(_kl"i"ku . ]‘2+k12)2+
ml m2 ml m2

LGtk (k) | 3K

mym, myn, |

Po podstawieniu (3.39) do (3.28) otrzymamy wspolczynniki ki, 1 /1.
Jakiego rodzaju jest tlumienie okre$lone wzorami (3.28) mozna zbadaé podstawiajac
wspolczynniki tlumienia do réwnan (3.27). Jezeli przyjmiemy dla przyktadu m, =m, =

=m, ky =k, =k;> =k z (3.38) otrzymamy: A* =;1—Il:1—(2+1/7) i ttumienie obliczone
wedlug wzordw (3.28) jest nadkrytyczne. Ruch ukladu jest bezoscylacyjny.
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Peazwme

TIPUMEHEHUE YPABHEHWA TAMMIIBTOHA-AKOBM IJ1 CTABUIIHUI3ALIMU
MEXAHHMYECKHX CUCTEM

B pa6oTe AaH mMeToq cTafiaM3anHM MEXaHMUECKUX cucTem. MeTol 0CHOBaH Ha HCMONb3OBaHUU ypaB-
neauA Iamuiproda-SKoGHM U1l ONpEeNeNIeHHsT CHJI, TNPHJIOXKEHME KOTOPBLIX & cHcTeme obecneuuBaer
ACHMIITOTHYECKYIO CTACUIILHOCTE COCTOSIHMSA paBHoBecua. ITopGop sTux cun oOycIOBIIEH MUHUMAIM3a-
quefl 3aaHHOro (PYHKUMOHANA. Y CIIOBHA MUBMMANH3aUMH TIOJIYYEHbl H3 ypaBHeuuil Ditepa-Jlarpansxa.
OnucaHHblil METOM NIPUMEHEH B CJTYYae, KOrJa YCIIORHEM ONTHMAITH3ALUH SBNAETCS IPOH3BORHAN KHHE-
THUYECKOIT aHeprud cucrembl, Criocod BBIUMCIIEHHH HIUIIOCTPHPOBAH NPHMEPOM.

Summary

APPLICATION OF HAMILTON-JACOBI EQUATION FOR STABILIZATION OF MECHANICAL
SYSTEMS

The method of stabilization of mechanical systems is presented in the paper. The method consists
in using the Hamilton-Jacobi equation for the proper selection of such forces which, when applied to the
system, ensure the asymptotic stability of the equilibrium position. This selection follows from the mini-
malization condition of the given functional. The minimalization conditions are obtained from the Euler-
Lagrange equations. The method described is applied to the case when the optimization condition is the
derivative of the kinetic energy of the system. This procedure is explained in an example.
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