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Przedmiotem niniejszej pracy jest obliczenie grubosciennej rury wstepnie sprezonej,
poddanej dzialaniu malego ci$nienia. W szczegélnosci chodzi o zbadanie wplywu wstep-
nego sprezenia na wlasnoéei sprezyste rury przy tym obciazeniu. O materiale zakladamy,
7e jest izotropowy, sprezysty i niescisliwy.

Rozwazania opieraja si¢ na ogdlnej teorii matych dodatkowych odksztalcen [1], ko-
rzysta¢ bedziemy w zasadzie z oznaczen w pracy [2].

1. Wstepny skonczony stan odksztalcenia

Rozwazmy rure o dhugosci f;, promieniach zewnetrznym i1 wewnetrznym a 1 b, przy
czym a = 5b. Rura ta jest poddana wstepnemu duzemu odksztalceniu w sposdb naste-
pujacy: rozcina sig pdiplaszczyzna przechodzaca przez of, dodaje si¢ (lub usuwa) klin
o pewnym kacie rozwarcia ¢, po czym przywraca si¢ spGjno§¢ materiatu (por. [3]). Dla
otrzymania zwigzkéw ogdlniejszych przyjmujemy, Ze poza tym na powierzchni powstalej
rury dziala w kierunku osiowym ciénienie ¢, jednakowe w kazdym punkcie. Cialo od-
ksztalcone oznaczamy przez B, jego wysoko§¢ i promienie przez h, a, b. Opisana duza
deformacje charakteryzuja nastepujace parametry: '

(1.1) p=ala, v=0blb, x=2n/Qn—¢), A=hlk, b=alb.

Przyjelidmy, Ze rura jest wykonana z nieéci§liwego materiatu sprezystego, a wigc ma miejsce
zalezno$é

(1.2) rr—ndr? = 42— xda? = b —xAb?,

gdzie przez F i r oznaczyli§my promien typowego punktu przed i po odksztalceniu. Za-
leznodci (1.1) i (1.2) pozwalaja obliczyé

o 29 1/2
(1.3) o) =’7 - [%l-}-(l—xlyz)%] )
dQ 1 %A
o @=+5-9

(1.5) a:fs%, » =V [1—(1—xhu?) 8 /21,
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W oparciu o (1.5) w dalszym ciggu rugowaé bedziemy », § a parametry x», 4, u uwazaé
bedziemy za wzajemnie niezalezne.

Wprowadzamy walcowy uklad wspdtrzednych {r, 4, z}, ktéry w ciele B pokrywa sie
z ukladem konwekcyjnym {9) i oznaczamy wspdlrzedne typowego punktu przed od-
ksztalceniem w ukladzie kartezjanskim przez x;, a po odksztalceniu przez x;. Mamy

. 9 . . .0 .z
(1.6) X = IQ(r)COS»;, X, —lQ(r)sm—;;—, Ny =
Tensory metryczne dla ciata odksztalconego g;; i ciala nieodksztalconego g;; sa
-2 -
10 0
.2 ° 2 QZ

1.7) gij = 0r* 0], g = o r oz 0 |,

00 1

1
0 0 ¥e

2

g =detg; =r?, g=detg; =r
Tensory (1.7) okreélaja calkowicie stan odksztalcenia ciatla B. Niezmienniki odksztalcenia
I, réwne sg odpowiednio:

. 0? 52
Il :g”gij - 212 + Q +;" 2
A 22 )2 Qz 1
(1.8) I, =g8" 13 274‘ 7+ = 72
I, =glg=1.

Za pomoca wzoru
(1.9) T = @, 34 B, bl 4 pghl,

w oparciu o (1.7), wyznaczamy tensor napreZenia

- +@(Q+-)+%

212
02 )
2022 =@, 10, )
(1.10) T Q2 ( T ) TP
2 212
¢F+¢(Q' szw,

‘512 ="L'23 :‘531 :0,

gdzie p jest dowolna funkcja skalarowa, a @, pomnozonymi przez dwa pochodnymi po-
tencjalu sprezystosci wzgledem niezmiennikéw stanu odksztalcenia.
Okreslimy funkcje p z warunkdw brzegowych i réwnan réwnowagi

(1.11) V,-‘L’i-i =0,
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gdzie symbol V; oznacza kowariantne rézniczkowanie w ukladzie {97). Rozpisujac

(1.11) stwierdzamy z réwnan dla j =2 i j = 3, ze zachodzi zwiazek 9 _@ _ 0: p jest
a9 oz ’

wiec funkcja tylko zmiennej r. Z (1.11) dla j =1 funkcje t¢ mozna przedstawié naste-
pujaco:

2 2
2 (0

: )+D+L(1)

gdzie D jest stata calkowania, a przez L(r) oznaczylismy

(113) L(r>=—f(cr> v (G - )

Jesli g jest ci$nieniem zewngtrznym na powierzehni r = a, a powierzchnia r = b jest nie

obcigzona, to warunki brzegowe sa
M =—yg, dla r=a,

(1.14) =0, dla r=b;

skad wyntka, Ze

(1.15) D=—q, L) =-D
1 ostatecznie
02 0?
(1.16) p :_q)lmf_wz( + 12)+(L(’) q,
dp . 2 o 2 ®x2) 1
(1-17) 3. (dj +/1 ®2)(%212~7ﬂ.+@"
! :L(r)—q5
222 11 2 Q2 2
(1.18) et =g T | (P ),

33 ___ 1 2 _ Q
el o o)

Z (1.18) wynika, ze badane cialo nie posiada stanu naturalnego, nawet gdy g = 0. Na-
prezenia znikaja tylko wtedy, gdy » =1 i jednoczesnie A =1.
Calkowita sita osiowa N, ktdrg przenosi rura oraz ciSnienie g sg

(1.19) N =27zf v33rdr,
b

2 2
(1.20) g =L(b) _—f@l-u qﬁz)( %2 -57)“;—’
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2. Dodatkowe male odksztalcenia

Poddajemy ciato wstepnie odksztalcone malemu dodatkowemu odksztalcenin. Prze-

chodzi ono w stan 5 Pole malych dodatkowych przemieszczen ew wywoluje dodatkowe
naprezenia 1 odksztalcenia. Przytoczymy liniowe czgsci przyrostow wszystkich wielkosci
w oparcin o wzory podane w pracach [1}1 [2], oznaczajac je primami. Wprowadzamy
dla kowariantnych wspotrzgdnych wektora ew oznaczenia: w, =u, w, =2, wy =w,
a dla ich pochodnych: wy,, =u,, w,; , =us, ... itd. Otrzymamy

gy =—g"* =2u, gi2 = —r%g"? =f/-'s+’vr—2—,1~_'v;
2.1 , , , /
@D 822 = —r*g’?? =20y +ru), giz=—g =u-tw,
gél = '—g’33 :2wza g,23 :_rzg’23 :vz+w9;
02
I =2[“;5P—“r + 7 Q2 (7)9+l‘u)+l wz],
) 212 1 Q2 1
22) I = 2[ Q2 ‘“r‘f‘r_z?(vs‘f‘l‘u)‘f‘i;wz],

I3 = — 2|:u +— @stru)+w, ]

4 4 2
7' :2”,.|:A—};2Q7—B(l2 Q2)+F( ,972~+ gl—“_——])—pjl—f—

1 1 4 2 2 2 1
+2;2~(vs+ru)[A72— <Q2+gﬁ)+F(1+-Af—¢-—%)+dﬁz ]+

2z
Q? Q? r2Q? 0? Q? )
+2Wz[ ——B( 172 + ) ( ) +1— x222)+®2x2 +p,
) 1 e LY 0> A2 1
S L R
-I—Ziz(v,g—i—ru)[A~~B(lz+ Q2 >+F( %222 L %2 _1)—p]+
r Q4 %212 Q4 AZQZ
leZ yZ 1 224 22%2 ,
+ZWZ[A 0" —B(Qﬂ‘ )*F ( or T PQZ) P ]‘“’ ’
2 4 4 2174 2
R s S T SR
1 222 4 422 422 x222
+2r—2(v3+ru)[A%Q2 ——B(22+Q )+F(1+ o _es )+ 25 ]+

0? 22 1202 ye )
+2WZ[A}»4'— ( TP + Q2>+F( +7 —pl|+p,
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2,12 . __ (¢ 2 1
rer = [22 +pllus+v,— ’-;11 ,
0?
T3 = (gDZP—Z +P) (uz+wr))

2/{2
r?y'?? :*((pZ %02 +P> ('Dz—'rwa):

gdzie

0w *W orw
A—2~—6—I—%—, B:2—a[?, F—ZWZ—,
przy czym W jest potencjatem sprezystofci na jednostke objetodci ciala nieodksztal-
CONego.

Poniewaz niezmienniki odksztalcenia I, [por. (1.8)] sa funkcjami zmiennej r, wiec
A, B, F, ®, sa réwniez funkcjami tylko zmiennej r. Obliczenia dla dowolnego materiatu
sa skomplikowane. Przyjmujemy konkretna funkcje na potencjatl sprezystosci W(Zp),
co nam pozwoli uzyskaé zamknigte rozwiazania. Ograniczamy zatem dalsze rozwazania
do tzw. materialn Mooneya, dla ktérego

(2.4) W = Cy(I,—3)+C,(I,—-3).
Wtedy ¢, =2C,, D, =2C,, A =B =F ==0, a zwigzki (2.3) przechodzg w

7't —2pu,+4C,— 22 r2 (vs—l—ru)—l—4C2 % wz—[—p s

2,122 1 1 . 222 L'
rer :4C2?‘u,*2pr72(2)3+7u)+4C2‘—QTwz‘r_p,

22’2

02 1(verru) 2pw.+p’,

(2.5) 3 =4C,— 22 u,+4C,—=—
, 1 I
r2gt?t = — (ZCZ—A—2 —l—p) (us—l—'v,—ZT‘v) )

Tll = (2C2 Q +p) (u +W,.),

2}'2
Q2 +P) (7) +Ws)

Tensor naprezenia calkowitego 7%/+&7'% spelnia warunki réwnowagi

s o, 2

Vi s+ T 577 =0,

gdzie I'j} s3 przyrostami symboli_ Christoffela obliczonymi w pracy [3].
Podstawiamy (2.5), (1.17) oraz przyrosty I“’,-'j“ do réwnan réwnowagi i otrzymujemy

z 2
4urrl:C1%—2Ql2_+C2(Q2 + 12)]1"
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1 4 02 22 1 y) 0? 22 )2
+27”r[°’1(ﬁ—';W"E)”Z(z‘zz‘“;‘ e )]
] 2 2 2 2}'2
_2—u[C1( %2 . ‘52)+C2<Q2 +2 + )]+
(26) "‘2_ Ugg—7 Q2 (C +;‘2C2)+2uzzlz(cl+_cz) +

l 2 2 L
+2-0 ,s[cl 2 ++02(Q +2 1) -

1 Qz 22 Qz 2252 '
_4}_vslc ( 22.2 AQ )—'_CZ( + }'2 —i_ QZ )__{—

2 2 )
+2wl'z[C1 Q 2 —'—02( Q2 -'— I ) _{"
1 A 2 2)2
+4—r“WzCz(2?—%’_%Q—2) +p; =0,
522 zlz
2”’“[‘“ o7t ( " ]
HZ 2 QZ 2}'2 /’{ 2 QZ
L e R e I
Qz 1 QZ 1 Qz 1
(27) ‘f“Z(Cl‘{“ﬂZCZ)I:’Z)rr?F—T‘U,.<3’;'2}'—2‘_ )_I_ Ty ( 2}'2 '—ﬁ +
I 2 2}'2 1 2
+4— Uss[cl Q2 Tcz( 07 +—2)] +2'Uzz(c1/12+cz%)+
APx 1
+2W92|:C1 Q2 +C2( —Qz_ 7)] "‘Pé :05
2 22 )2
211,.2[01/124‘(12( Q2 -+ QZ )] -+
1 2 2 02 %2 %2/12
sapulefpr g el g -G
22 )2
2.8) +2lv,9[0112+cz( o )]
0% [ w? 1 02 2 A
+2WrrW(C1+?C2)*27Wr[C1 (—%“212 + -—) T2C2( %)]

1 2 Q2 2}'2 ,
"‘27,’2‘"’.9.9 Ci—5 +Co=5 12 +w,, | C1A%4C, 2 +—5—|t2: =0

0? 0?
Réwnania (2.6)-(2.8) razem z (2.2); tworza uklad czterech réwnafi rézniczkowych
na funkcje u, v, w, p’ stanowiac podstawe naszych dalszych rozwazan.



WPLYW WSTEPNEGO SPREZENIA NA SZTYWNOSC RURY 315
3. Sztywno$é rury wstepnie spreZonej. Dodatkowe male cisnienie

Naturalnym jest przypuszczenie, Ze wstepne spreZenie wplywa na wlasnosci sprezyste
rury [ zmienia jej sztywnod¢. W celu zbadania tego zjawiska nalezy wyprowadzié wzory
na sity N', ktére przenosi cialo (pole matych przemieszczeil ew) i poréwnaé je z odpo-
wiednimi sitami dla rury niesprezonej, (¢ = 1). Podejscie takie jednak prowadziloby
do zbednych skomplikowanych obliczen nie dajac ilodciowe] oceny przy najwazniejszych
technicznych obcigzeniach. Badamy zatem wplyw wstegpnego sprezenia na sztywno$é rury
przy konkretnym obciazeniu — matym cisnieniu.

Natozymy na opisana wstepnie sprezona rure B pole malych dodatkowych przemiesz-
czen, ktére odpowiadaé bedzie réwnomiernemu ci$nieniu zewngtrznemu. Kowariantne
wspoirzedne wektora dodatkowego przemieszezenia sa

(3.1 u=kulr), v=w=0,

gdzie k jest stala, a funkcje w(r) wyznaczamy z rownania (2.2);. Mamy
k
(3.2) u(r) = -

Podstawiamy (3.2) do (2.3) i otrzymujemy

1 1
' = 2kp—r2~ +4kC, TZ-—:}— +p',
2 s22 1 1 1 ,
reT :""'4/(:627“,"—2—_2kpr—2+p 5
(3.3)
, 0% 1 222 1 ,
T = —4kC17r—2+4kcz—Q2—rT +p’,

12— 723 132 (),

Funkcje p’ okredlimy z réwnan réwnowagi. Podstawiamy (3.2) do (2.6)-(2.8). Ostatnie
dwa réwnania spelnione sa tozsamoéciowo. Z pierwszego réwnania otrzymujemy

, 2 Q? 1
pl=—8k(C,+732C,) 22 il
a po scatkowaniu, korzystajac z (1.3)
1 eg 1
(34) p’ =2k(Cl+ 12C2)W(1‘—‘%;{‘u2)a27+c,

gdzie C jest stalg catkowania. Stalg te¢ okreslimy z warunku brzegowego

11 =0, dla r=b;
skad wynika

1 1 @
C = 2k(Cl —}—/1202)W[2W_ (l—xﬂ-l‘z)’g{] s
(3.6)
1

, a? a2 1
D = 2k(CI+AZCZ) 222 l:(l—-%ﬂ./,l,z)r—z—‘ (1-—-%/1/1»2)7)—4‘ +2—55v—2—] .
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Stan napreZenia rury jest okre$lony przez t'+et'H. Podstawiajac (3.6) do (3.3) otrzy-
mujemy ostatecznie dla przyrostow naprezenia

1 1 a
L2 BC) [2—1:_2_,-7Q2‘|‘(1 ) T
a? 1
—(1—"/1/‘2)[)4]4‘7“%
1 1 a2
BT r2r'?? =2k(C,+212*Cy)—5=5 2/12 [Z—b —2r—2Q2+(1—7M[u2)~f4~—
a? 1
—(1—%;»/12)54}—'—'—):2—[1("),

2

o2
——(1 -—x?;luz)%{] +
HZAZ QZ
*4""2(7 - “)

Najistotniejsze znaczenie dla dalszych rozwazan ma sktadowa 7'*! na brzegu r =a.
Podstawiajac r = a do (3.7), i uwzgledniajac, ze L{a) = 0, otrzymujemy

—‘2k(C1—|—)~2C2) [ T —l—(1~,diuz)

1 S\ ;

(3.8)
—(l—l—;dluz)}, dla r =a.

Zalezno$¢ (3.8) zawiera wszystkie parametry wstepnej deformacji, dla ktérych, oprécz
zwigzkow (1.5), mamy zaleznoéci

1 7’ 2 1 % e
ktéra wyprowadziliémy z (1.20) po scalkowaniu, przeksztalceniu i podstawieniu g = 0.
Podstawiamy do (1.19) N =0 oraz (1.18) 1 otrzymujemy

a o QZ a %212 1
(3.10) 27zf L(r)rdr—l—47zC1f(12~72—l—2)rdr—|—27zC2f(Q—2—?)rdr =0.
1 b b

W oparciu o (1.5), (3.9) i (3.10) zadajac jeden z parametréw deformacji oraz wzgledna
grubosé 8 mozna wyznaczy¢ pozostate.

Wprowadzamy teraz pojecie wzglednej sztywnoécei rury wstepnie sprezonej na $ciska-
nie promieniowe 7,. Jest nia stosunek naprezenia 7''' (3.8) do tego samego napr¢Zenia

7,41 dla rury naturalnej o wymiarach aibd (1 =1, u = 1). Mamy

3.11) Tudy = 4k(Cl+PCz)—(52—1),
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a z (3.8) i (3.11), stosujac (1.5) zgodnie z definicja, otrzymujemy

1 { %222#4

= _ _ 5 02_
e = 2520222 \* TI— (1 — % Au2) 872 2—(1—x2u?) 8?7

2 2 XAILL
S 1 L

Nie zwezajac ogdlnosci rozwazan przyjmujemy A = 1. Dla réznych x i b okre$lamy u
z réwnania (3.9), ktére po podstawieniu 2 i wykorzystaniu (1.5) przyjmuje postaé

(3.12)

2

1 i ; xp’ .
—_—— —xIn| 3 —— 1+ %3In 52 =0;
(3.13) 7 1= (l—rpu?)0? [5 1_(1_M#2)(52]+ 5
wynika stad nieréwno$c¢
1 1
2o P {1—4
(3.14) P M( 62),
e 4
101
30—
20
10

t Lo L

05 09 10 14 15
Rys. 1

g
p 4

Parametr deformacji » jest jedynym niezaleZnym parametrem. Rezultaty obliczed sa po-
dane w tabl. 1 i na rys. 1, przy czym w granicznym przypadku 4 — 1 sztywno$§¢ wynosi

(315) Ne =,u2/;¢-
%—»]
Tablica 1
Ne ‘ d e ‘ 0 e

x llz o kd i
§=1,5 §=2 s> 1 |

05 | 22 1,77 1,470 1,59 1,772 44 |
0,9 1,2 1,152 1,476 1,055 1,807 1,33 |
1,0 1,0 1,000 1,500 1,000 2,000 1,00
i

1,1 0,9 0,926 1,507 0,935 2,030 082
1,5 0,6 0,796 1,619 0,925 2,449 0,40

7 Mechanika Teoretyczna
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Funkcja (3.12) jest funkcja malejacg. Rura wstgpnie spregZona jest sztywniejsza: dla
»x <1, co odpowiada ¢ < 0 (dodanie materiatu), natomiast dla » > 1, @ > 0 (usunigcie
materiatu), sztywno$¢ wzgledna jest mniejsza od jednoécei.

Jedli zadana jest nie masa rury, a rozmiary rury wyjsciowej é, to mozemy podobnie
jak w (3.12), zdefiniowaé wzgledna sztywnos$€ 7, w stosunku do rury niesprezonej o gru-
boéci 8. Sztywnosé taka wynosi

;, 1 1 s 2—(1—wp?) 82 -
(316) Ne =+ 2. 4 2 __{6%212/‘4—(% “‘(1’*'%,“2)]7
2eu® 51 [1—(1—xu?d%? J
i w granicznym przypadku
3.17) B = 2
' for W
Tablica 2
i R
w z
B Nﬁ 1,0 1,5 2,0
2,2 0,5 0,750 0,764 0,560
1,2 0,9 0,794 _ 0,730 0,600
1,0 1,0 1,000 1,000 1,000
0,9 1,1 1,030 1,048 1,070
0,6 1,5 1,240 1,680 2,580
Tie )
30~
20}~
10 |-
1 11 | -
05 691011 15 x
Rys. 2

Rezultaty obliczen dla 4 =1, otrzymane na podstawie (3.13), (3.16) i (3:17), podane
s3 w tabl. 2 i na rys. 2. Wnioskujemy, ze kazda rura wstepnie spreZzona, powstala z rury
o wzglednej grubodci 0 jest sztywniejsza na mate ciénienie dla » > 1 i mniej sztywna dla
x < 1. ’
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Pesome

BIMSIHME NPEOBAPHUTENLHOM KOHEUHON IEMGOPMAIIUNM HA XKECTKOCTL TPYBbI

ToncrocTerHas TPYOa MOABEPTracTCA NpeABapuTenbHol Aedopmalii yTem MOOABIEHHS HIHM BHIpE3a-
HUST KJIHHA C TPOH3BOABHLIM YIVIOM DRCTBOPA H NOCAEAVIOLIErO BOCCTAOBACHIA CBAZHOCTH MaTepHana.
Tlpn TakoMm COCTOAHUM TPyDa NMOABEPraeTcss Majomy PaBHOMepHOMY AaBnexuio. Mccmeavercs Bimsmue
npeaBapHTENLHOM nedopmayuu Ha ynpyrue cpoficrBa TpyOer. [Ina Tpyd ¢ pasnHuUHBIMI TOJIIUMIIAME
CTEHOK JAIOTCsI (POPMYILI H TpachilKil 3aBHCHMOCTH YECTKOCTH 0T NapaMeTpons NpefBapuTeabHON aedop-
Mauy.

Summary

INFLUENCE OF FINITE INITIAL STRAINS ON THE RIGIDITY OF TUBE

A thick-walled tubc is initially stressed by cutting out (or inserting) of a wedge-shaped inclusion with
an arbitrary vertex angle: the edges of the cut are welded together. The tube is then subject to a small
uniform compression. The influence of the initial stresses on the clastic properties of the tube is investigat-
ed; the corresponding formulae and graphs are given.

WYZSZY INSTYTUT MASZYNOWO-ELEKTRYCZNO-TECHNICZNY
SOTTA, BULGARIA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 lipca 1970 r.



