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ELENA  Z Ł A T A N O WA  (SOFIA)

Przedmiotem  niniejszej  pracy  jest  obliczenie  gruboś ciennej  rury  wstę pnie  sprę ż onej,
poddanej  dział aniu mał ego ciś nienia.  W  szczególnoś ci  chodzi  o zbadanie  wpł ywu  wstę p-
nego  sprę ż enia na wł asnoś ci sprę ż yste  rury  przy  tym  obcią ż eniu.  O materiale zakł adamy,
że jest izotropowy,  sprę ż ysty  i nieś ciś liwy.

Rozważ ania  opierają  się  na  ogólnej  teorii  mał ych dodatkowych  odkształ ceń  [1], ko-
rzystać bę dziemy w zasadzie z oznaczeń w pracy  [2],

1.  Wstę pny  skoń czony  stan odkształ cenia

Rozważ my  rurę  o  dł ugoś ci  h,  promieniach zewnę trznym  i  wewnę trznym  a  i  b,  przy
czym  a — db. Rura  ta  jest  poddana wstę pnemu  duż emu  odkształ ceniu w  sposób  nastę-
pują cy:  rozcina  się  pół pł aszczyzną przechodzą cą  przez  oś,  dodaje  się  (lub  usuwa)  klin
o  pewnym  ką cie  rozwarcia  q>,  po  czym  przywraca  się  spójność  materiału  (por.  [3]). D la
otrzymania zwią zków  ogólniejszych  przyjmujemy,  że poza  tym na powierzchni  powstał ej
rury  działa w  kierunku  osiowym  ciś nienie  q,  jednakowe  w  każ dym  punkcie.  Ciało  od-
kształ cone  oznaczamy  przez  B,  jego  wysokość  i  promienie przez  h,  a, b.  Opisaną  dużą
deformację  charakteryzują  nastę pują ce  parametry:

(1.1)  n^a\a,  v=*b/ b,  «  = 2a/ (27C- <p),  X =  h/ h,  6=  a/ b.

Przyję liś my,  że rura jest wykonana z nieś ciś liwego  materiału sprę ż ystego,  a więc ma  miejsce
zależ ność

(1.2)  r2

gdzie  przez  r  i  r  oznaczyliś my  promień  typowego  punktu przed  i  po  odkształ ceniu. Za-
leż noś ci  (1.1) i  (1.2) pozwalają  obliczyć

(1.3)  G(r

(14)
dr

£(1- 5)  d=*d£- ,  r = K [ l - ( l -
v



310 E.  ZŁ ATANOWA

W  oparciu  o  (1.5)  w  dalszym  cią gu  rugować  bę dziemy  v,  Ó a.  parametry  x,  A, [X uważ ać
bę dziemy  za wzajemnie  niezależ ne.

Wprowadzamy  walcowy  ukł ad współ rzę dnych  {/• ,  §,  z},  który  w  ciele  B  pokrywa  się
z  ukł adem  konwekcyjnym  {#')  i  oznaczamy  współ rzę dne  typowego  punktu  przed  od-
kształ ceniem  w  ukł adzie  kartezjań skim  przez  x;,  a  po  odkształ ceniu  przez  x- t.  Mamy

#  §  z
(1.6)  Xi  =wQOOcos—,  x2  = rQ(r) sin —,  x3  = - T .

K  X  A

Tensory  metryczne  dla  ciała odkształ conego  gKi  i  ciała nieodkształ conego gtj  są

T-   °  0

(1.7)

"1

0

0

0

r2

0

0'

0
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5 Sij 0

o

' . £ _  o
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=tr   .g  ~ Astgij ~r2,  g=*

Tensory  (1.7) okreś lają  cał kowicie  stan odkształ cenia ciała B. Niezmienniki odkształ cenia
I k  równe  są  odpowiednio:

(1.8) h  =  h.g"h  =

h  =   g- /ł  -   1 •

Q2

4 +  ]
A 2 '

Za pomocą  wzoru

(1.9)  riJ  • -

w oparciu o  (1.7), wyznaczamy  tensor naprę ż enia

(1.10)
®i

Q2

T33  s=s01P+02

+ p.

+ p,

gdzie  j ^  jest  dowolną  funkcją  skalarową,  a  $& pomnoż onymi przez  dwa  pochodnymi po-
tencjału  sprę ż ystoś ci  wzglę dem  niezmienników  stanu odkształ cenia.

Okreś limy  funkcję  p  z warunków  brzegowych  i równań  równowagi

(1.11)  Vt?
J  =0,
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gdzie  symbol  V(  oznacza  kowariantne  róż niczkowanie  w  ukł adzie  {• #'}.  Rozpisując

(1.11) stwierdzamy  z równań dla /   =* 2  i j  =*  3, że  zachodzi zwią zek ~  =   ~~  =  0; p  jest

wię c  funkcją   tylko  zmiennej  r. Z (1.11)  dla /  =  1  funkcję   tę   moż na  przedstawić  nastę-

pują co:

(1.12)  P^~^- ^r-

gdzie D jest stałą  cał kowania, a przez L(r)  oznaczyliś my

Jeś li  # jest  ciś nieniem zewnę trznym na  powierzchni  ;•   — ci, a powierzchnia r =  b  jest  nie
obcią ż ona,  to warunki brzegowe  są

(1.14)
r 1 1  — — (f,  dla  r =  a,
T 1 1  = ^0,  dla  / • = &;

skąd  wynika,  że

(1.15)  D=*- q,  L(b)=- Dt

i ostatecznie

(1.16)  p  = r—<?  **  ' ^

Z  (1.18)  wynika,  że  badane  ciało  nie  posiada  stanu  naturalnego, nawet  gdy  q = 0 . N a-
prę ż enia znikają   tylko  wtedy,  gdy  %  — 1 i jednocześ nie  X =  1.

Cał kowita  siła  osiowa  iV,  którą   przenosi  rura  oraz  ciś nienie  ą   są

a

(1.19)  N=2TZJ  r32rdr,

(1.20)
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2. Dodatkowe małe odkształ cenia

Poddajemy  ciało  wstę pnie  odkształ cone  mał emu  dodatkowemu  odkształ ceniu. Prze-
*

chodzi ono w stan B. Pole mał ych dodatkowych  przemieszczeń  ew wywoł uje  dodatkowe
naprę ż enia  i  odkształ cenia.  Przytoczymy  liniowe  czę ś ci  przyrostów  wszystkich  wielkoś ci
w  oparciu  o wzory  podane  w pracach  [1] i  [2], oznaczając  je primami.  Wprowadzamy
dla  kowariantnych  współ rzę dnych  wektora  ew oznaczenia:  w  ̂=u,  w2 —v, w3 —w,
a dla ich pochodnych: wiA  =ur,  w1?2 =

rWs5 • ••  itd.  Otrzymamy

* «  =- gni  = - 2ur>  g'12 ^- r2g'12  ^i:9+vr~2yv,

( 2 l )  g'22 =  - r*g'22  =- 2(v,+ru),  g[3  -   - g'13  =   uz+wr,

£33 =- g'33  =2wz,  g'Zi  =t- r2g'23  = Wz+ ws;

[ „ 2 J2  I / 5 2  1  "I

" ^ « r  + TT ^2-  («•  + «) + ^  W, j ,
Ą  = - -2 «r+ - i- (os+ r«)+ w, =*0;

+2-
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r'13=- {*2^+p)(ux+ Wr),

gdzie

przy  czym  W  jest  potencjał em  sprę ż ystoś ci  na jednostkę  obję toś ci  ciała  nieodkształ-
conego.

Ponieważ  niezmienniki  odkształ cenia  I k  [por.  (1.8)]  są  funkcjami  zmiennej  r, więc
A,  B, F,0k  są również  funkcjami  tylko  zmiennej r. Obliczenia  dla  dowolnego materiału
są  skomplikowane.  Przyjmujemy  konkretną  funkcję  na  potencjał   sprę ż ystoś ci  W(Ik),
co  nam pozwoli  uzyskać  zamknię te  rozwią zania.  Ograniczamy  zatem  dalsze  rozważ ania
do tzw. materiału Mooneya, dla którego

(2.4)  W^dih  — 3)+ C3( / 2—3).

Wtedy  0X =  2 d,  <P2  — 2C2,  A =B —F ~Q,  a zwią zki  (2.3) przechodzą w

1 1  Q2

n~W*+P ,

(2.5)

,- 4.

Tensor naprę ż enia cał kowitego  T iJ+ eT/ £ j  speł nia warunki  równowagi

gdzie JT//  są przyrostami symboli  Christoffela  obliczonymi w pracy  [3].
Podstawiamy  (2.5), (1.17) oraz przyrosty 27/  do równań równowagi i otrzymujemy
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^r  + - Q2

(2.6)  + 2 y2 - «s s~

C1|3- + Ca(2- ^- + - iJ] j+ ^ = 0,

(2- 8)

Równania  (2.6)- (2.8)  razem  z  (2.2)3  tworzą   układ  czterech  równań  róż niczkowych
na funkcje  u, v,  w,p'  stanowiąc podstawę  naszych dalszych rozważ ań.
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3. Sztywność  rury  wstę pnie  sprę ż onej. Dodatkowe male  ciś nienie

N aturalnym  jest  przypuszczenie,  że  wstę pne  sprę ż enie  wpł ywa  na  wł asnoś ci  sprę ż yste
rury  i  zmienia  jej  sztywnoś ć.  W  celu  zbadania  tego  zjawiska  należy  wyprowadzić  wzory
na  siły  N",  które  przenosi  ciało  (pole  mał ych  przemieszczeń  ew)  i  porównać  je  z  odpo-
wiednimi  sił ami  dla  rury  niesprę ż onej,  (x  —  1).  Podejś cie  takie  jednak  prowadził oby
do  zbę dnych  skomplikowanych  obliczeń  nie  dając  iloś ciowej  oceny  przy  najważ niejszych
technicznych  obcią ż eniach.  Badamy  zatem  wpływ  wstę pnego  sprę ż enia  na  sztywność  rury
przy  konkretnym  obcią ż eniu  —  mał ym  ciś nieniu.

N ał oż ymy  na  opisaną   wstę pnie  sprę ż oną   rurę   B  pole  mał ych  dodatkowych  przemiesz-
czeń,  które  odpowiadać  bę dzie  równomiernemu  ciś nieniu  zewnę trznemu.  Kowarian tne
współ rzę dne wektora  dodatkowego  przemieszczenia  są

(3.1)  u —ku{r),  t = «i  =  0,

gdzie  k  jest  stał ą,  a  funkcję   u(r)  wyznaczamy  z  równania  (2.2)3.  M amy

(3.2)

Podstawiamy  (3.2) do

r 2

(3.3)

(2.3)

T ' »

T ' 2 2

«(r)  -

i  otrzymujemy

=- 2Ay~+4fcCs

4/ cC  *  *
A2  r 2

w l  ?<2  r 2

_  k

r

A-   r1

1

r2

0.

Funkcję   p  okreś limy  z  równań  równowagi.  Podstawiamy  (3.2)  do  (2.6)- (2.8).  Ostatn ie
dwa  równania  speł nione są   toż samoś ciowo.  Z  pierwszego  równania  otrzymujemy

I   O2  1  \
r  Ctlr(f~*   _!_  32/ *t  ~\  |  ^-   I

P  '—  O/Cl O  t ~\~ A  \ - t2j  \  i n "  rt~  j  )
\   K  A  HA]

a po  scał kowaniu, korzystając  z  (1.3)
1  2  O 2  1

gdzie  C jest stałą  cał kowania. Stałą   tę  okreś limy  z warunku  brzegowego

r'11  = 0 ,  dla  r  =b;
skąd  wynika

p'  -
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Stan  naprę ż enia rury  jest okreś lony  przez  riJ+sr' iJ.  Podstawiając  (3.6) do  (3.3)  otrzy-
mujemy  ostatecznie  dla  przyrostów  naprę ż enia

(3.7)

T ' 3 3  = 2 / < C1 + P C 2 ) ^

Q2  H

Najistotniejsze  znaczenie  dla  dalszych  rozważ ań  ma  skł adowa  T ' 1 1 na  brzegu  r =  a.
Podstawiając  r  =a  do  (3.7)x  i uwzglę dniają c,  że £(a) = 0,  otrzymujemy

(3.8)

k  d la  / - = a.

Zależ ność  (3.8)  zawiera  wszystkie  parametry  wstę pnej  deformacji,  dla  których,  oprócz
zwią zków  (1.5), mamy zależ noś ci

(3.9)

którą  wyprowadziliś my  z  (1.20)  po  scał kowaniu, przekształ ceniu i  podstawieniu  q = 0.
Podstawiamy  do  (1.19) N  = 0  oraz  (1.18)  i  otrzymujemy

a a  a

(3.10)  2n J  LWrdr+Ą md  j  U2  ^~\ rdr+2nC2  f  1 - ^—  - ^Ardr  -   0.

W  oparciu  o  (1.5),  (3.9)  i  (3.10)  zadając  jeden  z  parametrów  deformacji  oraz wzglę dną
grubość  d moż na wyznaczyć pozostał e.

Wprowadzamy  teraz  poję cie  wzglę dnej  sztywnoś ci  rury  wstę pnie  sprę ż onej  na  ś ciska-
nie  promieniowe  r\ e.  Jest  nią  stosunek  naprę ż enia  T ' 1 1 (3.8)  do  tego  samego naprę ż enia
r'xŁ \  dla  rury naturalnej o wymiarach  a i b  (A =  1, / J,  =  1). Mamy

(3.H)  <l\  =
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a  z (3.8) i  (3.11), stosując  (1.5) zgodnie z definicją ,  otrzymujemy

(3.12)

317

Nie  zwę ż ając  ogólnoś ci  rozważ ań przyjmujemy  X = 1. D la róż nych «  i  h okreś lamy
z równania  (3.9), które po podstawieniu  X i wykorzystaniu  (1.5) przyjmuje  postać

wynika  stąd nierówność

(3.14)

4.0

3,0

2,0

0,5 1,5

Rys. 1

Parametr  deformacji  x jest  jedynym  niezależ nym  parametrem. Rezultaty  obliczeń  są  po-
dane w tabl.  I  i na rys. I , przy  czym  w granicznym  przypadku  6 - *•   I   sztywność  wynosi

(3.15)  Vc=?*2[x-

0,5

0,9

1,0

1,1

1,5

2,2

1,2

1.0

0,9

0,6

d =

1,77

1,152

1,000

0,926

0,796

Tablica

d

1,5

1,470

1,476

1,500

1,507

1,619

1

<5  =

1,59

1,055

1,000

0,935

0,925

<5

•   2

1,772

1,807

2,000

2,030

2,449

S- +  i

4,4

1,33

1,00

0,82

0,40

7  Mechanika  Teoretyczna
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Funkcja  (3.12)  jest  funkcją   maleją cą.  Rura  wstę pnie  sprę ż ona  jest  sztywniejsza  dla
H <  1, co  odpowiada  <p <  0  (dodanie materiału), natomiast dla  x  >  1, <p  >  0 (usunię cie
materiału), sztywność  wzglę dna jest mniejsza  od jednoś ci.

Jeś li  zadana jest  nie  masa  rury,  a  rozmiary  rury  wyjś ciowej  B,  to  moż emy podobnie
jak  w  (3.12), zdefiniować  wzglę dną   sztywność  rjc  w stosunku  do rury  niesprę ż onej  o gru-
boś ci  <5.  Sztywność  taka  wynosi

(3.16) Vc  =
1

i w granicznym  przypadku

(3.17)

[l~(l- X/ J,2d2] 212

Tablica 2

!> 2

2,2
1,2
1,0
0,9
0,6

0,5
0,9
1,0
U
1,5

1,0

0,750
0,794
1,000
1,030
1,240

1,5

0,764
0,730
1,000
1,048
1,680

2,0

0,560
0,600
1,000
1,070
2,580

3,0

1,0

0,5  0,91fl\1

Rys. 2

1,5

Rezultaty obliczeń  dla  A = l ,  otrzymane na podstawie  (3.13),  (3.16)  i  (3.17), podane
są  w  tabl. 2 i na rys. 2. Wnioskujemy,  że  każ da  rura  wstę pnie  sprę ż ona, powstała z  rury
o wzglę dnej  gruboś ci  d jest  sztywniejsza  na małe ciś nienie  dla  «  >  1 i mniej  sztywna  dla
»<  1.
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BJIHflHH E  nPEflBAPHTEJIŁHOft  KOH E^H Oft  flEOOPMAUHH  HA  >KECTKOCTL  TPYBŁI

To.ncTOCTeHHaH Tpy6a  iroflBepraeTCH npenBapuTejibHoii .ijccbopiuamiił  nyTe.M  floBaBjiemiH  HJIH  Btipe3a-
HHHKJiHHa c  npoH3BOJiŁHbHi  yrvioM   pacTBopa u  nocjieayiomero  uoccTaiioBJieHiin  CBHSHOCTII
I lp n  TaKOAi  COCTOHHHH  Tpy6a  noflBeprae- rcH  iwanoMy  paBHOMepnoMy naajieH ino.  HccJieflyeTCH

etfeopwau1111  H a  ynpyrue  CBoftcTBa  Tpy6bi.  J I J IH  Tpy6  c  pa3JintfflbiMii
4>opMynbi u  rpacpHKH 3aBHCHM0CTH >i<ecTKocTH OT napaivieTpoB  npeflBapiiTejibHoii

S u m m a ry

INFLUENCE  OF  FIN ITE  IN ITIA L  STRAINS  ON  THE  RIG ID ITY  OF TUBE

A  thick- walled  tube  is  initially  stressed  by  cutting out  (or  inserting)  of  a wedge- shaped  inclusion  with
an  arbitrary  vertex  angle:  the edges  of  the cut  are  welded  together.  The  tube  is  then subject  to  a  small
uniform compression. The influence  of  the initial stresses  on  the elastic properties  of the tube is  investigat-
ed; the corresponding formulae  and graphs are  given.

WYŻ SZY  INSTYTUT  MASZYNOWO- ELEKTRYCZNO- TECHNICZNY
SOFIA,  BULGARIA
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