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Poczatek X1X wieku charakteryzowal si¢ w mechanice ponownym wzrostem zainte-
resowania problematyka rézniczkowych zasad wariacyjnych. Sprzyjaly temu zjawisku
w zasadzie dwie okolicznoSci.

Po pierwsze, pod wplywem wymogdw techniki rozszerzeniu uleglo pojecie wigzéw
natozonych na uklad punktéw materialnych. Poczeto rozwazaé nie tylko wiezy dwustron-
ne, stacjonarne i holonomiczne, ale réwniez wiezy jednostronne, niestacjonarne i nawet
anholonomiczne.

To rozszerzenie poje¢cia wigzow wymagato tez odpowiedniego uogélnienia systematu
mechaniki analitycznej Lagrange’a, opracowanego w swoim czasie dla wiezéw dwustron-
nych i stacjonarnych, bazujacego na zasadzie przemieszczen wirtualnych wraz z zasada
D’Alemberta — ten zesp6t zasad begdziemy dalej nazywali zasada ID’Alemberta-Lagrange’a.

W dzietach M. W. OSTROGRADZKIEGO i jego szkoly?) zostaly wyczerpujaco opracowane
podstawy analitycznej teorii réwnowagi i ruchu ukiadéw mechanicznych, ograniczonych
przez wigzy o najogdlniejszej postaci. Teoria ta zostala oparta o uogolmonac zasadeg prze-
mieszczen wirtualnych i zasade D’Alemberta.

Po drugie, rozwdj fizyki doswiadczalnej na przetomie XVIIT i XIX wieku zaktuali-
zowal problemy matematycznego opracowania wynikéw obserwacji. Szerokie zastoso-
wanie znalazta metoda najmniejszych kwadratéw, stanowiaca nadzwyczaj skuteczne na-
rzedzie matematycznej obrobki rezultatéw eksperymentéw. Cenny wkiad w opracowanie.
tej metody wnidést C. F. Gauss. Zasada najmniejszych kwadratéw przywiodia Gaussa
w 1829 r. [26] do sformulowania nowej rézniczkowej zasady wariacyjnej w mechanice,
nazwanej przez niego zasada najmniejszego przymusu. Zasada najmniejszego przymusu
jest najogélniejsza zasada mechaniki, stuszna zaréwno dla ukladéw holonomicznych,
jak i dla ukladéw anholonomicznych (liniowych i nieliniowych). Nadzwyczaj wielka
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stgpujacych ksiazkach: T'megenxo, B. B., Tlorpe6riceuii, . B., Muxaus Bacuavesuu Ocmpozpadckuii,
M., 1963; Tepornmyc, 5. JI., Ouepru o pabomax ropugeee pyccroii sexanuxu, M., 1952; I'puropbsu,
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warto§¢ teoretyczna i praktyczna zasady najmniejszego przymusu uwarunkowana jest jej
ogélnoscia, prostota i klarownoscig idei. Zakres zastosowan zasady nie ogranicza sig
bynajmniej do probleméw mechaniki teoretycznej; zasada Gaussa stosowana jest w fizyce
teoretycznej 1 innych pokrewnych dziedzinach przyrodoznawstwa. W pracach badaw-
czych XIX i XX wieku zasada Gaussa zajmuje poczesne miejsce. Wielu wybitnych mate-
matykdéw, mechanikéw i fizykéw zwrocito w swych pracach uwage na tg zasade ze wzgledu
na jej wielkie walory teoretyczne i praktyczne, nadajac jej ogdlniejszy i szerszy sens.

Koniec XTX wieku i pierwsza éwier¢ XX wieku znamionowaty si¢ w dziedzinie zasad
wariacyjnych mechaniki analitycznej wynikami o duzym uogélniajacym znaczenin. Do-
tyczy to zaréwno zasad catkowych, jak 1 rézniczkowych zasad mechaniki.

W 1896 r. O. HoeLDER [30] sformutowat ogélng zasade catkowa mechaniki, ktéra
w decydujacy sposéb wptyneta na kierunki dalszych poszukiwan w dziedzinie zasad wa-
riacyjnych. Zasada catkowa Hoeldera zostata uogédlniona i rozwinieta w pracy A. Vossa
[45].

W 1897 r. L. KONIGSBERGER [32] wyprowadzil uogélnione postacie rézniczkowych
zasad wariacyjnych, odpowiadajace uogolnieniu pojecia potencjatu kinetycznego.

W poczatkach XX wieku P. JourpaiN [31] sformulowal nowa rézniczkowa zasadg
wariacyjng, stanowiaca poérednie ogniwo miedzy zasadami D’Alemberta-Lagrange’a
i Gaussa. Dalszy rozwdj tej zasady zwigzany jest z pracami szkoty austriackiej [19].

Istotne miejsce w badaniach z pierwszej ¢wierci XX wieku zajmuje zagadnienie zalez-
no$ci pomiedzy zasadami rézniczkowymi i catkowymi w mechanice. W fundamentalnych
traktatach HOELDERA i VOssa wykazany zostal zwiazek ogdlnej zasady catkowej z zasada
D’Alemberta-Lagrange’a; w toku dalszych badan, w szczegdlnosci w pracach H. BRELLA
[24] 1 C. ScHAEFERA [42], zwigzek ten zostal wyeksponowany jeszcze wyrazniej. W pra-
cach H. BReLLA [25] i R. LEITINGERA [33] znaleziono relacje pomiedzy zasada Hoeldera-
Vossa i zasadami Gaussa 1 Jourdaina. Ogdlna transformacja zasady D’Alemberta-La-
grange’a do postaci catkowej nasuwata my$l o analogicznym przeksztatceniu innych zasad
rozniczkowych. Z tego punktu widzenia interesujaca jest praca E. SCHENKLA [44], w ktorej
wyprowadzona zostata postaé catkowa zasady Gaussa.

Nowy etap w ewolucji rézniczkowych zasad wariacyjnych rozpoczgty zostal w 30 la-
tach XX wieku pracami A.P. PRzeEBORSKIEGO [39] i N. G. CzETAJEWA [20], w ktérych
zasada D’Alemberta-Lagrange’a zostala rozszerzona na uktady z nieliniowymi wigzami
anholonomicznymi pierwszego rzgdu. Idee CzeTalgwA mialy decydujacy wpiyw na dalsze
badania w dziedzinie rézniczkowych zasad mechaniki, prowadzone przez szkote radziecka.

Zasada najmniejszego przymusu Gaussa w iej postaci klasycznej, nogélnienia zasady
i zastosowanie jej do réznych probleméw mechaniki, zagadnienie niesprzecznoéci zasad
Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a, warianty drugiej z tych zasad, zastosowanie obydwu
zasad rézniczkowych do wyprowadzenia réwnan dynamicznych dla uktadéw anholono-
micznych, ukladéw o zmiennych masach i uktadéw z wiezami nieidealnymi — oto krag
podstawowych probleméw, ktére zostaly rozwinigte w pracach mechanikéw radzieckich
w okresie ostatnich 35 lat.

Oméwimy teraz bardziej szczegétowo niektére spos$rédd wymienionych etapédw ewolucji
rézniczkowych zasad wariacyjnych w mechanice.
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1. Z historii ewolucji zasady Gaussa — zasady najmniejszego przynusu

1.1 Zasada najmniejszego przymusu w twérczoSci Gaussa. Zwigzek zasady najmniejszego przymusu
z metoda najmniejszych kwadratéw. Zasada Gaussa stanowi analogie fizyczng dla metody
najmniejszych kwadratéw. Gauss napomyka o tej analogii mimochodem, na zakon-
czenie swego artykutu [26]:

«Nadzwyczaj charakterystyczne jest to, ze jezeli ruchy swobodne sq sprzeczne z naturg
ukladu, wéwczas ulegajq one zmianom, zupelnie tak samo, jak w toku obliczer zmianom
ulegajq wnioski geometréw, uzyskane bezpoSrednio, po zastosowaniu do nich metody naj-
mniejszych kwadratéw w tym celu, by uczyni¢ te wnioski niesprzecznymi z warunkami ko-
niecznymi, podyktowanymi przez istote zagadnienia. Te analogie mozna byloby kontynuowad,
lecz wykracza to poza ramy sformulowanego obecnie przeze mnie zagadnieniay.

Z historycznego i logicznego punktu widzenia kwestia ta zastuguje na bardziej wnikli-
we rozwazenie.

Zgodnie z zasada najmniejszego przymusu, funkcja kwadratowa wzglgdem przyspieszen

3n .2
1.1 Z = ar’ Zm 5
( M ) - 4 L xl mi )
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nazwana przez GAUSSA przymusem, osigga minimalng warto$¢ na rzeczywistym ruchu
uktadu punktéw materialnych.
We wzorze tym skladnik

reprezentuje kwadrat odchylenia rzeczywistego ruchu punktu ukfadu o masie m; od ruchu
swobodnego w nieskonczenie malym przedziale czasu dr. W metodzie najmniejszych
kwadratéw wyraz ten odpowiada kwadratowi odchylenia rzeczywistej wartodci od war-
tosci obserwowanej. Czynnik m; przy kwadracie odchylenia odpowiada czynnikowi
«wagi» w metodzie najmniejszych kwadratéw. Do zasady najmniejszego przymusu do-
szedt GAuss niewatpliwie przez analogig z metoda najmniejszych kwadratow. Interesujaca
Jest jednak kwestia, czy powracat on do tej analogii po 1829 r. i jesli tak, to jak odzwier-
ciedlity si¢ w dalszej jego twérczosci naukowej idee, sformutowane przezen w owej jedy-
nej pracy z mechaniki analitycznej [26].

Aby wyjasni¢ tg kwestig, zwréémy sie do tez doktorskich A. RITTERA, ucznia GAUSSA,
oraz do zachowanych notatek RITTERA z wyktadéw Gaussa o metodzie najmniejszych
kwadratéw, sporzadzonych w 1850-1851 r. RITTER studiowal na Uniwersytecie w Gottin-
gen od 1850 do 1853 r., w 1853 r. obronit pracg doktorska, ktérej temat zostal zapro-
ponowany przez GAussa. W wykladach zimowego semestru 1850-1851 r. Gauss rozwazat
zagadnienie okre§lenia najmniejszej wartoéci sumy kwadratéw zmiennych, spelniajacych
zadane nieréwnosci liniowe. Z punktu widzenia zasady najmniejszego przymusu do tego
zagadnienia matematycznego sprowadza sie¢ problem okreslenia rzeczywistego ruchu
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uktadu punktéw materialnych z wigzami jednostronnymi. Rzeczywiscie, wzér dla przy-
musu
' In
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w ktérym czynnik e mozna odrzucié, jako nie wplywajacy na ekstremum przymusu,

za pomoca podstawienia liniowego
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mozna przeksztalci¢ do postaci
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Dwukrotnie rézniczkujac po czasie warunki dla jednostronnych wigzéw holonomicznych

L, <0 (k=1,2,...,m),

oraz jednokrotnie rézniczkujac warunki dia jednostronnych wiezéw anholonomicznych
3n
Zarzki—]-ar <0 @#=12..,D)
i=1
uzyskujemy m-+/ nieréwnofci liniowych wzgledem przyspieszen X;, ktére mozna przed-
stawié w postaci
3n

(1.2) Dbt A, <0 (=12 ..,m+I).

i=1 .

Mechaniczny problem okreslenia rzeczywistego ruchu ukladu punktéw materialnych na
podstawie zasady Gaussa najmniejszego przymusu sprowadza si¢ do poszukiwania mini-
mum Z przy warunkach (1.2), a wiec w pelni pokrywa sie ze sformulowanym przez
GAussa matematycznym problemem okre$lenia minimum sumy kwadratéw przy warun-
kach wyrazajacych sie przez nierdwnoéci liniowe. Wedtug $wiadectwa RITTERA [41]
GAuss nie mowil, jakie zagadnienia naprowadzily go na my$l o tym problemie mate-
matycznym. Naturalnie powstaje kwestia, czy sam Gauss zdawat sobie sprawe ze Zwiaczku‘
tych dwu probleméw? Czy matematyczny problem okreSlenia minimum sumy kwadra-
tow zmiennych, przy warunkach wyrazajgcych si¢ przez nieréwnoéci, zostal przezen
sformutowany w zwiazku z zasadq najmniejszego przymusu? Wiele posziak sklania ku
pozytywnej odpowiedzi na to pytanie. Najbardziej przekonywajaca spoéréd nich jest
wskazanie przez GAuUssa [26], [27] na istotne znaczenie warunkdw, wyrazonych przez
nieréwnoéci. Dlatego wla$nie centralne miejsce w pracy doktorskiej RITTERA zajmuje za-
stosowanie zasady najmnicjszego przymusu do ukladéw z wigzami jednostronnymi.

Zapoznajmy si¢ pokrétee z trefcia wspomnianego wyktadu GAussa o metodzie naj-
mniejszych kwadratéw [28].
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Rozwazany jest problem okreSlenia najmniejszej wartosci sumy kwadratéw
xi4x34 .. A xE=R%,
zmiennych Xy, X,, , X,, spelniajacych zadane nieréwnosci liniowe
=0 (=4L2,..,m m>n).

W celu rozwiazanja tego problemu poszukiwany jest uklad takich wartosci zmiennych
x; = k;, ktory n spoéréd nieréwnodci przeksztalca w réwnania
(1.3) ' u, =0, u,=0,...,u4,=0
oraz speinia pozostale m—n nieréwnodci
(1.4) tpy1 > 0, Up2 >0, 2, > 0.
Znaleziony uklad wartosci zmiennych ky, k,, ..., k, stuzy jako punkt wyjéciowy poszu-
kiwan kierunku najszybszego zmniejszania si¢ sumy kwadratéw, tzn. kierunku, w ktérym
zadane zmniejszenie si¢ sumy kwadratow zmiennych osigga si¢ przy najmniejszej zmianie
ukladu ich wartoSci. Jako miar¢ zmiany ukfadu warto$ci zmiennych Gauss przyjmuje
pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratéw wariacji wartosci poszczegdinych zmiennych

V (0x1? +(0x2)%+ ... +(0x,)2.

W ten sposdb dochodzi GAuUsS do nastgpujacego problemu: spo$réd wszystkich kombi-
nacji wariacji zmiennych dx,, 6x,, ..., dx,, zmniejszajacych sume kwadratéw tych zmien-
nych o okreflong wielkosé
(1.5) O(RY) = —24,

znalez¢ taka kombinacje, dla ktorej ].l'/(:i}l)z—l—(dx_z)Z—f-'... +(0x,)%, a tym samym row-
niez (0x, )+ (0x,)%+ ... +(dx,)? przyjmuje najmniejsza warto$c.

Problem ten jest podobny do wyjéciowego, z ta réznica jednak, ze zmiennych dx; jest
o jedna mniej, niz zmiennych x;, gdyz jedna 2z dx; mozna wyrugowaé przy pomocy row-
nania (1.5), zamiast za§ poczatkowych m nieréwnosci mamy obecnie n nieréwnosci, uzy-
skiwanych przez wariowanie warunkéw (1.3)

(1.6) duy =0, Ou,=0,...,0u,>=0.

Ta sama metoda stosowana jest do tego nowego problemu. Kazdy nastgpny krok
podobnych rozwazan zmniejsza liczbe zmiennych i nierdwno$ci o jedna (przy czym zmien-
nych pozostaje zawsze o jedna wiecej, niz nieréwnosci), co w wyniku doprowadza pro-
blem do zagadnienia z jedng zmienna (pozostale mozna wyrugowaé przy pomocy rownan)
i dwiema nieréwnoSciami. Na og6t rozwazany proces mozna réwnieZ przerwac wczesniej.

W koncowym zagadnieniu z jedna zmienng odpada kwestia istotna we wszystkich
poprzednich zagadnieniach, mianowicie problem odpowiedniego wyboru zmian ukladu

warto$ci; zmiana wartoéci jednej zmiennej powoduje obecnie zmiany wartoéci pozosta-
tych n—1 zmiennych i chodzi tylko o wielko$é tej zmiany, niezbedna dla osiagnigcia
minimum. Warunek ten okre§lony jest réwnoécig

(S(R,%_ 2) = 0 >

gdzie R, to suma kwadratéw zmiennych w ostatnim zagadnieniu. Po znalezieniu war-
todci zmiennych, spetniajacych ostatnie zagadnienie i przejécin wszystkich kolejnych kro-
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kéw do zagadnienia wyjéciowego, dochodzi si¢ do nowego ukladu wartosci zmiennych,
odpowiadajacego kierunkowi najszybszego zmniejszania si¢ sumy ich kwadratéw. Zmiana
tego nowego ukladu warto$ci w znalezionym kierunku doprowadza do ukladu wartosci
minimalizujacych sume kwadratéw, wzglednie przeksztatcajacych nieréwnodei (1.4) w réw-
nosci. W ostatnim przypadku rozwazony proces zostaje powtérzony wzglgdem tych nie-
réwnosci, ktére przeksztatcaja sig w réwnodci.

Pod pewnymi wzgledami C. F. Gauss nie w pelni rozwazyl zagadnienie minimum.
Dotyczy to przede wszystkim zalozen wyjSciowych: nie zawsze mozna znalezé uktad war-
tosci zmiennych, ktory przeksztalca w réwnosci n sposréd zadanych nieréwnoéci i spelnia
pozostate m—n nieréwnoéci. Gauss nie dowodzi tez jednoznaczno$ci rozwiazania pro-
blemu, o

Pomimo to samo sformutowanie problemu minimum, przy warunkach wyrazajacych
si¢ przez nieréwnosci, nadaje szczegdlng warto$¢ jego pracy. Pozwala ono wnioskowac,
7e Gauss pragnat doprowadzi¢ do konca problem matematyczny, wynikajacy z zastoso-
wania zasady najmniejszego przymusu do ogdlnego przypadku wigzéw jednostronnych.

Korzystajac z metod geometrii wielowymiarowej Gauss w swoich wyktadach potozyl
réwniez podwaliny pod geometryczne traktowanie zagadnienia minimum z nieréwnoscia-
mi. Jego idee staly si¢g podstawa odpowiedniego rozdzialu pracy doktorskiej RITTERA
[41]. Tak wigc, wypowiedziawszy w pracy z 1829 r. zasad¢ najmniejszego przymusu,
Gauss powrdcit do niej w ostatnich latach swojego Zycia, majac na celu sformutowanie
jej jako problemu matematycznego na ekstremum dla wigzéw jednostronnych, tzn. wy-
razajacych si¢ przez nieréwnoscl. ,

1.2. Podstawowe etapy ewolucji zasady Gaussa. Analiza materialéw zrédtowych umozliwia wy-
roznienie nastgpujacych etapéw ewolucji zasady Gaussa.

Pierwszy etap zawiera si¢ w okresie od pracy Gaussa (1829) do pracy R. LipsCHITZA
(1876). W swojej pracy Gauss podal jedynie stowne sformutowanie zasady.

W badaniach naukowcdéw niemieckich : REUSCHLE’GO [40], SCHEFFLERA [43], MOBI1USA [37],
RiTTERA [41], Zakotczonych na tym etapie praca stynnego matematyka LipscHiTzA [35],
rozwijano matematyczne interpretacje stownego sformulowania zasady Gaussa, wyjasnia-
no charakter wariacji w tej zasadzie, opracowywano analityczne sformulowanie zasady
we wspolrzednych kartezjanskich i nogodlnionych, ustalano zwiazek pomigdzy zasada naj-
mniejszego przymusu a metoda najmniejszych kwadratdw, stosowano zasade najmniej-
szego przymusu do problemoéw statyki.

Analityczne wyrazenie zasady wigzane jest zazwyczaj z nazwiskiem H. SCHEFFLERA.
Artykut ScHEFFLERA (1858) zawiera do§é systematyczne badanie zasady Gaussa, w toku
ktdrego uzyskuje si¢ analityczne wyrazenie dla przymusu w prostokatnym ukladzie wspét-
rzgdnych kartezjaniskich (1.1).

Jednakze praca SCHEFFLERA nie jest pierwszym obszernym badaniem zasady Gaussa.
Poprzedzita ja praca doktorska ucznia GAussa RITTERA (1853) oraz praca REUSCHLE'GO
(1845).

W zwiazku z zasada Gaussa trzeba tez wspomnie¢ o Podreczniku statyki MOBIUSA
(1837). MoBIUS rozwaza statyczna zasade najmniejszych kwadratéw nie jako szczegdlny
przypadek dynamicznej zasady Gaussa, lecz podaje dla niej samodzielne uzasadnienie,
wychodzac z zasady przemieszczenn wirtualnych.
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Stynny niemiecki matematyk R. Lipschitz [35] jako pierwszy skorzystal z wyrazenia
zasady Gaussa we wspolrzgdnych uogdlnionych, opierajac sig o wyniki swoich badan
rézniczkowych form kwadratowych i biliniowych. Praca LipscHITZA jest pogigbionym stu-
dium zasady Gaussa, zawierajacym ostateczne rozwiazanie kwestii interpretaciji stownego
sformulowania tej zasady, sprecyzowaniem charakteru wariowania.

Wyrazenie dla przymusu we wspdlrzednych uogdlnionych stato sie poczatkiem calej
serii prac, rozwijajacych sformulowania analityczne.

Dalsza ewolucja zasady jest istotnie zwigzana z pracami najwybitniejszych przedstawi-
cieli przyrodoznawstwa teoretycznego drugiej polowy XIX wieku: amerykanskiego ma-
tematyka i fizyka D. GiBBsa i austriackiego fizyka L. BoLTzMANNA, ktérych badania
w dziedzinie fizyki statystycznej bylty $cidle zwiazane 2z metodami mechaniki analitycznej.

Przede wszystkim nalezy tu wymienié¢ artykul Giesa [29]. Jako podstawowy wzor
dynamiki traktoje GiBss relacje

3n
Z [(X,-—mli,-) 5x,] < 0,
=I

!

ktéra wyraza w postaci wariacyjnej zasade Gaussa. Przechodzac w tej relacji najpierw
do wspdirzednych uogdlnionych, a nastepnie do quasi-wspdirzednych, uzyskuje GiBas.
réwnania ruchu w postaci wyprowadzonej znacznie pdZniej przez APPELA. Nastgpnie
Giees formuluje teze, ze zasada Gaussa dla ukiadéw z wigzami jednostronnymi jest
ogoblniejsza od zasady przemieszczen wirtualnych w polaczeniu z zasada D’Alemberta.

BoLTzMANN w Wykladach zasad mechaniki [23) szczegdtowo analizuje te teze GiBBSA,
nazywajac ja twierdzeniem Gibbsa. Mimo to, tezy GIBBSA i BOLTZMANNA nie mozna
uwazaé za stuszne. Zasada wirtualnych przemieszczen w polfqczeniu z zasada D’Alem-
berta, w tej postaci, jaka nadat jej OSTROGRADZKI (GiBBS 1 BOLTZMANN prawdopodobnie
nie znali prac OSTROGRADZKIEGO), umozliwia rozwigzanie zagadnien ruchu z wiezami jed-
nostronnymi, w tym samym stopniu co zasada Gaussa.

Pod wplywem prac GiBBsA i BOLTZMANNA, poczynajac od 90 lat XIX wieku, zasada
Gaussa zajmuje znaczne miejsce w badaniach szkoly austriackiej (prace WASSMUTHA [47,
48, 49], LEITINGERA [34], SCHENKLA [44], BRELLA [25]). W pracach reprezentantéw tej
szkoty dalszemu uéci§leniu ulega analityczne sformutowanie zasady i jej zwiazek z inny-
mi zasadami mechaniki.

Nastepny etap ewolucji zasady, siggajacy do naszych dni, zwiazany jest z badaniami
uczonych rosyjskich i radzieckich, spo$réd ktdrych w pierwszej kolejnoci wymienié na- -
lezy prace J.I. Grpiny, J. A. BoLoTtowA oraz N. G. CzeTAIEWA. J. I. GRDINA przeniost
zasade Gaussa na uklady anholonomiczne z wigzami wolowymi (1910-1916). J. A. Bo-
LoTow (1916) sformutowat nogélnienie zasady Gaussa, odpowiadajace nowemu spojrzeniu
na wyzwalanie vkladéw materialnych. O ile Gauss rozwazal pelne wyzwolenie ukladu
materialnego od wszystkich wigzéw, o tyle Bororow analizowal wyzwolenie czgsciowe,
polegajace na wyzwoleniu ukladu od wszystkich wiezow jednostronnych i czgéci wigzow
dwustronnych. BoroTow sformutowal dobitnie i wyraZnie podstawowe zatozenia, stano-
wiace podstawg dowodu uogéinionej zasady Gaussa. Postulaty te odegraly powazna rolg
przy kolejnych uogélnieniach zasady Gaussa, dokonanych przez uczonych radzieckich.
Uogdlniona zasade Gaussa wykorzystal Borotow do rozwiazania ztozonego zagadnienia

!
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stabniecia wigzéw jednostronnych. Borotow udowodnit réwniez stuszno$¢ uogélnionej za-
sady Gaussa w teorii uderzenia, ograniczajac si¢ we wszystkich przypadkach do uktaddw
holonomicznych lub liniowych anholonomicznych. Nieliniowe uktady anholonomiczne
nie zostaly rozwazone w pracy BOLOTOWA.

Kolejny etap uogdlniania zasady Gaussa zwigzany Jest z pracnml N G. CZETAIEWA,
dotyczacymi nieliniowych ukiadéw anholonomicznych®. ..

2. Ewolucja zasady D’Alemberfa-Lagrange’a i Gaussa w pracach A.P. Przeborskiego i N. G. Czetajewa

Z badaniami A. P. PrzeORSKIEGO [39] i N. G. CzETAYEWA [20] zwiazane jest prze-
niesienie zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uktady z nieliniowymi wiezami anholono-
micznymi pierwszego rzedu, uzyskane dzieki odpowiedniemu uogdlnieniu pojecia prze-
mieszczenia wirtualnego. Uogdlnienie to zostalo dokonane w poczactkaéh lat 30 XX wieku
niezaleznie przez obydwu uczonych. Poza tym w pracy [39] PrzEBORSKI podat definicje
przemieszczenia wirtualnego dla ukladéw z wigzami anholonomicznymi drugiego rzedu,
liniowymi wzgledem przyspieszen. Niestety, praca PRZEBORSKIEGO [39] nie zostata nale-
zycie oceniona ani w swoim czasie, ani we wspdlczesnych badaniach z historii mechaniki.

Na przyktad, w pracy B. N. FRADLINA [18, s. 24] blednie przypisuje si¢ uogdlnienie
zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z wigzami anholonomicznymi drugiego rzedu
Hammerowr (1938), podczas gdy uogdlnienie to zawarte juz bylo w pracy [39] PRZEBOR-
SKIEGO, ukonczonej w marcu 1931 roku i opublikowanej w 1933 roku.

2.1. Badania A.P. Przeborskiego [391. W pracy [39] rozwaza PRZEBORSKI zagadnienie
formulowania réwnan ruchu ukladu z wigzami anholonomicznymi. Rozpatrywane sg
wigzy anholonomiczne pierwszego rzedu, liniowe lub nieliniowe wzgledem pierwszych
pochodnych wspdtrzegdnych oraz wigzy anholonomiczne drugiego rzedu, liniowe wzgle-
dem drugich pochodnych od wspdtrzednych.

We wstepie do swej pracy PRZEBORSKI stwierdza: «Zagadnienie formulowania réwnan
ruchu nieswobodnego ukladu materialnego posiada do$é obszernq literature. Wydaje mi sie
Jjednak, ze sformulowanie i rozwiqzanie tego zagadnienia nie jest jeszcze wystarczajqco
ogdlne. Widze przyczyne tego stamu rzeczy w tym, ze zagadnienie to analizowane bylo
prawie wylqcznie z czySto matematycznego punktu widzenia i mechaniczny punkt widzenia
byl przy tym calkowicie lub prawie calkowicie pomijany. Od 1912 roku wskazuje na to
nieustannie Delassu w calym szeregu swoich znakomitych artykuléw i w swoich ,,\Wykla-
dach dynamiki” (Paryz, 1913).

W 1921 r. Begen w swojej bardzo interesujqcej pracy doktorskiej na temat ,,Teoretyczita
analiza kompaséw zyroskopowych Anmtschutza i Sperry’ego”, wychodzqc z tego punkiu
widzenia, zbadal nowe wigzy, nazwane przezen serwowiezami. Jednakze Begen nie wypro-
wadzil ogdlnych wnioskdw.

Moim celem jest sformulowanie w ogdlnej postaci zagad-
nienia budowania réwnan ruchu nieswobodnego ukladu ma-

B W pracy tej ograniczyliémy sie do krotkiego przegladu podstawowych etapdw ewolucji zasady
Gaussa. Bardziej szczegblowy zarys historii tej zasady mozna znalez¢ w ksiazce: H. 5. Ilbiranosa,
Eezenuii Anexcandposuy Boaomoe, M. Nag-so «Hayxan, 1969.
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terialnego oraz podanie rozwiqzania tego zagadnienia dla
przypadkdw, najczesciej spotykanych w praktyce» [39,s. 184]%.
Przeborski wyprowadza réwnania ruchu uktadu z anholonomicznymi wigzami nie-
idealnymi, zakladajac znajomo$¢ sumy prac elementarnych, wykonanych przez reakcje
wiezow R; na wszelkich dopuszczalnych przemieszczeniach ukiadu dx;, tzn.
n 3n

2.1) ZRi(sxi = Z Pidx;,

i=1 =i
gdzie P, sq danymi funkcjami 7, x;, xi, X;.
Jezeli analityczne warunki wigzdw wyraZzone sa réwnaniami

22 fi=0 (k=1,2..,p),
to przemieszczenia wirtualne JOx; okresla PRzEBORSKI jako takie przemieszczenia, ktdre
spetniajg réwnania

3n

A
(2.3) Zé-lax,:o (e=1,2, ..p),

i=1

przy czym §&; = x;, gdy odpowiednie wiezy sa holonomiczne; & = x;, gdy wiezy sa
anholonomiczne pierwszego rzedu, liniowe lub nieliniowe; X; = &; dla przypadku wigzéw
anholonomicznych drugiego rzedu, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspél-
rzgdnych. Do takiej definicji przemieszczen wirtualnych dla rozwazanych wigzéw an-
holonomicznych doprowadzilo PRZEBORSKIEGO wyprowadzenie rdwnan ruchu w postaci
réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju. Zapisujac na podstawie zasady wyzwalania od
wigzéw réwnania ruchu uktadu n punktéw materialnych w postaci

(24) m,J\Li:er—Ri (l: 1,2, ...,3”),
gdzie X; sg sktadowymi sit czynnych, oraz zakladajac, ze przemieszczenia wirtualne uktadu

spelniaja relacje liniowe
In

2.5) DApdi=0  (j=1,2,...p),
i=1
gdzie 4;; sa danymi funkcjami ¢, x;, %;, X;, autor uzyskuje wzory na reakcje wigzéw
. p
(26) R,:P,—'—Z‘AJAJ, (121,2,,31'1)
j=1

Rdéwnania ruchu (2.4) sa przedstawione w postaci

p
mix:l:Xi—{_Pi_'_Z}‘jAji (l':l, 2,...,371).
j=1

Mnozniki wigzéw A; okreélone sa z réwnan liniowych

22 3n 3n
N0 1 o, 1 3, B _
(27) gl‘,;za—fl!{h_’_ £ ?’—a?l'(X,—'—P,)—{—wk———O (k——l,2,,[)),

» Podkreslenic moje (N: C.).
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gdzie & == x; dla wiezédw holonomicznych, &; = x; dla wigzéw anholonomicznych pierw-
szego rzedu (liniowych i nieliniowych), & = X; dla wigzéw anholonomicznych drugiego
rzedu, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspélrzednych; wy jest zadana funkcja
1, x;, X;.

Wyznacznik 4 ukladu réwnan (2.7)

A—lugl (=12 D,

3n
N | k
= Ly g
l

gdzie

ma nastepujaca postaé:

3n I
AL %o

m; 0x; Ox;

k,j=12,..,p),

i=1

w przypadku, gdy wszystkie wiezy (2.2) ukiadu sa holonomiczne, za§ przemieszczenia
wirtualne dx; spelniaja relacje

3n
Z 3f1 0x; (i=12,...,p), tzn. A= 3f1

0x

Jezeli wiezy (2.2) sa niezalezne, to 4 # 0%, wobec czego z uktadu (2.7) mozna wyznaczyé
mnozniki Z;.

Na to, by mnozniki A; mozpa bylo wyznaczy¢ w przypadku wigzoéw anholonomicz-
nych pierwszego rzgdu, wystarczy przyjaé, ze

9
S
co oznacza, Ze przemieszczenia wirtualne sa zdefiniowane jako wielkosci spetniajace row-
nania
3n

0
Z Jl =0 (kj=12..p),

1=
Wowcezas wyznacznik 4 przyjmie postaé

3n !

A= !2_1_,@1,‘%

i dla wigzéw niezaleznych bgdzie oczywiscie réznit sie od zera. Zupehie tak samo dla
wiezéw anholonomicznych, liniowych wzgledem drugich pochodnych od wspdtrzednych
wystarczy zalozyé

%
A= 0%

4 I“.A K. Cycnor, Teopemuueckan sexanuxa, M., 1946, 195-196,
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Wyznacznik 4 ukladu (2.7), w tym przypadku, oblicza si¢ ze wzoru

3n
LY Y,

ll m; 3X, ax,

A:

i nie jest rowny zeru, gdyz zakfada sig, ze wigzy sg niezalezne. W przypadku, gdy na
uklad punktéw materialnych natozone sg wigzy wszystkich trzech rozwazanych rodzajéw,
wyznacznik A w sposdb oczywisty rézni sie od zera i z uktadu (2.7) mozna wyznaczyé
mnozniki 4;.

W omawianej pracy [39] PrzeBORSKI wyprowadza tez réwnania ruchu uktadu z wie-
zami nieidealnymi wszystkich trzech wspomnianych rodzajéw, odpowiadajace réwnaniom
Lagrange’a drugiego rodzaju. Zaklada sig, ze dana jest praca sit reakcji na przemieszeze-
niach wirtualnych, spetniajgcych réwnania liniowe (2.5).

Nijech dane beda réwnania wiezow holonomicznych:

(2.8) fi=0, fo=0, ..  f.=0,
wigzéw anholonomicznych pierwszego rzedu:

(2.9) C Seer =0, fay2=0, .., fuu=0
oraz liniowych wigzéw anholonomicznych drugiego rzedu:

(2.10) a1 =00 fusw2a=0, . Susuey =0,

przy czym m-+h+g = p.
Uwzgledniajac réwnania (2.8) wiezéw holonomicznych, mamy

(2.11) xi=xi(t, g, q2s - q) (= 1,2,...,3n),
gdzie ¢4, q,, ..., g, — wspolrzegdne uogdlnione, u = 3n—m.

Uogdlnione predkosdet ¢, spelniajace rownania (2.9), mozna wyrazi¢ jako funkcje
pewnych v = u—h dowolnych parametréw r,

(2.12) G =l g1> o gus P o iy (k=1,2, ..., ).
Z réwnan (2.11) i (2.12) mamy woéwczas

(2.13) Xi =Lt gus s Gus Fis s 1Y),

(2.14) ' % == iy G ooor Gy Fro oeor Pl Fis o 1Y)

Z réwnan (2.10) wigzéw, po podstawieniu do nich wzoréw (2.11), (2.13) i (2.14) dla

X;, X;, X;, mozna otrzymaé wyrazenie dla i, w funkcji od g = v—g dowolnych para-
metréw s, w postaci '

(2.15) to =TL(t qus s qus Frs con Fs Sy, 0 8p) (0= 1,2,...,9).

Tak wigc okreslenie ruchu ukladu sprowadza sie do wyznaczenia p+v+ o funkcji gi, r.
i s5. Funkcje te spetniaja u-+v réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu (2.12) i (2.15).
Pozostale ¢ brakujacych rownan otrzymuje sie z zasady D’Alemberta-Lagrange’a dla
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6x;, spelniajacych réwnanie (2.5). Do p réwnan (2.5) dodaje sig jeszcze 3n—p dowolnych
relacji o postaci
3n

(2.16) M dyoidxi=o0, (I1=1,2,..,3n—p),
i=1

gdzie A,,,; sa funkcjami 7, x;, x;, ¥;, za$ do, sa dowolnymi liczbami, takimi, ze réwnania
(2.5) i (2.16) tworzg uklad niezalezny, liniowy wzgledem dx;. Na podstawie (2.11), (2.13),
(2.14) i (2.15) wszystkie 4;; (i,j=1,2, ..., 3n) mozna rozpatrywac¢ jako funkcje ¢, g,
Ty Sg.
Z réwnan (2.5) i (2.16) otrzymujemy
3n—p
(.17 o= D) aydoy,  (i=1,2,..,3n).
=1
Z réwnan (2.15) 1 (2.17) ze wzgledu na dowolnoé¢ do; mamy

: 3n
(2.18) Majay=0 (=120 =12 ..,5p).
i=1

Podstawiajac do réownania D’Alemberta-Lagrange’a wzér (2.17) dla dx;, uwzglednia-
jac réwnania (2.18) i wzor (2.6) dla reakcji oraz biorac pod uwage dowolnoéé wielkosci
do;, wyprowadzil PrzEBORSKI réwnania ruchu ukladu w postaci

3n
(2.19) D aymi—X—P)=0 (I=1,2,..,0; ¢ = 3n—p).

i=1
Ze wzgledu na relacje (2.11), (2.13), (2.14) i (2.15) réwnania (2.19) sa skoficzonymi réw-
naniami wzgledem wielkoSci gy, ra, Sp. OkreSlajagc z nich o wielkosei s; i podstawiajac
uzyskane wyrazenia do réwnan (2.15) i (2.12), otrzymujemy g+ réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu dla wyznaczenia u-v funkcji r, 1 q,. W celu zupelnego wyznaczenia
tych funkcji wystarczy zadaé ich warto$ci w pewnej chwili czasu #;.

Jezeli wigzy nalozone na uklad sa idealne holonomiczne i liniowe anholonomiczne
plerwszego rzedu, to z réwnan Przeborskiego (2.19) wynikaja réwnania Maggi’ego®’, wy-
prowadzone dla tego wlaénie przypadku.

2.2 Zasady Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a w pracach N.G. Czetajewa. W  dziedzinie
zasad rtézniczkowych - mechaniki analitycznej uczeni radzieccy uzyskali wyniki
o wybitnym znaczeniu uogdlniajacym. Dotyczy to przede wszystkim badan rézniczko-
wych zasad mechaniki w tworczoéci naukowej wybitnego uczonego radzieckiego N. G. Cze-
TAJEWA. Niewatpliwie decydujacy byt wplyw idei CZETAJEWA na dalsze badania radzieckiej
szkoly mechaniki w tej dziedzinie.

W pracy [20] CzETaJEW przenidst zasadg D’Alemberta-Lagrange’a na nieliniowe wigzy
anholonomiczne pierwszego rzedu, nogélniajac pojecie przemieszczenia wirtualnego. Cze-
TAJEW podal taka definicje przemieszczen wirtualnych, ktéra pokrywa si¢ z definicjg tych

% Maggi, O., Di alcune nuove forme delle equazioni della dinamica, applicabili ai sistemi anolonomi,
Atti della Reale Accademia dei Lincei, Rendiconti della classe di scienze fisiche, matematiche e naturali,
Roma, ser. 5, v. 10, 2-¢ sem. 1901, p. 287-292. Patrz réwniez: T. Jlesu-Uusura u Y. Amansay, Kype
meopemuneckol Mexanuxu, Tom 11, wacre I, M., 1951, 324-326.
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przemieszczen dla ukiadéw holonomicznych i liniowych anholonomicznych i dla ktdrej
zasady D’Alemberta-Lagrange’a i Gaussa staja si¢ niesprzeczne.

Niech na ukfad natozone sa w ogdlnym przypadku nieliniowe anholonomiczne wiezy
rzedu pierwszego. Jezeli uklad posiada k stopni swobody, to sktadowe predkoscei punktow
ukladu w ruchu rzeczywistym w rozpatrywanej chwili mozna przedstawié jako funkcje
niezaleznych wielko$ci g, i ich pochodnych po czasie

(2.20) Xi=a(tgqs) (=12,..3n s=12,..k).

Przemieszczenia wirtualne okre$lone sa wedlug CzeTAlEWA relacjami

]‘.
\ 8(11
(2.21) ox; = 2 i, 0gs,
gdzie og, sa dowolnymi wielkosciami nieskoniczenie matymi®.
Idealne wigzy- obustronne okre$lone sa aksjomatycznie jako takie, dla ktérych przy
zadanych sitach zewnetrznych stuszna jest zasada D’Alemberta-Lagrange’a
n

(2.22) 2 (miXi—~X;)ox; = 0,

i=1

wzgledem przemieszczen wirtualnych (2.21). Z okreélenia (2.22) wyprowadzona jest za-
sada Gaussa w uogdlnionej postaci, odpowiadajaca nowemu spojrzeniu na wyzwolenie
ukladu materialnego. O ile Gauss rozwazat petne wyzwolenie ukladu materialnego (wy-
zwolenie od wszystkich wigzéw), zas BoLoTow — wyzwolenie czesciowe (wyzwolenie ukla-
du od czebci wigzdw), o tyle CzETAIEW nazywa wyzwoleniem ukiadu materialnego wszelkie
przeksztalcenie, rzadzone przez okreslony algorytm matematyczny (wyzwolenie parame-
tryczne); mianowicie, jezeli w ruchu rzeczywistym ukladu sktadowe predkosei jego punk-
téw zadane sg wzorami (2.20), to w ruchu wyzwolonym zadane sa wzorami

(2'23) jci = ai(t' qs> QS)+ai(t’ qss Mrs 7'7r)’

gdzie «; sa dowolnymi funkcjami zaznaczonych zmiennych, za$ liczba nowych parame-
tréow n, réwna jest liczbie nowych swobdd, uzyskanych przez uklad. CzETAIJEW przenidst
uogdlniona zasade Gaussa w postaci BoLoTOwA na nieliniowe uklady anholonomiczne
dowodzac, Ze dla nieliniowych uktadéw anholonomicznych i przy zaproponowanych przez
niego aksjomatycznych definicjach przemieszczen wirtualnych i wyzwolenia, odchylenie
rzeczywistego ruchu ukladu od ruchu wyzwolonego jest mniejsze od odchylenia dowol-
nego z ruchéw wirtualnych od tegoz ruchu wyzwolonego.

Z réwnan wigzédw (2.20) i okreslenia (2.2]1) wynika, ze istniejg przemieszczenia wir-
tualne, proporcjonalne do réznicy dx;— 6x; pomiedzy zmiana predkosci punktéw ukladu
w czasie d¢ dia ruchu rzeczywistego 1 takaz zmiana predkosci dla ruchu wariowanego
wedtug Gaussa. W tym przypadku, réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a (2.22) mozna
zapisa¢ w postaci

3n

(2.24) D (mydiei— X, dt) (di— 8%;) = 0.
i=1

® Zachowano oznaczenia N. G. Czetajewa (N. C.).
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Z definicji wyzwolenia (2.23) ukfadu w sposéb oczywisty wynika, Ze przemieszczenia
wirtualne danego ukladu znajduja si¢ w zbiorze przemieszczen wirtualnych vkladu wy-
zwolonego. Jezeli zatozymy, ze w chwili ¢ punkty uktadu w ruchu wyzwolonym maja te
same predkosci, co w ruchu rzeczywistym, za§ w odcinku czasu dt oddzialywuja na nie
te same sity zewnetrzne X;, to dla uktadu wyzwolonego réwnania D’Alemberta-Lagrange’a
maja postaé

3n

(225) D (miiy—Xidt) (dii— 83) = 0,
=1

gdzie OX; oznacza zmiane predkosci punktéw ukiadu w ruchu wyzwolonym w ciagu
czasu dt.
Qdejmujac rdwnanie (2.25) od réwnania (2.24) CzeTAIEW otrzymuje zwiqzek w postaci:

(2.26) Agst+Agy—Ays = 0,

gdzie wielko$é

3n

Ay = Zmi(dxi_éxi)z:
=1

.oznacza odchylenie ruchu rzeczywistego (4) od ruchu wirtualnego (8) w czasie dr. Ana-
logicznie okrelone sa wielkoSci Ay, i Ays. Ze zwiazku (2.26) wynikaja dwie nieréwnosci

(2.27) : Aus < Ays,
(2.28) Aay < Asy.

Nierownoéé (2.28) wyraza uogdlniony zasade Gauvssa: odchylenie rzeczywistego ruchu
ukfadu (d) od rzeczywistego ruchu (9) ukiadu wyzwolonego w sensie CZETAJEWA jest
mniejsze od odchylenia tego ostatniego od dowolnego ruchu (§) wirtualnego (wariowa-
nego wedlug GAUSSA).

W szczegdlnym przypadku, jezeli uktad zostaje zupelnie wyzwolony z wiezdw, nieréw-
nos¢ (2.28) wyraza zasade Gaussa w postaci klasyczne;.

Znaczenie ideowe omdwionej pracy CZETAJEWA jest olbrzymie. Oznacza ona nowy etap
w rozwoju mechaniki analitycznej. Poprzez wprowadzenie dla nieliniowych ukfadéw an-
holonomicznych pierwszego rzedu takiego pojecia przemieszczenia wirtualnego, ktore nie
wyprowadza poza ramy podstawowej zasady dynamicznej — zasady Gaussa, CZETAJEW
znakomicie rozszerzyt dziedzing zastosowan mechaniki analitycznej, wlaczajac do niej
nieliniowe uktady anholonomiczne pierwszego rzedu. OkreSlenie przemieszezen wirtual-
nych, podane przez CZETAJEWA, jest najbardziej ogdélnym spoérdd przyjetych w obecnej
chwili. Z okre§lenia tego korzystano w wielu nastepnych badaniach. Dzieki podane] przez
CzeTAIEWA definicji parametrycznego wyzwolenia ukfadu, stanowigcej nogdinienie pojec¢
wyzwolenia, proponowanych przez GAUSSA [26], MACHA [36] i BoroTowaA [2], ulega roz-
szerzeniu klasa ruchéw poréwnywanych w zasadzie najmniejszego przymusu,

Z kolei, powyzsza definicja wyzwolenia zostala dalej rozwinigta w pracach N, J. Ko-
czINA 1 W. T. KirczeTowA. CzETAJEW jako pierwszy zwrdcil uwage na nieréwno$é (2.27),
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ktéra wraz z nieréwnoscia (2.28) wynika z réwnania (2.26) i wyraza zasade w sposéb
konieczny wyplywajaca z zasady D’Alemberta-Lagrange’a: odchylenie rzeczywistego ruchu
(d) uktadu od ruchu wirtualnego (4) jest mniejsze od odchylenia tego ostatniego od ruchu
wyzwolonego (0).

W pracy, opublikowanej w 1941 r. [20], CzETAJEW przypisuje zasadzie Gaussa 1 jej
klasycznej postaci interpretacj¢ energetyczng. Rozpatrywany jest uklad punktéw mate-
rialnych z idealnymi holonomicznymi i liniowymi anholonomicznymi wigzami. Dla rze-
czywistego ruchu ukltadu i ruchu wariowanego wedtug Gaussa w czasie ¢f konstruowany
jest cykl elementarny, sktadajacy si¢ z ruchu na wprost w polu sit oddziatywujacych
i ruchu powrotnego w polu sil, wystarczajacych dla spowodowania ruchu rzeczywistego,
gdyby uklad byl swobodny. Zakladajac, Ze dzialajace sily sa zaleine od czasu, wspot-
rzednych i predkosei (co oznacza, ze ich wariacja wedlug Gaussa jest réwna zero) Cze-
TAJEW otrzymuje dla gaussowskiej wariacji pracy na cyklu elementarnym wielko$é

In

a* O 1 -
a4 =~ A% s, K= mi%i),

ktéra zgodnie z zasada Gaussa zeruje sie. Wobec tego, Ze
A4 < 0,

otrzymujemy, 2e praca 4 na cyklu elementarnym ruchu rzeczywistego jest maksymalna.

Z omoéwiong pracg CzeTAJEWA bezpofrednio laczy sie jego analiza ruchdw wymuszo-
nych [21].

Rozwazany jest ruch ukladu mechanicznego, zaleznego od pewnych parametréw @;,
zmieniajacych sig w sposéb wymuszony, przy czym zmiany parametrow zwigzane sa ze
wspotrzednymi ukladu i nie dopuszczaja hipotezy zmian bardzo powolnych lub adiaba-
tycznych. Wigzy natozone na uklad sg z zaloZenia idealne i ograniczaja przemieszczenia
wirtualne dx;, dy;, dz;, §0; przy pomocy relacji liniowych.

Dla rozwazanych ukladéw formutuje sie podstawowa zasade dynamiki, uogdlniajaca
zasadg D’Alemberta-Lagrange’a w postaci

(2.29) Z [(jS’—/-’/tél) 80,4 (Xi—m X)) Oxy4- (Y —m; ) Opi (2, — i 2,) 0z,] = 0,
i1

gdzie @; oznacza wymuszenie parametru f;, odpowiadajacego punktowi ;. CZETAIJEW
podaje dalej wariant zasady (2.29), budujgc elementarny cykl dia rzeczywistego ruchu
uktadu i ruchu wariowanego wedlug Gaussa (wyobraZalnego); cykl skiada si¢ z ruchu
na wprost w polu sit oddzialywujacych oraz wymuszen i ruchu powrotnego w polu sif,
wystarczajacych dla spowodowania ruchu rzeczywistego, gdyby ukiad byl swobodny.

Wzér Czetajewa dla gaussowskiej wariacji pracy na cyklu elementarnym ma postac:

2 ”_1 . .
A4 = B0 N ) M+ () A5+ (Vi 3) A5 (Zimmyz) 4],
iI=1

2 Mechanika Teoretyczna
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Przy zalozeniu, ze zadane sily X;, Y;, Z; nie zaleza od przyspieszefi, za§ wymuszenia @;
nie zaleza od predkosci i przyspieszen, CzeTaJEw wyraza 44 w postaci

Coar N[l L
AA——"“TAPZ:[TM—J[ (D —pth) +Tmi{(Xi mX)? (Y —miy)? 4 (Zi—my z)°) |

Wobec tego, ze z zaloZenia przemieszczenia wirtualne zwiazane sa relacjami liniowymi,
mamy

dr?
2

- arr . dr? . > .
zJGi = (50,-, T'AA,‘ = O./\i, 2 "Ay,- = (5)1,', —2'>AZ,~ = 62[.

Oznacza to, ze z zasady (2.29) wynika 44 = 0, za§ wobec 424 < 0, praca na cyklu
elementarnym dla ruchu rzeczywistego jest maksymalna. Zauwazmy, Ze suma

a1 4 AU . - .
;, [Z 7 PO A (Vim i3+ (ZimiZe) }]

moze by¢ rozpatrywana jako wyraZenie dla przymusu Z, zas$ podstawowa zasada ruchu
(2.29) moze réwniez byé przedstawiona w postaci

Z [((D,-—,uﬁ,-)l]é,-—{—(X,-Mln,-i\;,«)A:\;,-»I— (Y,-—m,-ji,-)Aj},-+(Z,~—m,-§i)A'Z',-] = 0.
=1

W pracy [22] CzeTAlEw sformutowal ogélna zasade dynamiki dla ukladéw z tarciem, nie
zawierajacqa w jawnej postaci reakcji wiezow na przemieszczenia wirtualne, ortogonalne
wzglegdem rzeczywistych predkosci punktéw ukliadu, tzn. spelniajace warunki

5ci(3x;—l—yi5y;—l—2;(52i =0 (l = l, 2, ...,11).

Zbidr takich przemieszezenn CzETAJEW nazwal (C) — przemieszezeniami. Dla najbardziej
rozpowszechnionych wigzow z tarciem, praca sit reakcji, oddziatywujacych na materialne
‘punkty ukiadu w danej chwili, wykonana na (C)— przemieszczeniach, jest réwna zeru

n

’ Z(R,-xaxi—{—R,-yﬁyi—l-Rizézi) = 0.

i=1

Przez wyrugowanie z tego warunku reakcji wigzéw R;., R;,, R;, przy pomocy réwnan
ruchu, CzETAJEW wyprowadza zwiazek

(2.30) 2 [(m X — X3) O+ (1m0, 3, — Y ) Oy + (m; 2,— Z3) 8z;] = 0,

i=1
stuszny dla dowolnych (C) — przemieszczeni; zwiazek ten mozna traktowaé jako uogdlnie-
nie zasady D’Alemberta-Lagrange’a na uklady z tarciem. Zasada (2.30) zostala dalej
rozwinigta w pracach [13 i 14] W. W. RUMIANCEWA.
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3. Dalsza ewolucja réiniczkowych zasad wariacyjnych w pracach uczonych radzieckich

Istotne miejsce w badaniach uczonych radzieckich zajmuje zasada najmniejszego przy-
musu Gaussa. Bodzcem do dalszego rozwijania tej zasady postuzyly prace N. G. Czk-
TAJEWA, uogélniajace zasade najmnigjszego przymusu. Rozpatrzmy przede wszystkim
ewolucje pojecia «wyzwolenia» ukladu materialnego.

3.1. Ewolucja pojecia «wyzwolenia» ukladu w pracach N. J. Koczina i W. J. Kirgictowa.
Przy parametrycznym wyzwoleniu wedlug CZETAJEWA mozZe zmieniaé sie sens geome-
tryczny wspotrzednych uogélnionych.

N.J. Koczin [8] przeanalizowal wyzwolenie ukladu, przy ktérym sens geometryczny
wspolrzednych nie ulega zmianie, mianowicie wyzwolenie od wszystkich lub od czesci
wiezéw anholonomicznych.

Niech konfiguracja ukiadu materialnego 1 punktéw bedzie okreslona w kazdej chwili
czasu przez k wspolrzednych uogdlnionych g, tak, ze wspohrzedne kartezjanskie sa zwig-
zane z nimi relacjami

3.0 xi=ot,q) (=12,..,3n; s=12,..,k).
Niech poza tym na ukiad natozone sa k—/ wiezy anholonomiczne
(3.2) Sllige ) =0 (r=1,2,.., k=1 s=12,..,k),

réwnania ktérych mozna zapisa¢ w postaci — rozwigzanej wzglgdem k—/ predkosci uogdl-
nionych
(3.3) @ =F(tgnq) (=I1+1,.,k; u=12..0D.

" Po zrézniczkowaniu relacji (3.1) 1 wykorzystanin réwnan wigzéw anholonomicznych
(3.3), otrzymujemy zalezno$¢ '

! k
) ) Jda; Y Jot; . Jda .
(34) X; = ai(ta C_Is, qp) = T, _l— 2 Y qll+ Z —[-Fv(l‘, (Isa qy)
Jt aqv aqv
Iy ne=1 y=[+4+1
Przemieszczenia wirtvalne okre§lone sa wediug CZETAJEWA przez réwnosci
I 0
3 .
(3.5) Ox; = 7‘.1'— S¢»
s qu
lub po uwzglednieniv (3.4) przez réwnosci
l 0 : do; 0
. " dx; OF,
(36) 5xi . Z{aaz + Z 3(!, T} (Sq,:.
n=1 qr y=[41 @ qﬂ

Koczin dowodzi, ze przemieszczenia wirtualne dx; uktadu wyzwolonego od wszystkich
wiezéw anholonomicznych (3.2) zawieraja przemieszczenia wirtualne ukladu rzeczywi-
stego dx;,

k

doy ——
(37) (3x,» = —-i (3 .
S,

i=1

2%
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Rzeczywicie, rownanie dx; = dx; mozna spetni¢, zakladajac

I
Oq, =0g, (wm=12,..,0), dg, = S{ zlq:: dqe (w=I1+1,..,k).
s

Analogicznie dowodzi sig, Ze jezeli uklad jest wyzwolony od czg§ci wigzéw anholono-
micznych, to przemieszczenia wirtualne danego ukladu znajdujg sie wéréd przemieszezen
wirtualnych ukiadu wyzwolonego. Wyzwolenie ukladu z wigzami holonomicznymi i linio-
wymi wiezami anholonomicznymi, rozwazane w pracy BoLOTOwA [2], staje si¢ szczegdl-
nym przypadkiem rozpatrzonego sposobu wyzwalania, jeZeli jako wyjsciowe wspdtrzedne
uogdlnione g, rozwazymy wspéirzedne kartezjaniskie punktéw x;.

Problem wyzwalania vkladéw materialnych zostal zbadany od strony jakoSciowej
w latach 60-tych przez W. 1. KirgeTowa [6]. Podana zostala wystarczajaco ogélna de-
finicja jako$ciowa wyzwolenia ukladu, po czym z definicji tej wyprowadzono algorytm
matematyczny wyzwolenia.

Autor rozpatruje uklady typu Crzetajewa-Przeborskiego, tzn. ukiady z nieliniowymi
wigzami anholonomicznymi pierwszego rzgdu. Jezeli réwnania wigzéw wzigto w postaci

Slt,x, x) =0 (r=12,..,0,
to przemieszczenia wirtualne wedtug CzETAJEWA-PRZEBORSKIEGO okre§lone sg zwigzkami

3u
\ 9, _ _
% 6x;=0 (r=12.0D.

i=1

Uklad uwazany jest za bardziej swobodny w danym stanie, jezeli zbidr przyspieszen,
ktérym moze on ulega¢ w tym stanie, rozszerza sig w poréwnaniu z ruchem rzeczywistym.

Wyzwoleniem ukladu materialnego nazywane jest wszelkie jego przeksztalcenie, ktdre
nie zaweZajac zbioru dopuszczalnych stanéw ukladu, czyni uklad w kazdym ze standw
bardziej swobodnym. .

Wobec tego wszelkie stany i przyspieszenia, dopuszczalne w ukladzie podstawowym,
uwazane sq za dopuszczalne w stanie wyzwolonym.

Wychodzac z tego jako$ciowego okreSlenia wyzwolenia, formutuje KirGETOW uo0godl-
niona zasad¢ Gaussa dla rozwazanych ukiaddéw.

Niech A oznacza uklad Czetajewa-Przeborskiego, za§ B — uklad otrzymany z 4 po-
przez wyzwolenie, przy czym zbidr jego przemieszczefi wirtualnych ox; zawiera prze-
mieszczenia wirtualne dx; ukladu A4; u; oraz v; sa przyspieszeniami punktéw ukladu 4,
odpowiednio w ruchu rzeczywistym i dopuszczalnym, w; — przyspieszenia punktéw uktadu
B w ruchu rzeczywistym, X; — sily oddzialywujace na uklad, jednakowe dla obydwu
ukiadéw 4 i B.

Zasada D’Alemberta-Lagrange’a dla ukladow 4 oraz B ma odpowiednio postaé

In

(3‘8) Z (m,-u;—X,-)éx,- = O,
i=1

3n

(3.9 D) (maw,—X)dx; = 0.
i=1
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Wobec tego, ze przemieszcezenia wirtualne uktadu B zawieraja przemieszczenia wirtualne
ukladu 4, réwnanie (3.9) mozna zapisa¢ w innej postaci, mianowicie

) 3n
(3.10) E (myw;— X)) 0x; = 0,

i=1

Odejmujac od réwnania (3.8) réwnanie (3.10) otrzymujemy

3n
(3.11) Zmi(u,-~wi) dx; = 0.

i1
Dla uktadéw Czetajewa—P.zeborskiego istnieja przemieszczenia wirtualne, proporcjonalne
do réznicy przyspieszen pomigdzy ruchem rzeczywistym i dopuszczalnym, mozna wige

przyja¢

5x,- = U;—;-

Podstawiajac to wyrazenie dla przemieszczen wirtualnych do réwnania (3.11) otrzymujemy

3n
2 m,'(ui— Wi)(u,;‘—'vf) =0,
i=1

Ostatnia relacja prowadzi do znanej toZzsamoéci
(312) AHD_AU\V+AWN = 0’

gdzie
3n
\ | m
Auv = 2’ -2_1’ (ut'_“'vi)z’

i=1

za§ wyrazenia dla 4,, i A4,, sa analogiczne.
Ze zwiazku (3.12) wynikaja dwie nieréwnoéci

A“U < AUW? AW!I < AI)W‘

Druga z tych nieréwnoéci jest wyraZeniem dla uogdlnionej zasady Gaussa. Wychodzac
z jako$ciowej definicji wyzwolenia, KIRGETOw wyprowadza dla niego algorytm matema-
tyczny. Porownujac algorytm uzyskany przez KIRGETOWA z algorytmem CZETAJEWA wi-
dzimy, ze réznica pomiedzy nimi polega jedynie na réznym stopniu ogdlnosei funkcji stu-
zacych do ich wyrazenia.

3.2. Zasady réiniczkowe dla ukladéw materialnych z liniowymi wiezami anholonomicznymi drugiego
rzedu. W pracy [7] KirGerowa dokonane zostalo dalsze uogélnienie zasady D’Alember
ta-Lagrange’a na uklady z liniowymi wigzami anholonomicznymi drugiego rzgdu

3n
(3.13) Mayti=a, (A=12..,m),

i=1
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gdzie wspbtezynniki a};, a; zaleza od 4, x;, X;. Przemieszczenia wirtualne takich ukladéw
spelniaja wedlug PRZEBORSKIEGO zalezno$ci liniowe

3n

(3.14) Mayoxi=0 (A=1,2,..,m),
i=1

gdzie wspllczynniki @;; sg identyczne ze wspolczynnikami réwnania (3.13).

Kimrgerow udowodnit, Zze w ramach takiej deflinicji przemieszczen wirtualnych, zasady
Gaussa i D’Alemberta-Lagrange’a staja si¢ niesprzeczne, tzn. obydwie zasady prowadza
do tych samych réwnan ruchu. RzeczywiScie, z warunku minimum przymusu

3n 2
NTmife X
L 7 ! m;

i=1

2

dla ruchu rzeczywistego z uwzglednieniem réwnan wigzow (3.13), otrzymuje si¢ rownania
ruchu w postaci

i
(3.15) mF—Xi+ Y man=0, (=12 ..,3n),

=1
gdzie ¢; sa niecoznaczonymi mnoznikami Lagrange’a. Te same réwnania ruchu uzyski-
wane sg z zasady D’Alemberta-Lagrange’a. Dolaczajac do rownan D’Alemberta-Lagran-
ge’a rownania (3.14) pomnozone przez nieoznaczone mnozniki, otrzymujemy réwnanie

3n m 3n

Z (m;x;—X7) x;+ Z o, Za;,-éx,- =0,
i=1 =1 izl
z ktdrego przy odpowiednim doborze mnoznikéw o, mozna uzyskaé réwnania (3.15).

Dalej Kirgerow dowodzi, ze definicja (3.14) przemieszczen wirtualnych ma wlasnosé
jednoznacznoéci. Polega ona na tym, ze wszystkie mozliwe liniowe definicje przemieszczen
wirtualnych uktadu materialnego, w ktérych przemieszczenia wirtualne nie zaleza od sit
oddziatywujacych na uklad (warunek ten speiniaja wszystkie znane w mechanice anali-
tycznej definicje przemieszczen wirtualnych) 1 dla ktérych zasady D’Alemberta-Lagrange’a
1 Gaussa okazuja si¢ niesprzeczne, sa rownowazne definicji (3.14), tzn. opisuja ten sam
zbidr przemieszezen wirtualnych, co definicja (3.14).

3.3. Zastosowania zasady najmniejszego przymusu do ukladéw {z wiezami nieidealnymi. Analiza
zastosowania zasady Gaussa' do ukladéw z wiezami nieidealnymi jako pierwszy zajat
sig¢ uczen CzeTAXEwA — M. S. Aminow [I]. Nastepnie ciekawe wyniki, dotyczace
ukladdéw z tarciem, uzyskat w 1960-1961 roku inny uczen CzeTAIEWA, profesor Uniwersy-
tetu Moskiewskiego W. W. Rumiancew [13], [14]. RumiaNcew sformulowal dwie postacie
zasady Gaussa dla ukfaddw z tarciem. W pierwszym przypadku do wyraZenia dla przy-
musu wchodzg sity tarcia, w drugim sity te nie wchodza. RUMIANCEW uogélnil zasade
Gaussa na-ogdéhe uklady z tarciem, wychodzac z definicji ukladéw z tarciem, podanej
przez PAINLEVE'EGO.

Oméwimy szczegStowiej badania RUMIANCEWA. W jego pracach dalszej ewolucji ulegta
zasada, sformutowana przez Czeralewa dla (C) — przemieszczen. Na podstawie tej zasady
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RumiancEw wyprowadzit zasad¢ Gaussa w postaci nie zawierajacej w sposéb jawny sit
reakcji.

Ograniczenie zbioru przemieszczen wirtnalnych w zasadzie Czetajewa do (C) — prze-
mieszczen powoduje odpowiednie ograniczenie zbioru ruchéw dopuszczalnych, z ktérymi
poréwnywany jest w zasadzie Gaussa ruch rzeczywisty.

Rozpatrywane sa jedynie takie ruchy dopuszczalne, w ktorych przyspieszenia punktéw
uktadu ? spelniaja warunek nastgpujacy: réznica migdzy tymi przyspieszeniami, a przy-
spieszeniami punktéw w ruchu rzeczywistym w; reprezentuje (C) — przemieszczenie, Tego
rodzaju ruchy dopuszczalne nazywa RUMIANCEW (C) — ruchami, za§ przyspieszenia w nich
oznacza jako y¢. W tym przypadku zasada Czetajewa dla (C) — ruchéw rozpatrywanych
ukladéw ma postaé

>_1 [(A —~—~) Gi—yi)+ (j}i— ;)7%) Gi—vi)+ (éi_ %") (éi—yfz)] =

i

Ostatnie réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci
(316) Awy°+A\\'u—Avy° = 0,

gdzie wielkosé
1O DAL Y, AL
=y (5 e )+l

i=1

oznacza odchylenie rzeczywistego ruchu ukfadu z tarciem od ruchu swobodnego. Analo-
gicznie okreslone sg wielkoSci A0 i A,e. Z réwnolci (3.16) wynikaja dwie nierownosci:
Awycc- < Auyc, Ay < A,,yc.
Druga z nich wyraza zasade Gaussa w zwyczajnej postaci: odchylenie rzeczywistego
ruchu ukladu z tarciem od ruchu swobodnego jest mniejsze od odchylenia tego ostatniego
od dopuszczalnego (C) — ruchu. W nastgpnej pracy [14] RUMIANCEW uogdlnia wyniki,
uzyskane poprzednio dla uktaddw z tarciem, na pewne uklady z wigzami nieidealnymi,
szczegdlnymi przypadkami ktérych sa uklady z tarciem, uklady z serwosprzezeniami itd.
Rozwazany jest uktad punktédw materialnych z holonomicznymi i anholonomicznymi
nieliniowymi wigzami pierwszego rzgdu. Zaklada sie, Ze wigzy natozone na uklad sa tego
rodzaju, Ze istnieja przemieszczenia wirtualne, na ktdérych sity reakcji nie wykonuja pracy.
Do tego rodzaju wigzéw naleza na przykiad wiezy z tarciem i serwosprzgZeniami.
Rozumujac podobnie, jak dla uktadéw, z} tarciem, wyprowadza RUMIANCEW z za-
sady D’Alemberta-Lagrange’a zasade Gaussa, wyrazenie dla ktdrej nie zawiera jawnie sit
reakcji, za$§ przemieszezenia wirtualne sg ograniczone do dopuszczalnych (C) — ruchdw.
3.4. Zastosowania zasady Gaussa w mechanice ofrodkow ciaglych. W latach 60-tych za-
sada Gaussa przeniesiona zostala przez uczonych radzieckich na szeroka klasg ciat
statych. W. P, Tamuz [17] przenidst zasade Gaussa na ciala sztywno-idealnie plastyczne,
za§ M. I. RerrmMan [11], [12] —na dowolne odksztalcalne ciata stale. Przymus dla do-
wolnego ciata odksztatcalnego wyraza si¢ przez funkcjonat

3.17 I = fQTujdv—- fPJiijdv% fi’}ﬁdeT"{" {Ujkéjkdva
@ @ ) ®)
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gdzie p — gestosé, ii; — sktadowe przyspieszen ruchu, g, — przyspieszenie odksztatcen,
P; i T;— odpowiednio siy objetosciowe i powierzchniowe, oy, — naprezenia. Tg postaé
funkcjonatu otrzymuje sie wychodzac od wyrazenia dla przymusu w ukltadzie punktéw
materialnych w postaci

3n

(3.18) Z = 2 (m—zx— —X; x;),

i=1 ]

gdzie X; sa sktadowymi sit zewngtrznych, oddzialywujacych na punkty uklady, ¥, —

skladowymi przyspieszen tych punktéw. Dla dowolnego ciala stalego jako mas¢ punktu

3n o

. . . . . , m; X;
traktuje si¢ masg elementarnej czastki, wobec czego wielko$¢ 2 ~2—i- ze wzoru (3.18)
i=1
3n

zastgpowana jest przez pierwsza z catek ze wzoru (3.17), za$ wielko$é Z X;%; prowadzi
i=1

do pozostalych trzech catek, odpowiadajacych sitom objgtosciowym, pow1erzchn10wym
i wewngtrznemu stanowi naprezenia.

Réznica wartosci funkcjonatu przymusu na ruchu rzeczywistym 1 kinematycznie do-
puszczalnym moze byé przedstawiona w postaci

I—I* = — fg(“l 2” i)’ dv—{-‘féjk(ajk——afk)dv.
(@) (v)

Otrzymuje stad REITMAN warunek minimum funkcjonalu wymuszenia w postaci réwnosci
naprezen w rozpatrywanej chwili w ruchu rzeczywistym 1 wirtualnym. Warunek ten bedzie
spelniony dla ciala sprezystego i dla ciala sprezysto-plastycznego, opisywanego przez teorig
deformacyjna (to znaczy przy wzajemnie—jednoznacznej zalezno$ci naprezen i odksztal-
cen), jezeli w danej chwili czasu zadane sa odksztalcenia. Dla ciala sztywno-idealnie
plastycznego, opisywanego przez teorie plynigcia, wystarczy zadaé pregdkosei odksztalcen,
za$ dla osrodka lepkiego, w ktdrym napreZenia sa jednoznacznie wyznaczane przez za-
danie odksztalcen i predkoéci odksztalcen, nalezy zadaé te ostatnie.

Zasade najmniejszego przymusu w postaci minimum funkcjonatu stosuje Reitman do
majacego zastosowania praktyczne przypadku obcigZenia proporcjonalnego ciata sztywno-
idealnie plastycznego. Wreszcie stosuje REITMAN zasade Gaussa do powlok sztywno-
idealnie plastycznych. Minimalizujgc funkcjonat przymusu uzyskuje REITMAN wzory obli-
czeniowe dla przypadku kopuly kulistej z materialu sztywno-idealnie plastycznego.

W pracy N. A. KILCZEWSKIEGO i N. N. SzEPIELEWSKIE) [5] sformulowano dla cieczy
filtracyjnej postaé zasady najmniejszego przymusu, stanowigca wniosek konieczny z row-
nan ruchu tej cieczy. Przymus dla cieczy filtracyjnej przy zatozeniu, ze ciecz jest niescisli-
wa, za§ ofrodek filtrujgcy nie odksztalca sie, ma postaé

2

Z = 1 f[vﬁ—l—vf—}—(vz—}—k)z]dv,
v)

gdzie v, vy, v, 53 sktadowymi wektora pr@dkdéci ruchu czastek cieczy w uktadzie wspot-
rzgdnych, ktérego poczatek obrano na warstwie nieprzesiakalnej, za§ k jest wspolczynni-
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kiem filtracji. Dla pola predkosci rzeczywistego ruchu cieczy filtracyjnej przymus jest
mniejszy, niz dla ruchu odpowiadajacego innym rozktadom predkosci.

3.5, Zastosowanie zasady D’Alemberta-Lagrange’a do ukladéw o zmniennej masie. Zasada
D’Alemberta-Lagrange’a zostala przeniesiona na uklady o zmiennej masie w pracach
mechanikdéw radzieckich W. F. Kotowa [4], W. S. NowosieLowa [9], [10] oraz W. A.
Sapry [15], [16].

Sapa sformutowal zasade D’Alemberta-Lagrange’a dla ukladéw o zmiennej masie
w przypadku, gdy sity reaktywne okreslone s odpowiednio przez absolutne lub wzgledne
predkosci czastek, wypromieniowanych lub przylaczonych do punktéw ukladu.

W pierwszym przypadku zasada ID’Alemberta-Lagrange’a dla wigzow idealnych obu-
stronnych holonomicznych i anholonomicznych ma posta¢

N FO4 Byt Bog— My 5y~ M5 577 = 0,
=1
gdzie F{ jest wypadkowa sil zewnetrznych, dziatajacych na i-ty punkt uktadu, @,, —
sila reaktywna, spowodowana przez predko$¢ absolutna czastek, wypromieniowywanych
przez i-ty punkt ukfadu, @,, — sita reaktywna, spowodowana przez predko$é absolutng
czastek, przylaczonych przez i-ty punkt ukladu.
W drugim przypadku mamy

n

2 (Fl§8)+67“+q—)riz_Mi"z._)i)6_ri= 0,

i=1
gdzie @, 1 D,,, s3 sitami reaktywnymi, spowodowanymi przez wzgledne predkosci czastek
wypromieniowywanych lub przylgczonych w i-tym punkcie ukladu.

Nowosierow w pracy [10] zaproponowal réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a we wspol-
rzgdnych uogdlnionych dla ukladu o zmiennej masie z anholonomicznymi nieliniowymi
wigzami pierwszego rzedu, przy uwzglednieniu wewnetrznego ruchu czastek.

Jezeli potozenie ukiadu okre$lone jest przez s uogdlnionych wspdirzednych g, to
réwnanie D’Alemberta-Lagrange’a przyjmuje postaé

V(D AT AT
(3.19) % (E—/J—{b—m —Qi—%) oq; = 0,

gdzie D/Dt jest pochodna po czasie przy zamocowanych masach, JT/dq;, AT|q; sa
pochodnymi od T przy stalych masach, Q; sg sitami uogdlnionymi, ; — uogdlnionymi
sitami reaktywnymi, w sklad ktérych wchodzg sity impulsowe, sity Coriolisa oraz sity
spowodowane przez przyspieszenia wzgledne.

Z réwnania D’Alemberta-Lagrange’a (3.19), po uwzglednieniu wiezéw anholonomicz-
nych

Fi(t, g1, 4) = 0.

3 oF,
——0g; = 0,
;3‘11 1

dla ktérych zachodzi relacja
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Nowosier.ow wyprowadza réwnania ruchu rozwazanego ukladu, zawierajagce mnozniki
nieoznaczone.
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