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1. Model osrodka i mechanizm zniszczenia

Jednostkowa granica wytrzymalodci oérodka kruchego zalezy od absolutnych rozmia-
réw ciala, w tym sensie, Ze jej warto§¢ oczekiwana jest malejaca funkcja objetodei ciala.
Prawidlowo$¢ ta, zwana efektem skali, zostala zbadana do$wiadczalnie i wythumaczona
na gruncie rachunku prawdopodobienstwa przez W. WEIBULLA [12], J. I. FRENKJELA [5],
B.B. CzeczuLiNna [2] i innych autoréw [1, 3]. Podstawa heurystyczna teorii efektu
skali jest tak zwana hipoteza «najstabszego ogniwa w tafncuchu», wedlug ktérej noénosé
graniczna calego cialta okreSla si¢ wytrzymaloécia miejscowa jego najslabszego elementu
oraz hipoteza, ze w materiale znajduja si¢ przypadkowe, beztadnie rozmieszczone uszko-
dzenia lokalne, czyli miejsca o zanizonej wytrzymalosci.

Metody rozwazan, jakie sa przedstawicnc na podstawie tych hipotez, mozna by z grub-
sza rzecz biorac podzieli¢ na dwa kierunki. Do kierunku pierwszego zaliczymy te prace,
w ktorych wprowadza sig ciagle funkcje rozkladu minimalnych wartosci lokalnej wytrzyma-
todci materialu. W. WEIBULL jako pierwszy tak wladnie postapit [12], a zaproponowane
przez niego prawo rozkiadu wartosei minimalnych okazalo sig trafne i zyskalo duze roz-
powszechnienie [13]. Dalszy rozwdj tego kierunku, dla ktérego charakterystyczne jest
traktowanie materiatu jako ofrodka ciaglego, polegaé chyba bedzie na zastosowaniach
teorii stacjonarnych funkcji stochastycznych [8].

Drugi kierunek — to uzycie klasycznych schematéw losowania i «dyskretnych» funkeji
rozkladu, np. funkcji rozkladu Bernoulliego. Stosujac te metode nalezy sobie wyobrazi¢
cialo jako zbidr czastek, w ktorych moga wystepowaé defekty. Z reguly uwzglednia sig
niejednorodnoéé tych defektéw i charakteryzuje sig je funkcja prawdopodobienstw Gaussa,
Pearsona lub inna. Ten punkt widzenia zostal przedstawiony np. w pracy T. A. KonTto-
ROWET i J. I. FRENKIELA [5]. W tym ujeciu poszukiwania teoretyczne zwrdcone sa w kierunku
okreélenia prawdopodobienstwa rzadko wystepujacych, najbardziej ostabionych czastek
materiatu, bo te determinuja wytrzymalo$¢ calego zbioru. Jednakze w znanych nam
pracach nie spotkali$émy konsekwentnie zastosowanego schematu rzadkich zdarzen i prawa
prawdopodobienstw Poissona. Nawet S. D. Workow [14], ktéry przedstawia w gruncie
rzeczy Poissonowski schemat losowania, dokonuje ostatecznie blgdnego przejscia gra-
nicznego 1 aproksymuje koficowe wyniki Gaussowskim rozkiadem asymptotycznym
(str. 93 monografii [14]).
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W niniejszej pracy zjawisko kruchego pekniecia analizowaé bedziemy w oparciu 0 uogdl-
niona (tak jak u S. D. WorLkowa) hipoteze najstabszego ogniwa w laicuchu i hipoteze
przypadkowego rozlozenia defektéw przy uwzglednieniu dyskretnej struktury materiatu,
Zarodek makropekniecia w osrodku traktowad bedziemy jako zdarzenie rzadkie, wywolane-
nadzwyczajna lokalna kumulacja mikrorys, i prowadzace ostatecznie do zastosowania.
prawa prawdopodobiefistw Poissona. Wyniki, ktére przedstawimy, beda ogélniejsze od
klasycznych wzordw opisujacych efekt skali i dlatego ich zakres stosowalno$ci w praktyce:
moze by¢ szerszy.

Przy analizie efektu skali ograniczymy si¢ do ofrodkéw quasi-jednorodnych, spre-
zysto-kruchych, poczatkowo doskonale izotropowych. Przez quasi-jednorodnoé¢ rozu-
miemy jednorodno$¢ w skali makroskopowej przy jednoczesnej niejednorodnosci w skali
mikroskopowe;j. Sperysto-krucha wlasno$¢ mikroelementu polega na tym, Ze po od-
ksztalceniu sprezystym i osiagnigciu przez mikronaprezenie s odpowiedniej granicy P
nastgpuje momentalnie opadnigcie mikro-naprezenia do zera. Sprezysto-krucha wlasnoéé
makroelementu polega na tym, ze az do granicy spreZystosci Q material podlega prawu
Hooke’a, nastepnie moga zachodzi¢ nieliniowe odksztalcenia na skutek spekania, czyli
tzw. plastycznoéci destrukcyjnej i dopiero po osiagnigciu przez napreZenie¢ ¢ granicy wy-
trzymaloéci R nastepuje rozerwanie ciata. Rozpatrywany jest stan naprezenia doskonale
jednoosiowy i quasi-jednorodny, a wiec s jest zmienng losowa a o — wielkoécia w petni
okreslona.

Przy zalozeniu doskonalej izotropii poczatkowej materialu mikrorysy wystgpowaé
beda w plaszczyznach prostopadlych do kierunku dziatania napreZen rozciggajacych:
Na skutek takiego spgkania material nabywa wlasno$ci anizotropowych. Zagadnienie
nabytej anizotropii «destrukcyjnej» w przestrzennym stanie naprezenia bylo juz przedmio-
tem badan do$wiadczalnych i teoretycznych. Przy uproszczonym podejéciu do tego zagad-
nienia, przedstawionym w pracy [9] i ograniczeniu si¢ do jednoosiowego stanu naprgzenia
jedynym efcktem tej anizotropii beda wyzej wspomniane odstepstwa od prawa Hooke’a.

Zakladamy, ze material ma mikrostrukture podobng do tej, jaka opisywali w swoich
pracach J. Murzewsk! [9] i S. D. Workow [l4], tzn. polegajaca na podziale ofrodka
na elementy objetoéciowe makroskopowe 2 (I rzedu) i mikroskopowe O (II rzgdu), czyli
na tzw. punkty fizyczne pierwszego i drugiego rodzaju, w stosunku do ktdrych stosuje sig
rézne prawa fizyczne. Wymiary elementdéw makroskopowych szacowane sg [9] na 0,1 mm,
czyli 10-* ¢m, tak Zeby podlega¢ badaniom laboratoryjnym, elementéw za$§ mikroskopo-
wych —na 10* A, czyli 10-5 cm, tak Zeby zachowaé jeszcze whasnoéci materii cigglej.

Przy tak pomy§lanym geometrycznym podziale o§rodka ilo$¢ elementéw O w elemencie 2
Wwynosi

10-2\
1.1) M= (10—_5) =10°,

ilo§¢ za$ punktéw pierwszego rodzaju jest tego samego rzedu juz przy stosunkowo matych
rozmiarach elementéw konstrukeyjnych, bo ~ 10 cm,

3
(1.2) N= (1—(1)(_)—2) — 10°.
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Mozna si¢ zatem spodziewad, ze przy tak duzej liczbie elementéw zachodza prawa wielkich
liczb, ktére zastosujemy w dalszych rozwazaniach tej pracy. Wielkosci mikroskopowe O
i makroskopowe {2, a zatem. 1 M bedziemy w dalszym clagu traktowaé jako stale dla danego
oérodka kruchego, ale nie bedziemy konkretyzowa¢ ich wartosci. Beda to wiec parametry
zalezne od rodzaju materiatu.

W zwigzku z tak przyjetym modelem ofrodka rozrézniamy zniszezenie o$rodka mikro-
skopowe, czyli drugiego rodzaju, i makroskopowe, czyli pierwszego rodzaju, przy czym
to ostatnie przy jednorodnym stanie naprezen jest réGwnoznaczne z utratg no$nosei calego
ciala. O wytrzymatoéci materiatu decyduja losowo roztozone mikrouszkodzenia (mikro-
rysy) wewnetrzne, powstajace w nim w procesie obcigzenia. Element objetoéciowy drugiego
rzedu traci wytrzymato§¢ z chwila pojawienia si¢ w nim jednej mikrorysy. Natomiast
pekniecie elementu pierwszego rzedu nastgpuje przy pewnej granicznej liczbie mikrorys r
uwazanej za jedng makroryse. Liczba naturalna r traktowana jest jako specyficzna stata
materialowa.

Zakladamy, Ze ciatlo o objetoéci V znajduje sie w stanie mikronaprezeh s i ze s;, k =
= 1,2, ..., L, oznaczaja napr¢Zenia panujace w elementach mikroskopowych O,. Jezeli
granica mikrowytrzymatosci elementu O, wynosi P, to mikroskopowy warunek peknigcia
tego elementu zapisujemy w postaci

1.3 Sy = Py.
Jest to warunek wystarczajacy dla powstania stacjonarnej mikrorysy. Je§li w k-tym ele-

mencie mikroskopowym nie bylo mikrorysy, to jest to rowniez warunek konieczny. Wa-
runek mikrospéjnoéci ma wowczas postaé nierdwnoécei przeciwnej

(1.4) 8 < Py

Stadium plastyczno$ci destrukcyjnej oérodka z mikrostruktura, znajdujacego sie¢ pod
obcigzeniem, zaczyna si¢ z chwila pgknigcia jednego mikroelementu O, i postgpuje do
chwili, kiedy w jednym makroelemencie 2;, i = 1,2, ..., N, skladajacym si¢ z mikro-
elementéw Oy, j = 1,2, ..., M, ilo&¢ zniszczonych punktéw fizycznych osiagnie wartosé
graniczna r. Z ta chwila nastgpuje peknigcie elementu £2;, czyli utworzenie si¢ rysy, roz-
przestrzeniajacej sie na caly przekrdj ciala.

ZaloZenie, ze istnieje taka liczba r > 1, ktéra charakteryzuje kruche zachowanie si¢
materialu, jest podstawows hipoteza tej pracy. Nie jest to hipoteza nowa, gdyZ m. in.
S. D. WorLkow [14], jak juz wspomniano, w ien sposéb wlanie nogdinit koncepcj¢ nuj-
stabszego ogniwa w lafcuchu. Istnieje wiele argumentdéw przemawiajacych za celowoscia
wprowadzenia takiego uogdlnienia. Do nich zaliczyé nalezy powszechnie znane fakty
doéwiadczalne, Ze pojedyncze mikropeknigcia rozciaganego oérodka kruchego, wykrywane
np. przez ostuchiwanie stetoskopem, nie powodujg calkowitego rozerwania ciata. Prze-
mawia za ta hipotezq takze fakt, Zze materialy kruche na granicy wytrzymaloéci z reguly
wykazujg odstgpstwa od prawa Hooke’a, mimo Ze odksztalcenia plastyczne typu poslizgo-
wego lub lepkiego nie wehodza w rachube z uwagi na niskie napreZenie i krotki czas proby.
Jesli doéwiadczalnie stwierdza sig¢ w tym przypadku, ze odksztalcalno$é graniczna charak-
teryzuje wytrzymalo§é materiaty, to ze statystycznej teorii plastycznoéei destrukcyjnej [9]
wynika, ze maksymalna koncentracja spekania jest specyficzna stala oérodka, a stad z kolei
whniosek, ktory bedzie jeszoze w tej pracy szczegélowo wyprowadzony, Ze istnieje liczba r
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ograniczajaca ilo$¢ mikrorys w jednym makroelemencie. Nadmieni¢ jednak nalezy, ze
hipoteza o stalej liczbie r nie jest jedyna, ktéra pozwala wytlumaczyé fakt, Ze granica wy-
trzymalo$ci moze przewyzszaé granicg proporcjonalnoéei ciata kruchego. Dla materiatow
kruchych o silnie nieliniowym prawie odksztalcenia mozna interpretowaé utrate wytrzy-
malosci jako niestateczno$é stanu naprezenia [9], skad weale nie wynika r = const.

W ogélnym przypadku zardwno mikrowytrzymalo§¢ P jak tez mikronaprezenie s
sa zmiennymi losowymi. Dla uproszczenia obliczen i przejrzystosci rozwazan tylko jedna
z tych wielko$ci bedziemy uwaZac za zmienna losowa o skonczonej wariancji, a drugg —
ustalimy. Kwestia, ktéra wielko$¢ przyjaé za losowa przy wyprowadzaniu statystycznego
kryterium pekaiecia, czy mikrowytrzymatoéé P, jak czesto zaktada w swych pracach pierw-
szy z autordw, np. [7, 9], czy tez — mikronaprezenie s, jak to czyni S. D. Workow [14],
pozostaje otwarta. W pracy rozpatrzymy obydwa warianty, jakkolwiek bardziej uzasadnio-
nym wydaje si¢ przyjmowanie za zmienng losowa mikrowytrzymatosci, gdyz rozrzut mikro-
naprezen zalezy glownie od zmiennoéci mikroskopowych moduléw sprezystosci, ktére nie
podiegaja tak duzym fluktuacjom jak cechy wytrzymato§ciowe.

Zakladamy, Ze rozklady prawdopodobiefistw mikronaprezenia s 1 logarytmu mikro-
wytrzymaloéci-In P sa typu gaussowskiego. Prawo Gaussa bywa z reguly przyjmowane
dla scharakteryzowania rozkladu mikronaprezefi lub mikrodefektéw w pracach teoretycz-
nych na temat efektu skali [5, 14]. Potwierdzaja je ostatnio przeprowadzone mikroskopowe
badania eksperymentalne [4]. Logarytmiczno normalne prawo rozktadu dla mikrowytrzy-
matosci jest czgdceiej stosowane niz normalne prawo rozkladu, gdyz usuwa prawdopodobieni-
stwa ujemnych wartoéci granicy mikrowytrzymatoéci, nie majace sensu realnego. Poza tym
réznice migdzy normalng i logarytmiczno normalng funkcja rozkladu przy nieduzych
wspoélczynnikach zmiennoéci sa bardzo mate. W ogdle mozna méwié, ze rozktad normalny
1log-normalny jest rozktadem asymptotycznym dla wielu symetrycznych i niesymetrycznych
rozkladéw prawdopodobiefistw [11] i stosowanie jego ma w pierwszym przybliZzeniu zna-
czenie do pewnego stopnia uniwersalne.

2. Wplyw skali na granice sprezystosci
Korzystamy z nastgpnjach oznaczen:
objetos¢ ciala,
objetosé elementu makroskopowego,
objetosé elementu mikroskopowego,
ilo$¢ elementdw O w ciele o objetosei V,
ilo$¢ elementow 2 w ciele o objetoéei V,
iloé¢ elementéw O w elemencie o objetosci £2,
ogblna ilo$é¢ mikrorys w ciele o objgtosci V,
losowa iloé¢ makropeknigé w ciele o objetosci V,
losowa ilos¢ mikrorys w elemencie £2,
$rednia ilos¢ mikrorys w elemencie £2,
graniczna ilo§¢ mikrorys w elemencie 2,

~¥I¥I=x Rz n0Obx

migdzy ktorymi zachodza zwiazki:

(2.1) L=M-N,
(2.2) Q=M0,
(2.3) V=N-Q=MN-0=L-0,

(2.4) I=m-N.
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Geometryczne prawdopodobienstwo mikrorys 2, czyli érednia koncentracja zniszczo-
nych mikroelementéw O w objgtoéci ciala V wyraza sig wzorem
2.5 A= L_m >
( -9) . L M~

W pracach [7, 9] proponuje si¢ nazwa¢ prawdopodobienstwo A spekaniem. Spgkanie
materiatéw czysto-kruchych, nie wykazujacych efektéw ciagliwodei (plastycznosci poéli-
zgowej itp.), réwna si¢ wyt¢Zeniu w probabilistycznym sensie tego stowa.

Przyjmujemy najpierw za zmienng losowa mikronaprezenie s i charakteryzujemy je
normalnym prawem rozktadu N(s, 1), o wartoéci éredniej s i odchyleniu standardowym pu.
Warto$¢ $rednia s réwna si¢ w przyblizeniu makroskopowemu naprezeniu gléwnemu o,
co wynika z prawa akeji i reakcji [9, str. 268],

(2.6) , F=——5 xoU.

PowyZsza przyblizong réwnos¢ wprowadzamy dlatego, Ze A w naszych rozwazaniach jest
liczba bardzo mata, poniewaZ m jest liczba skoficzong, a M jest bardzo duze. Wariancja
mikronapr¢zen w o$rodku quasi-jednorodnym wg twierdzenia S. D. Workowa [14, str. 29]
jest proporcjonalna do wiasciwej energii sprezystej, a wigc
(2.7) Ut = 2E,®.
gdzie E, > 0 jest stala materiatowa, okreflajaca stopien niejednorodnosci spreZystej
o$rodka.

Energia potencjalna odksztalcenia sprezystego dla ofrodka izotropowego w rozpatry-
wanym jednoosiowym przypadku naprezen wynosi

O,2

(2.8) ¢ =,

gdzie E jest ustalonym modulem Younga. A wigc odchylenie standardowe mikronapreZen
wynosi

. fo—
(2.9) p=12Ed =c1/ =2.

Wprowadzajgc symbol v dla oznaczenia wspdiczynnika zmiennoéci dostajemy wzér

E
2.10 —H g/ ,
(2.10) v == ]/ 5 = const

W pierwszym wariancie obliczef traktujemy mikrowytrzymalo$¢ P, mikroelementu o
jako jednakowa wielko$é dla kazdego k,
(2.11) P, ~ P = const.
Biorac pod uwagg (1.4), (2.6) i (2.11) oraz rozklad normalny, wyrazamy prawdopodobien-

stwo mikrospéjnoéci, czyli koncentracje mikroelementéw niezniszczonych nastgpujacym
wzorem:

(2.12) @(s<1_3)=l73%-/; fexp[——(sT_:z)—z]dst(t),



48 Janusz MURzeEwskI, JOzeF Soika

gdzie F(t) jest dystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego,

= P—¢ . Plo—1

I v
Prawdopodobienstwo mikrouszkodzenia wynosi
(2.13) P(s = P) = 1—F(r)

i kojarzy sig ze struktura o$rodka za pomoca wzoru (2.5). Tak wiec porédwnujemy prawdo-
podobienstwo (2.13) z geometrycznym prawdopodobiefistwem mikrouszkodzenia (2.5
i otrzymujemy

(2.14) A= 1—@(39/%1«).
IgA
4]
B A N B D -

— V=, 05

o /

/
-8 I [ 5
[
0 [L Ly
[1 1 [ 17
) At g Pl
2 27 ey

Rys. 1

Zalezno§¢ A od o przy wybranych wartofciach parametru v przedstawiono na rys. 1.
W granicznym przypadku » — 0, a wiec dla stanu naprezenia idealnie jednorodnego
prawdopodobienstwo mikropgkniecia wynosi

A=0, czyli [=0 dla o<
A=1, oczyli I=L dla o=
W ogdlnym przypadku natomiast

(2.16) =0 dla o<@Q, I=1 dla o=0Q.

(2.15)

Ml Ml
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Symbolem Q oznaczyliSmy granicg spreZystoSci. Rozgranicza ona stan doskonale
spéjny, liniowo sprezysty, od mikrozarysowania, czyli plastycznosci destrukeyjnej materia-
Ju. Dla skonczonej liczby L, ilo$¢ mikrorys /, a takZe granica sprezystosci Q sa zmiennymi
losowymi. Mediang é oblicza sie z réwnania

< 1

(2.17) (I—=2A)F = 5

gdzie T wyraza sig¢ wzorem (2.14) dla o = Q, a mode Q — metodami podanymi po raz
pierwszy przez T. A. KONTOROWA i J.I. FRENKIELA [5]. Dla wielkiej liczby L = M - N,
wg (2.1) 1 (2.2), i ustalonej $redniej ilosci mikrorys / = 4 - L wyprowadzamy wzdr asympto-
tyczny, z ktorego okredlimy kres gérny Q’, realizowany z prawdopodobieristwem réwnym
jednoéci,

1

I

Nadmieniamy przy tym, ze dla wielkiej liczby L warto$§é §rednia 4, dazy do tej samej gra-
nicy

(2.18) 1—(1—ADE—1, stad Aj—

L
- 1 1

2. A = AU A = ——— ~ —.

(2.19) 1L0f<1)dL+1L

A wiec teoretyczna granica liniowej spreiystosci, czyli granica proporcjonalnosci, jest

znikomo mala dla cial duzej objetosci, jak wynika z réwnan (2.14) i (2.18),

(2.20) Q' —0 da L-—oco.

W praktyce okre$la sie Q” > Q’, jako napre¢zenie konwencjonalne, wywotujace umowna
odchytke de od prawa Hooke’a (np. de = 0,0002). PoniewaZ przy plastycznoéei destruk-
cyjnej odksztalcenie nieliniowe wywolane jest redukcja powierzchni przekroju spéinego
(przenoszacego naprezenia) [9], wiec praktycznie

44 Aa . 7 "
(2.21) Al = 7 gdzie ¢ = QE
Graniczny warunek proporcjonalnosel formutujemy jak nastepuje:
(2.22) AM=1—F@F) b ¢ =¥{1-21),

gdzie ' = €1
v

, a ¥(x) jest funkcja odwrotna do dystrybuanty Gaussa, tzn. y = ¥(x)
gdy . = F(y), (rys. 2).

Wartosei x bliskie jednosci, odpowiadajace duzym, niestabelaryzowanym wartodciom
argumentu y, wyznacza si¢ ze wzoru asymptotycznego [6, str. 595], rys. 2,

1 1 y 1 -2 1 3
2.23 Fyy=—=+—ef—===1——¢ 2|—— __+—— ...
(2.23) ) =5+ ) 3 y Tty
Oznaczajac symbolem Qj granice proporcjonalnofci prébki o objetosei V; oraz
. PlQg—1 . ., O
1y = —/—Z— i A= V—O,

4 Mechanika teoretyezna
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przy czym fy = ¥(1—A4;), dostajemy zalezno§é granicy proporcjonalnoéci Q' od objgtodci
ciata V,

P
(2'24) Q - Q() 1+'(')t’ .
t
10
//
8 -
1= W{""A) g’
; ax
A+ . N exp(-t*2) _
i T tVaw
4 ////
2 ~ A=t Ferf =
AT
0 -2 -4 -5 -8 -1 12 —14 —16 - -0 -2 -
g2
Rys. 2

Zalezno§é (2.24) dla réznych wartoéei parametru » i przykladowej wartosci 4o = 1/L =
= 10~'® przedstawiono na rys. 3.

Natomiast konwencjonalna granica sprezystoéci Q”, okre§lona réwnaniami (2.21)
i(2.14) dla o = Q", nie zalezy od objgtoéci ciala.

a__ 1ty
Qo v¥(1-2g%/V) \——L—* SR

1,08

T dla Ag=10% ;=875 .
1,04 \
I I
—
1,00
i ——
RS
0,96 N_:L\ ‘\
—
\>
0,92 -
L 1
-3 "2 -1 0 ! 2 31gviv

Rys. 3

Przyjmijmy teraz w drugim wariancie obliczen, Ze materiat quasi-jednorodny charak-
teryzuje sie zmienna losowo mikrowytrzymato$cia P, a mikronaprezenie s, mikroelementu
O, mozna w przyblizeniu zastgpowaé w petni okre$lona wartoscia,

(2.25) SRS O,
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i zalézmy, tak jak to podano w p. 1, e rozkiad zmiennej losowej P opisuje prawo loga-
rytmicznonormaine

1 In2 P|P
(2.26) f(P) = VanoP exp [‘ jsz/] .

gdzie P oznacza mediane mikrowytrzymaloéci, » logarytmiczny wskaznik zmiennoéci,

P, =vP ~ »P jest odchyleniem standardowym.
Jezeli uwzglednimy mikroskopowy warunek pekniecia (1.3), to dystrybuanta okre$lona

wzorem,
1 In Plo
2.27 PP<Lo =—(1~erf — ),
@.27) (P<o) = s
igA
a
g T —J-J——F= ~—-;;=75-$-———
oiO’F"’,/— :
2l 2 A / o

/ / / |
A
1

| 1
L
|

el ] 1
Rys. 4

Cte— A —— =
[+

i
I
{

[}
rofa !
|
LSRN
[1:]
o
=
5
=
Q

3

T
!

okresla prawdopodobiefistwo mikrorys dla naprezenia ¢. Poréwnujac ze soba formuly
(2.5) i (2.27) otrzymujemy zaleznoéé miedzy naprezeniami o i koncentracja mikrode=
fektow 4,

(2.28) A=1—F(1),

przy czym standaryzowana zmienna losowa ma w tym przypadku postac,

]nﬁ/o

v

4*
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Zaleznoéé 4 od o dla kilku przyktadowych wartoéci logarytmicznego wspolczynnika zmien-
nosci v przedstawiono na rys. 4. Jezeli v — 0, czyli material jest idealnie jednorodny, to
prawdopodobiefistwo mikrozniszczenia wynosi, jak w przypadku poprzednim

(2.29)

~

A=0 dla o<P.
A=1 dla oz=P.

Makroskopowa granicg proporcjonalnosci Q' okresla warunek,

1 t

2.30) —|l—erf—=) =4,
( 2 ( 1/2)
gdzie ' = M—/g A= 2

v Vv
Efekt skali dla granicy proporcjonalnosci ilustruja wykresy, rys. 5, nastepujacej funkcji,
(2.31) Q' = Qgexply(to—1)],
gdzie

o= w(uag%), 2= 1—F(1),

przy czym parametry Qg, ¥, #, niekoniecznie musza byé okreslone na podstawie dodwiad-
czalnego wyznaczenia granic proporcjonalnosci, bowiem mozna je okreslié na podstawie

_
116 - Ui = V[t =¥ (-5 % V)]
0
— ——dla Ag=10""% ;=875
108 N —
\\
—~—RN
\\\
100 ——
Q\WN-_‘___
~ — T
0% I N
| N
o8 i
[ ! .
-3 -2 -1 0 4 2 3 lg V/V,

Rys. 5

latwiejszych do przeprowadzenia préb wytrzymatosci rozdzielczej R, gdyZ parametry te
figuruja (bezposrednio lub ich funkcje) we wzorach nastepnego punktu.

Wzér (2.14) jest znany np. z pracy [14] jako statystyczne kryterium mikropgknigcia,
a wzbr (2.28) jest pewna jego modyfikacja. Nowym aspektem jest interpretacja tych WZOrow
jako makroskopowego warunku proporcjonalnosci i sformutowanie wptywu skali na gra-
nice proporcjonalnosei Q' (2.24) i (2.31), odrgbnie od tych formut, ktére dotyczyé beda
granicy wytrzymatosci R.
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3. Wplyw skali na granice wytrzymalosci

Analizujemy wytrzymalos¢ elementdw konstrukeyjnych o rdéznej objetosci, ale posia-
dajacych jednakowa mikrostrukture, czyli wykonanych z tego samego materiatu. Wowczas
wielkoéci: r, 2, O (a zatem i M) oraz P, P, wzglednie E, E, — sa stale, tzn. nie zalezg od
rozmiaréw ciata, uktadu odniesienia i obciazen, a wielko§¢ 4 (a zatem i m) zmienia sie
w zaleznoéci od naprgzenia o, za$ L (a zatem i N) zmienia sie ze zmiana objetosci ciala V.

Wezmy pod uwage cialo o objgtosci ¥ pozostajace w quasi-jednorodnym, jednoosio-
wym stanie naprezenia i potraktujmy je jako zbiér elementéw mikroskopowych Oy,
k=1,2,..., L, ktére moga mie¢ jedna z dwéch cech, mianowicie mogg by¢ spdjne lub
peknigte. Ceche¢ pgkniecia ma /= A - L elementdw, cechg za$ spojnosci L—I1 = L(1-—2)
elementdéw. Ze zbioru L-elementowego (z objetosci V) losujemy jednorazowo (a wigc
bez zwracania mozliwego przy losowanin kolejnym) probe liczaca M mikroelementéw O;
w postaci jednego makroelementu £2;, zawierajacego m elementdéw O peknigtych i M—m
elementéw spojnych, i pytamy sie, jakie jest prawdopodobiefistwo zdarzenia, Ze wyloso-
wany element 2, zawiera dokladnie m mikrorys. Opisany powyzej schemat losowania
zaleznego [11] prowadzi do hipergeometrycznego rozktadu prawdopodobienstw, P(m;
M, 1, L). Poniewaz liczebno$¢ zbioru L jest bardzo duza w poréwnaniu z okre$long liczeb-
noscia préby M

M_1

L N T
zgodnie ze wzorem (1.2), przeto mozemy aproksymowaé rozkilad hipergeometryczny
rozkladem dwumianowym P(m; M, ») przy zachowaniu ustalonej wartoSci $redniej
koncentracji mikrorys,

3.1 b=

Z kolei rozklad dwumianowy, w warunkach gdy

IIM<1
zgodnie ze wzorem (1.1), moZemy aproksymowaé rozkladem Poissona P (m; m) przy
zachowaniu $redniej ilo$ci mikrorys w makroelemencie

(3.2) m =M.

Chcieliby§émy tutaj zwréci¢ uwage na fakt, ze dzieki poprawnie sformulowanemu
schematowi losowania $rednie chrakterystyki spekania 4 i m zachowuja swe skonczone,
ustalone wartoéci przy kolejnych przejéciach granicznych. W monografii [14] w tym zagad-
nieniu zachodzg osobliwoéci: 2 — 0, a nastepnie m — o0, i wyniki mimo dalszych korekt
1 adiustacji nie sa wolne od sprzecznosci.

Poissonowski rozklad asymptotyczny zastosujemy do oszacowania prawdopodobieni-
stwa peknigcia makroelementu,

r—1 —;
(3.3) Pm =1)=1—e™ :l'
1=0
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Wz6r (3.3) podaje kombinatoryczne prawdopodobiefistwo pgknigcia, natomiast geomet-
ryczne prawdopodobienstwo makrorys rowna si¢ §redniej koncentracji zniszczonych ele-
mentéw £ w objetosci ciata V,

n

(3.4) P=5

Poréwnujac ze sobg wzory (3.3) i (3.4) otrzymujemy zwiazek
n _ 2 m

(3.5) T=em D,

i=r
ktéry po uwzglednieniu uogdlnionej koncepcji najstabszego ogniwa w lancuchu (stoso-
wanej w myél zatoZen tylko do makroelementdw),

3.6) n=1,
daje statystyczne kryterium makropeknigcia, czyli warunek graniczny zniszczenia catego

ciala. Oznaczmy symbolem 1, graniczng warto$¢ spekania, spelniajaca réwnania (3.5)
1 (3.6). Warunek wytrzymatosci ma wowczas nastgpujaca postaé:

Q2
(3.7 1—@(;'—1,1,M):7,
gdzie P (m; m) jest dystrybuanta Poissona.
Warto$é graniczna A, jest uzaleZniona od granicznego naprezenia R, czyli wytrzymaloéé
makroskopowe] przez statystyczny warunek mikrozniszczenia (2.14) lub (2.28), ktéry
zapiszemy w ogdlnej postaci

3.8) —F(t)=24 lub £ ="P(1-12),

gdzie F(x) jest standaryzowanac dystrybuantq Gaussa, a ¥(y)jak poprzednio (2.16) funkcja
do niej odwrotna, za$

LRW_I_ dla losowych mikronaprezen,
t, = -
l_ln f [R dla losowych mikrowytrzymalosci.

Uktad réwnan (3.7) i (3.8) mozna tatwo rozwiazaé ze wzgledu na zmienna ¥V, mianowicie

Q

(3.9) V= o0 —1, 1 =FuM)’

gdzie ¢, znaczy jak wyzej.

Wzor (3.9) podaje zaleznoéé migdzy objetoscia ¥V i wytrzymaloécia R i jest nowym,
Scistym rozwiazaniem zagadnienia wptywu skali na granice wytrzymalodcei dla przyjetych
zalozen. Przy korzystaniu z tego wzoru nalezy rozporzadza¢ dostatecznie obszernymi
(kilkunastocyfrowymi) tablicami dystrybuanty Poissona i Gaussa [16].

Dla bezpoSrednich obliczen granicy wytrzymaloéci z uwzglednieniem wspdiczynnika
skali najwygodniej byloby korzystaé z tablic lub wykreséw funkcii (3.9), rys. 6 i 7, albo
wzor (3.9) odwrdécic i przedstawi¢ wytrzymalo§é R jako funkcje zmiennej V, co jednak nie
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Jjest mozliwe w wyraznej i écistej formie analitycznej. Diatego przedstawimy uproszczone
formy przyblizone tego wzoru, ktére czg§ciowo sprowadzaja sie do zaleZnoéci znanych juz

Z literatury przedmiotu. Zapiszmy najpierw, ze
P
(3.10) R =1 14w,

B exp (—7t,) dla losowych mikrowytrzymalosei.

dla losowych mikronaprezed,
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Zagadnienie polega obecnie na znalezieniu odpowiedniej, uproszczonej zaleznoSci #, od
objetosci V. W tym celu rozwijamy dystrybuante Poissona w szereg potggowy

m" rmr»l—l ).(’.+ l)l—ﬁH-Z

(3.11) Plr—1,m)=1—-"+ G+l 2(r+2)!

Okazuje sig, ze dlam < 1 (czyli 1/N <€ 1) bez zbytniej szkody dla dokiadno$ci (por.
rys. 8) wystarczy zachowaé forme liniowa we wzorze (3.11). A wigc

_ MAY
(3.12) Pr—1,m)y~ 1— ( r") .
19 Neeat
0
/ o
/ Nea =Yo7 —— [
|
8 1 1
Pl-T;g = )=1- 57 ————
6 N Z,
o
S / L
! 9
d\y" 3 -
) o= -
// 1" | gia re5 ="
7 | B L —
0 :/f -] trA/ dig r=10
T
-4 2 4 6 8 ] 2 “ % 8
g N

Rys. 8

Stad przy uwzglgdnieniu réwnania (3.7) otrzymujemy wzor, ktéry pokrywa si¢ z relacja

wyprowadzong z prostszych zalozen przez N.N. AFANASIEWA i S. D. WorLkowa [14,
str. 95],

1 -/nQ r/o,
(3.13) x,N-ﬁ]/T—]/V.

Wprowadziwszy oznaczenie O, = rlQ/M’, zredukowaliémy liczbe parametrow z pieciu
(r,v, M, P,2) do czterech (r, v, P, 0,); jest to niewatpliwie korzystne z praktycznego
punktu widzenia. Graniczna czyli nieprzekraczalna dla §redniej koncentracji mikrorys 4
warto$¢ 4, jest dla skoficzonej ilosci mikroelementéw L zmienna losowa. Dla wielkiej
liczby L, zmienna A, jest zbiezna stochastycznie do ustalonej wzorem (3.13) wartoéci
granicznej (przy matematycznym pojeciu stowa «graniczny»), Wzér (3.13) spetnia wyra-
zony w pracy [9] wniosek o zaleznosci specyficznego, krytycznego prawdopodobienistwa
spekania 4,;, od objgtoéci ciata. W dyskusji wzoru (3.13) rozpatrzymy najpierw przypadek
r = 1. Jest to przypadek, w ktérym podzial na elementy I i II rzedu traci znaczenie i po-
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winna zachodzi¢ &ci§le reguta o decydujacej roli najstabszego mikroelementu w ogrodku.
W istocie w tym przypadku mamy

1 1 o 0
. 2 - Y == —— = —— ; = — =
(3.14) TuN T -v ==
i rozwiazanie pokrywa si¢ z rozwigzaniem klasycznym, ktére w rozdziale poprzednim
przyjelismy jako wiasciwe dla granicy sprezystosci. Dla r > 1 objeto$é ciala ¥ wchodzaca
do wzoru (3.14) podlega redukcji w tym sensie, Ze zamiast liczby N figuruje Nyey, Iys. 8,

1

(3.15) A =m;

gdzie N, & i/ Nfrl < N. Stad wniosek, ze przyjecie ztoZzonej struktury osrodka i granicz-
nej liczby mikrorys r > 1 pozwoli zastosowaé otrzymane wyniki do materialéw, ktoére

R/Ry
TT Py——
- —_— -ﬁl‘—
4’04 s R a2 )
1Z - 12
1,02 =01 Ag=210"", 1,=6,97
ﬂ}olm\\ ] L
—
—
_l v=0,00 T~
400 |-— L=
I %\.
. 1 ~ S A s
{ ™~
0,98 ™~ ~ -\L“<
NN T .
a9%
I 1 1 1
3 2 1 0 1 2 3 4
Ig /Y,

Rys. 9

charakteryzuja si¢ bardziej tagodnym wplywem skali na granice wytrzymalo$ci. Ostateczne
wzory zapisujemy biorgc pod uwagge (3.8), (3.10) i (3.13) w nastepujacej postaci

-
(3.16) Rz{“vl‘p(l_i/%)

\ P exp [— v (1 — ]/%)] dla losowych mikrowytrzymatosci

dla losowych mikronaprezen

albo w innej postaci przy oznaczeniach: R, jest wytrzymaloécig probki normowej o objgto-
$ci Vy,

fh=Y(1~%), 4= ]/%,
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1 po wyrugowaniu parametru P lub P, a takze parametru O,

Ry (1421y)

r VO)’
1+2¥(1-2 —
3.17) Rxl 1Y ( °]/;
r VO
Ry exp [——VEP (1 —4 ]/;) —|—vt0].

Zalezno$¢ R/Ry od V|V, dla przykiadowych wartosci parametréw r, 4, 1 kilku wartosci
wspélczynnika zmiennosci mikronaprgzen o, lub mikrowytrzymatosci » przedstawiaja
wykresy na rys. 9 i rys. 10. Wazno$é powyzszych wzoréw i wykreséw ograniczona jest
do cial niezbyt malej objetosci (¥ > 2) i do matej koncentracji mikrorys (4, <€ 1). Dla

R/R,
1,06
NARY [TTT1]
‘\)’I‘o N R _ pvlto-¥(1-2,V%/V)]
7 75
104 b§|\5‘> R, . B
% N d’”{a =207, 1,=6,97
402 ”é|2 N X‘ 0 » To=b,
! — -, 0
400} V=000 : -
|
|
r N ™~ —
98 b
’ | N
— 5 -
! \ N ™~
%
o9 L 1 1' 2 L y
-3 -2 -1 0 oV
Rys. 10

wyznaczenia parametrow Ry, 4, r, v lub » potrzeba czterech do§wiadczen polegajacych
np. na okresleniu wytrzymalosci czterech probek o réznych objetodciach.

Na zakoficzenie wprowadzimy dalsze uproszczenia przybliZzajac funkcje (3.9), rys. 6,
funkcja liniowa w skali pétlogarytmicznej,

b,V
(3.18) t=a+lg .

Tego rodzaju przyblizenie jest celowe dla przypadku losowych mikrowytrzymatlosci, wtedy
bowiem konicowy wzér (3.16) upraszcza sie do postaci

_a, byin10
(3.19) R z?(m b %) =§;;_,
gdzie
b

R, = ﬁ(QTIO-“)”“‘“, ﬂ —_ b In 10 .

r
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Rys. 12

Wzér (3.19) jest taki sam jak wz6r Weibulla [12], poniewaZ ani Ry, ani wykiadnik potggowy
B nie zalezy od objetoéci ciala V. Stale a i b zaleza od dwéch parametrow r i M, a warto§ci
ich mozna w przyblizeniu odczytywaé z powigkszonego rys. 6 lub oblicza¢ np. metoda
najmniejszych kwadratéw tak, jak to zrobiono dla zestawienia tablicy 1. Blad, jaki sig
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popelnia stosujac wzOr uproszczony (3.10) zamiast wzoru doktadnego (3.14), przedsta-
wiono na rys. 11.

Dla przykladu, poréwnano rezultaty uzyskane w tej pracy na drodze teoretycznej

wg wzoru (3.16) z wynikami badan do$wiadczalnych wysokoweglowej stali kablowej
[15] i przedstawiono na rys. 12.

10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.
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Pesmome

O MACIITABHOM 2&®EKTE OJI1 XPVYIIKOI'O TEJA, BBIIEPXKHMBAIOUIIEIO
YCTAHOBJIEHHVIO KOHIEHTPALMIO MUKPO-TIOBPEXIEHNHI

Enuununsiil npeges nponopuyodanbHOCTH M IPENES IIPOUHOCTH XPYIKOLo TeNa, MHKDOCKOMMUECKH

HEOQIIOPOAHOr0 aHAJMH3HPYETCSI OT €ro 06’!:61\18, IIpHM HCIIONB3DBAHKK TCOPHY BEPOATHOCTH,

HcronpayeTcst MomeNs Cpefpl € MHKPOCTPYKTYpOM omucanag u B paforax E. MVYIKEBCKOIO [9]

u C. II. BONKOBA [14] u cocTosyas B PA3feNeHHH CPEObI HA MAKDPO-3NeMEHTEI {2, KOTOpBIE B CBOIO
Quépenp AENATCA Ha MuKpoanemeHTbl O. IloBpe)kAeHre OJHOr0 MHMKPOINEMEHTA BBI3bIBAET TONLKO
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MPEBLINEHHE PERAEIA TIPONOPLIHOHAILHOCTH MEX(IY HApsHKeHusaMu 1 Aecopmarpamu. s mocrinie-
HUST TIPEJENa IPOYHOCTH Tena V, TPEBYEeTCsT MOBPEMIEHHE /' MUKPO-3JIEMEHTOB B OJHOM MaKpO-3je--
mente £2,

B paBoTe pacCMATPHBAETCA TONMBLKO CPEla B OJIHOOCHOM HAIPSHKEHHOM cocTofHuu o. Paclipeienenue
BEPOSITHOCTER NPHHATLI B JABYX BApMANTax: HOpMAJibHoe pacmpepenenne (2.12) mna MHRpO-HANPsHcE--
HUiL 5, IPH YCTAHOBJIEHHON MHMKPO-IPOYHOCTH P = P, unu ke norapudMyuecKi-HOPMATILHOE pacnpe-
penende (2.26) ANA MUKPO-IPOYHOCTH I, NPH YCTAHOBJICHHOM MUKPO~HANPAYKEHHH § A O

Tl aTiX OBYX CIIyuaeR ONPENESAeTCA CTATHCTHUCCKUN KPHTEPHHA MHKPO-TDPEIIHHEL, T, €, TPAHHILI
NIPOIIOPLUHOHANTFHOCTH COOTBETCTBEHHO B BHAE (hopmyn (2.24) n (2.31). OTu dHopMyIILI HIUTIOCTPHPYIOTCS
JHATpAMMAaMHK Ha puc. 3 U puc. 5.

TIpn oNpemeneHun CTATHCTHYECKOrO KPWTEPHT MAKPO-TPELIMH, MCITONB30BANACh CXEMa 3aBHCUMOIL
BBIGOPKI MOBPEXIEHHLIX MHKDPO-3JIEMEHTOB, NIPHBONALIAS K THIIEPTreOMETPHUYECKOMY PaCIIpPENESICHIH.
Janee, aTo pacnpefieneHse anpoKCHMUPYETCT GHHOMSUIBHBIM PAacTIpefIeNIEHHEM, KOTOPOE, B CBOIO Oye-
penp, aCHMIITOTHYECKH CTPEMHTCsT K pacrpefaeneduo Ilyaccoda (3.3). B KoHue KOHIIOB 3aBMCHUMOCTH
obrema rena ¥ u mpenena npounocTy R BuipaycaeTcst dopmynoil (3.9), puc. 6 u 7. 3ToT pesynsrar
ornuuaetcst oT pedyiprata C. J. BOJIKOBA [14], koTOPLIi OUIRGOYHO IIPHMEHSIT aCUMITOTHYECKOE pac—
npepenenye I'aycca Mpu aHANOTHYECKHK [PENMOTOIKEHHAK.

BBogs nexoropbie yIpoiyenHst npunsaro obparnyio dopmyy (3.12), npencrasnsas ee B Bune (3.16)
uny (3.17), puc. 9 u 10. Ocy)xnaeTcss BO3MONCHOCT, JanbHEHIUIEro YIPOLEHHS H npumeHenus Haiibonee
npocroit ¢opmyner (3.19) mnn addexra maciureBa.

Summary

ON THE SIZE EFFECT IN BRITTLE BODIES CAPABLE TO SUSTAIN A CERTAIN
CONCENTRATION OF MICRO-DAMAGE

The limit of proportionality and the strength of micro-non-homogeneous brittle bodies is considered
as a function of the volume and analysed on the basis of the probability theory.

The model assumed of the medium with microstructure is similar to that introduced in the papers by
J. Murzewskt (9) and S. D. Vorkov (14) and consists in dividing the body into macro-elements 2, and
subdividing them into micro-elements O. A single micro-element damaged, the limit of proportionality
between the stresses and strains is exceeded; to reach the ultimate strenght of the body V, a number r of
micro-elements O belonging to the same macro-element 2 has to be damaged.

One-dimensional states of stress o are considered in the paper. Two probability distributions are taken
into account: the normal distribution (2.12) for micro-stresses s at the given micro-strength P = P, and
the logarithmic normal distribution (2.26) for the micro-strength P at the fixed micro-stress s = o,

Statistical criteria of micro-cracking (exceeding the proportionality limit) are then developed for these
two cases, Egs. (2.24) and (3.1), respectively; they are illustrated by Figs. 3 and 5.

In deducing the statistical criteria for macro-cracks forming, the hypergeometric probability distribution
was used. This distribution is then approximated by the binomial distribution which tends asymptotically
to the Poisson distribution (3.3). The relationship between the volume ¥ and the strength limit R is finally
expressed by Eq. (3.9), Fig. 6 and 7. The result differs from that found by S. D. Volkov [14] who — having
made similar assumptions — erroneously introduced the Gauss asymptotic distribution.

Certain simplifications make it possible to invert formula (3.12) and to represent it in the form of (3.16)
or (3.17), Figs. 9 and 10. The discussion concerning the possibility of further simplifications and applica-
tion of the simplest formula expressing the size effect (3.18) conclude the paper.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 czerwca 1967 r.



