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i, Wprowadzenie

Wobec rozszerzajacego sig zakresu zastosowan konstrukeji tupinowych we
wspélezesnej technice klasyczna teoria powlok, postulujgca fizykalng liniowosé
i niezaleznod§¢ mechanicznych wiasnodci materialéw od czasu, przestaje by¢
wystarczajgca dla celéw racjonalnego projektowania tych konstrukeji. Z tego po-
wodu obserwuje si¢ obecnie intensywny rozwdj badan teoretycznych 1 doswiad-
czalnych, dotyczgeych probleméw niesprezystego zachowywania si¢ powlok.

Aby matematycznie przewidzieé niesprezyste zachowanie sig konstrukeji,
wymagana jest znajomos$¢ rdwnanta stanu (zwigzku fizycznego) matcrialu,
z ktorego konstrukcja jest wykonana. To réwnanie stanu powinno byé przed-
stawione w takiej postaci, ktéra bedac fizykalnie poprawna jest réwnoczednie
matematycznie latwa do operowania. Fizykalna poprawno$¢ zwigzkéw podsta-
wowych dla materialu polega na takim uogdlnieniu dos$wiadczalnych zjawisk
niesprezystych (jak np. pelzanie, relaksacja czy plastyczne plynigcie), ktdre
laczy rzeczywiscie wielkoéci dynamiczne z niezmienniczymi wielkosciami kine-
matycznymi w sposéb odzwierciedlajacy zjawiska rzeczywiste.

Procesom odksztalcen niesprezystych towarzyszy rozpraszanie —energii.
Przyczyna tej dysypacji energii mechaniczne] moze stanowié¢ podstawe do
pewnej uzytecznej klasyfikacji osrodkéw niesprezystych na osrodki spregysto-
lepkie i sprezysto—plastyczne. W przypadku lepko-sprezystosci rozpraszanie
energii nastepuje wskutek lepkiego plyniecia, podezas gdy dysypacja w oérod-
kach plastycznych moze byé wymodelowana przez suche tarcie. Kazda z tych
grup materialéw wymaga wiec odmiennych metod analizy.

Teoria powlok dla scharakteryzowania stanu naprezenia i odksztalcenia
poshuguje sie sitami wewnetrznymi i odksztalceniami powierzchni $rodkowe;j.
Wskutek tego réwniez zwiazki fizyczne dla powlok niesprezystych wymagajg
przedstawienia ich w postaci zaleznosci miedzy sitami wewnetrznymi i odksztal-
ceniami powierzchni $rodkowej. Spelnienie tego zgdania zwigzane jest z od-
powiednig transformacjg réwnar fizycznych materialu do wiasnej przestrzeni
powloki. W niniejszej pracy przedstawione zostana takie transformacje.

* Tekst referatu generalnego ¢Inelastic shell problems® na Swiatcwej Konferencj
Konstrukecji Powlokowych, San Francisco, 1-5 pazdziernika 1962 r., opublikowanego
w skréconej wersji w «Prcceedingsy tej konferencji,
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Celem pracy jest dokonanie przegladu aktualnego stanu badad z zakresu
powlok niesprezystych. 7 uwagi na wielorakos¢ probleméw ukrytych pod nazwsa
powloki niespresyste, przedstawienie przegladu wyczerpujgcego zagadnienie nie
bylo uwazane za wlasciwy cel. Zdecydowano si¢ skoncentrowaé uwage na za-
gadnieniach formulowania podstawowych zwiqzkéw fizycznych oraz na scha-
rakteryzowaniu metod analizy gléwnych typéw powlok niesprezystych z poda-
niem informacji o wazniejszych rozwigzaniach probleméw szczegélowych. Takie
podejécie pozwala zwrécié uwage na analogie i réznice w stosunku do kla-
sycznej (liniowo-sprezystej) teorii powlok.

Obecny przeglad nie obejmuje takich zagadnien, jak nieliniowo$é geome-
tryczna, wyboczenie sprezysto—plastyczne i procesy technologiczne ksztatto-
wania powlok. Nie sg réwniez uwzglednione zagadnienia drgan i rozprzestrze-
niania sie fal w powlokach niespre¢zystych. Rozwazania prowadzone sa w zalo-
zeniu, ze odksztalcenia sa male, a wiec wszystkie zwiazki mogg byé¢ zapisane
w ukladzie odniesienia dotyczacego nieodksztalcanej powloki. Jesli chodzi
o réwnania fizyczne, to praca ogranicza si¢ do czysto fenomenologicznego
opisu bez wchodzenia w przyczyny zjawisk niesprezystych i termodynamike
proceséw nieodwracalnych odksztatcen.

2. Zwiazki fizyczne

1.2. Zachowywanie si¢ materialu w procesie jego obcigzania zalezy od mecha-
nicznych wlasnosci tego o$rodka. Dla opisania jakiegokolwiek procesu odksztat-
cenia niezbedna jest znajomos$¢ aktualnego prawa fizycznego (réwnania stanu)
materiatu, a wige rdwnania tensorowego

(2.1) floy, 6, Gijy ey Bigy Eijy 814y o0y Tty =0, 7,7=1,2,3,
wigzacego naprezenia o;;, odksztalcenia ¢, ich pochodne czasowe, tempera-
ture T oraz czas ¢, je§li wymagane jest uwzglednienie historii procesu explicite
(por. A. M. FreUDENTHAL i H. GEIRINGER [36a], 1. I. GOLDENBLAT [42a].

Podstawowe modele matematyczne opisujgce odksztalcenie osrodkéw nie-
sprezystych mozna podzielié na dwie grupy dotyczace odpowiednio lepkiego
badZ plastycznego zachowywania si¢ materiatu. W przypadlu materiatu lepko-
sprezgystego wspblczynniki wystepujace w (2.1) przy skladowych tensoréw
dynamicznych i kinematycznych sa stalymi materialowymi, tzn. s3 niezmien-
nicze wzgledem zmian intensywnosci wielkoéci dynamicznych i kinematycznych.
Oznacza to, ze dowolnie malemu naprezeniu o$rodka towarzyszg zawsze zja-
wiska lepko-sprezyste.

Zachowanie si¢ materiatu spregysto—plastycznego jest odmienne. Moze on
przenie$é naprezenie o pewnej intensywnoéci bez wystgpienia odksztalcen nie-
odwracalnych (plastycznych). Warunkiem koniecznym do pojawienia si¢ nie-
odwracalnych odksztalcenr jest spelnienie warunku plastycznosct

(2.2) ®(a;;) = k,
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bedacego dla materialéw izotropowych funkeja skalarng tensora naprezenia.
Wystepujaca w (2.2) stala k jest modulem plastycznosci osrodka i definiuje jego
(skalarng) cechg¢ plastycznosci. Dla materialdw idealnie plastycznych zachodzi
ponadto @ = 0, podczas gdy materialy charakteryzujace si¢ wzmocnieniem
plastycznym majg @ > 0. Skoro dla materiatu plastycznego spetniony byé musi
warunek (2.2), to staje si¢ oczywiste, Ze wspdlczynniki pojawiajgce sie przy
skltadowych tensoréw wchodzacych do prawa fizykalnego (2.1) nie mogg juz
by¢ statymi materiatowymi.

2.2. W zagadnieniach lepko—sprezystosct wyrdinia si¢ teorie iniowe i nieliniowe
w zaleznosci od tego, czy skladowe odpowiednich tensoréw wystgpujacych
w (2.1) pojawiajg si¢ tam w liniowej czy tez nieliniowej postaci. Za ogdlnie
obowigzujacy zasade przyjmuje si¢ «lepka» niedcidliwosé osrodka, a wiec brak
zjawiska lepkosci objetosciowej, tzn. &) = 0.

Ogdlna postaé prawa fizykalnego dla niowe; lepko—sprezystosci zapisywana
jest w nastepujgcej postaci [36a]

(2.3) PG“ == ZG QS,J+%‘(3KP'—'2GQ)8’(’(6U—'3aKP Tél.l’
gdzie P oraz Q sg liniowymi operatorami rézniczkowymi:

0 a" 0 o
(2.4) P= a°+a13_t+ +5—t"’ Q= b0‘|‘b1W‘|‘ cee bma—t"‘

Wspétezynniki @;, b; wystepujace w (2.4) sg okreslonymi kombinacjami rzeczy-
wistych stalych materiatowych, G oraz K z réwnania (2.3) przedstawiajg moduty
dcinania 1 odksztalcenia objetodciowego, 7 oznacza przyrost temperatury
wzgledem temperatury odniesienia, a natomiast jest wspdélezynnikiem roz-
szerzalnosci cieplnej.

Ograniczajac sie do szczegbélnych ‘form operatoréw (2.4) uzyskuje sie od-
powiednie prostsze modele cial liniowo-lepko-sprezystych. Najprostszymi
modelami sg te, ktére zawieraja jedynie tensory naprezenia i odksztalcenia
oraz ich pierwsze pochodne wzgledem czasu. Tak np. gdy

(2.5) P=1, Q=[1+(x/G)d/a],

otrzymuje si¢ najprostszy model ciala charakteryzujacego si¢ opdéEnientem
sprezystym (model Kelvina). Wystepujaca w (2.5) wielkos¢ # jest cechg materia-
tows, mianowiciec modutem lepkoséci postaciowej ($cinania). Analogicznie
najprostszy model ciala wykazujgcego pelzanie Iniowe 1 relaksacje (model
Maxwella) otrzymuje si¢ przy nastepujjcej postaci operatorédw (2.4)

(2.6) P = (Glg+dat), Q = dét.

2.3. Zwigzki liniowej lepko-sprezystosci pozwalaja na uwzglednienie w aktu-
alnie rozpatrywanym procesie odksztalcenia tych zjawisk, ktérych konstrukecja
byla poddana w przeszlodci. Jesli np. w chwili v obcigzenie wywolalo okredlone
odksztatcenie, to w chwili ¢ > 7 konstrukcja wchodzi do nowego procesu
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odksztalcenia «pamigtajgc» proces poprzedni. Tak wige dla opisania aktualnego
procesu odksztalcenia nalezy znaé funkcje okreslajaca pamieé materialu, ktéra
moze byé odmienna dla $cinania i ci$nienia hydrostatycznego. Stan odksztal-
cenia lub naprezenia w czasie f, wywotany naglymi, niezaleznymi oddziaty-
waniami w chwilach 7, moze by¢ przedstawiony w postaci calki obejmujace;j
wszystkie chwilowe przyrosty. Otrzymuje sie wéwczas tzw, zwzqzkz Boltz-
manna, ktére dla odksztalcen (pelzania) majg postaé

¢ ¢
(2.7) 2Gey; = [ pu(t—r)oydr+0y [ py(t—)ondr,

gdzie ¢, @, oznaczajg funkcje pamieci (dziedziczenia). Analogiczne zwiazki
otrzymuje si¢ dla naprezen (relaksacji) (por. Ju. N. RaBotNnow [99a], A. M.
FreUDENTHAL [36a], R. BLAND [12a]). Zalezno$ci typu (2.7) s3 réwnowazne
przedstawieniu ciala lepko-sprezystego w postaci (2.3). Funkeje pamiccei s3 w tym
przypadku odpowiednio zalezne od wspélczynnikéw w operatorach (2.4).

Zaleznodci typu (2.7) moga by¢ traktowane jako zwigzki definiujace pelzanie
1 relaksacj¢ réwniez dla zjawisk nieliniowych.

Istnieje kilka uproszczonych teorii pelzania wykorzystujagcych koncepcje
funkcji pamigci. Uproszezenia dotycza gléwnie matematycznej postaci funkeji
@1, o 1 ich liczby. W teorii, ktérej prawo fizykalne ma postaé

L
_ 1t o D c .fiKl_
(28) Ejj = E(t) Oij E(t) GI:A(SU J Oij g (K1+I\2) 31—]—(5,-Jt o Gkde ,

lo

gdzie

1
Ky(r, 1) = f‘*’(p(r’ ), Kyr,t)= % +r29(7, 1),

1, ¥ 83 zas wspolczynnikami Poissona odpowiednio dla odksztalcen sprezystych
i odksztalceri pelzania, E jest modulem Younga; tylko jedna funkcja pamieci
@ okreéla odksztalcenic ogrodka (N. CH. ARUTUNIAN [6a].) Funkeje te dla betonu
przyjmuje si¢ zwykle w nastepujacej postaci:

p(z, ) = (Co+Af)[1—e7¢77],

gdzie Cy, A oraz y sg stalymi materialowymi, okreslonymi na podstawie od-
powiednich doswiadczen (por. N. CH. ARUTUNIAN [6a], A. R. RzanNicyn [106a],
I. I. GoLDENBLAT [42a]),

Rozwigzywanie konkretnych probleméw brzegowych w teorii liniowej lepko-
sprezystoscei jest utatwione przez mozliwo$é wyeliminowania zaleznosci zwigzkéw
(2.3) od czasu na drodze transformacji Laplace’a. Rozwizzanie problemu lepko-
sprezystego otrzymuje si¢ wéwcezas w zaleznosci od rozwigzania analogicznego
problemu brzegowego liniowej sprezystosci (por. T. ALFrEY [4a], E. H. LEE
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[70a]). Analogia spresysto—lepko—sprezysta prowadzi ponadto do praktycznie
waznego wniosku, ze naprezZenia lepko-spreZyste sg rowne zeru tam, gdzie sg
one réwne zeru w zadaniu liniowo-sprezystym. Analogiczny wniosek odnosi
sie réwniez do pél przemieszczen. Oznacza to, ze w Ronstrukcji Liniowo—lepko—
sprezystej (przy ustalonym obcigzeniu) nie zachodzi redystrybucja naprezen.
Ten oczywisty wniosek wynikajacy zreszty bezposrednio z (2.3) jest szczegdlnie
wazny dla zastosowan.

2.4.8 Poniewaz wigkszo$¢ materialéw konstrukeyjnych nie spelnia postulatéw
liniowej teorii lepko-sprezystose, zostaly sformulowane teorie nieliniowe; lepko-
spresystosci. Najprostsze z tych teorii zachowujg w réwnaniu (2.1) tylko na-
prezenia i szybkosci odksztatcen, tzn. przedstawiajg pelzanie materialu w postaci

(2.9) &= flow), &= &+
1 83 teoriami plyniecia, poniewaz zawicrajg explicite tylko naprezenia i predkosé
odksztalcenia. W wickszosci zagadnien praktycznych odksztalcenia sprezyste
moga by¢ uwazanc za male w poréwnaniu z catkowitymi odksztalceniami petzania.
W zaleznosci od szybkodci narastania odksztalcen pcelzania w czasie wyréz-
nia si¢ procesy pelzania nieustalonego, ustalonego (stacjonarnego) i pelzania
przyspiessonego, zakonczonego zniszczeniem elementu. Jesli niczmienniczg
wiclko$¢ @ = ¢;; ¢;; przyjaé jako charakterystyczng wielko$é dla pelzania
w zaloZonym procesic napre¢zenia, to wymicnione trzy typy pelzania zdefinio-
wane s3 kolejno zaleznosciami

az S] Y E o~y
(2.10) gt.?(’:‘ij Eij){;J 0, &=0, &=0.

Skalarna funkcja @ = g;; ¢;; okredlana jest do$wiadczalnie (por. R. W. BaiLy
[92], F. K. G. Opevist [81a, b], I. Finmiz [33a], F. K. G. OpqvisT i J. HuLt
[82a]).

2.5. Wigkszo$¢ studiéw analitycznych odnoszacych sie do nieliniowej lepko—
sprezystosel dotyczy zagadnien pelzania ustalonego. Wobec zalozenia o lepkicj
niesci$liwosci prawo fizyczne stacjonarnego pelzania (por. I'. K. G. ObpqQvisT
[81a]) mozemy zapisaé w nastgpujacej postaci:

(2.11) &= floi;) sij, Sy = a1, —(1/3) o645,
gdzie f(oy;) jest skalarng funkcjg skiadowych stanu naprezenia. Wsréd teoril
stacjonarnego pelzania duzg popularnosé zdobyla wykladnicza zaleinos¢ & =
= ko! (w jednowymiarowym stanie naprezenia). Najprostszg niezmienniczg
postacig tej zaleznosci uogdlnionej na zlozone stany naprezenia jest zwigzek
(2.12) (Gig &)Y = Blsij 58, & = 0.
Przy takiej zaleznoscl Iniezmienniczej miedzy dewiatorami prawo fizyczne
(2.11) przybiera nastepujaca postaé:

n—13
(2.13) &y = B(3k13k1)=2_’3u‘,
gdzie B oraz n sg stalymi materialowymi, przy czym = jest dodatnig liczbg
calkowita, a B moze zalezeé¢ od czasu. Miedzy zwigzkami teorii ustalonego



42 A, Sawezuo,W. OLszak

pelzania a zalezZnosciami nieliniowej sprezystosci wystgpuje oczywista analogia.
Ta analogia «pelzanie — nieliniowa spresystosé» (N. J. Horr [54a]) jest przydatna
przy poszukiwaniu przyblizonych rozwigzan, poniewaz udostgpnia do stosowa-
nia odpowiednio zmodyfikowane twierdzenia wariacyjne nieliniowej sprezy-
stosci.

Nieliniowo$¢é zwigzkdw fizykalnych (2.13) stanowi powazng przeszkode w uzy-
skiwaniu zamknietych rozwigzani zagadnien pelzania. Aby czesciowo te trudnosci
obejsé, zaproponowano prawa fizyczne w postaci zwiazkéw miedzy najwickszymi
naprezeniami stycznymi a przyrostami odksztalcern postaciowych. Otrzymuje
sie wowczas zaleznosci typu &—& = f(o,—a;)(ae;—oy)", (£, =1,2,3), co
pozwala na korzystanie z metod odcinkowo-liniowej plastycznodci do zagad-
nien stacjonarnego ipelzania (por. A. M. W. WanL [124a], W. I. RozensLUM
[102b1).

2.6. Z problemami nieliniowego pelzania zwigzane jest zjawisko wyboczenia
wpelzajqcegor. Charakteryzuje si¢ ono tym, ze w skoniczonym czasie predkosci
odksztatcen wzrastaja nieograniczenie (przy ustalonym obcigzeniu). Odpowiednia
warto$é czasu okreélana jest jako czas krytyczny. Omawiane zjawisko wyboczenia
jest odmienne od klasycznych zjawisk utraty statecznosci. Nie moze ono wy-
stagpi¢ w przypadku lepko-sprezystosci liniowej, gdyz spelnienie warunku
€;; — o0 nie jest mozliwe w skoniczonym okresie czasu.

2.7. Wéréd nieliniowych teorii lepko-sprezystosci wyrézni¢ mozna réwniez
takie, ktére postuluja bezpoérednia zaleznos$¢ miedzy naprezeniami i odksztalce-
niami a czasem explicite, tzn. g; = ef+fi(0y;, t), przy czym zwykle przyjmuje
si¢ f(oy;, t) = F(@)(S;;Sij)". Powaznym zastrzezeniem teoretycznym w stosunku
do tych proporcji jest wiasnie ich jawna zaleznoé¢ od czasu, wzgledem ktérego
zwiazki fizykalne powinny byé niezmiennicze.

N. Cu. ARUTUNIAN [6a] rozwingl nieliniowq teorig dziedziczenia, analogiczng
do przedstawionej réwnaniem (2.8), lecz uwzgledniajgca dodatkowo okreslone
niezmiennicze zwigzki miedzy dewiatorami naprezenia i odksztalcenia,

2.8. W grupie teorii dotyczacych plastycznego zachowywania sie materialéw
rozréznié nalezy dwie giéwne tendencje. W jednej z nich prawo fizyczne sfor-
mutowane jest jako bezposrednia zalezno$¢ miedzy naprezeniami a odksztalce-
niami. Teorie postugujace si¢ zaleznosciami tego typu znane sa jako teorie
(matych) odksztalcert sprezysto—plastycamych («teorie odksztatceniowe»). Druga
tendencja zapisywania prawa fizykalnego o$rodka plastycznego w postaci
zalezno$ci miedzy naprezeniami a przyrostami odksztalcen uwidacznia sie
W teoriach plastycznego plynigcia («teorie przyrostowe»). W obydwu przypadkach
musi by¢ spelniony dodatkowo warunek (2.2), jesli ma si¢ pojawi¢ nieodwra-
calne odksztatcenie &f; (por. R. HiLr, [47a], W. Pracer i P. G. HopGE [97a]).

2.9. Rownanie fizyczne teorii malych odksztalcen spresysto-plastycznych
wigze bezposrednio dewiatory naprezenia i odksztalcenia. Dla procesu obcig-
zania odpowiednie zaleznosci majg postaé (por. A. A. ILiuszin [58d]

(2.14) §ij = ZG(].'—‘(]Q/ZG)EU, ;0 — 3K(£,‘i—‘3aT),



ZAGADNIENIA POWLOK NIESPREZYSTYCH 43

a odcigzanie odbywa sig¢ czysto liniowo-sprezyscic. Wystepujace w (2.14)
¢ oznacza skalarng funkcje wspéirzednych fizycznych, przy czym ¢ > 0 w pro-
cesie obcigzania oraz ¢ = 0 przy odcigzaniu. Postaé tej funkcji zalezy od aktu-
alnie obowigzujacego warunku plastycznosci (2.2). Poprzez ¢ warunek plastycz-
nosci wchodzi do prawa odksztalcenia. Tak wiec, gdy @ (s;;) = s, 8 = 2k2
(gdzie k oznacza granicg plastycznosci przy czystym scinaniu), to ¢ = 2G—
—2kle;; e;;)V®. Poniewaz g jest funkcja skalarng, réwnanie tensorowe (2.14)
narzuca wspdlosiowodé dewiatoréw naprezenia i odksztalcenia w ciagu calego
procesu odksztatcen plastycznych. Stad wniosek, Ze poslugujac sie prawem
fizycznym (2.14) (réwnania Hencky’ego-Iliuszina), otrzymaé¢ mozna rozwigzanie
problemu brzegowego, jesli proces obcigZenia zapewnia niezmienno$é kierunkéw
gltéwnych. W zagadnieniach powlok warunek ten moze by¢ spelniony tylko w wy-
jatkowych przypadkach, gdyz dopuszcza on tylko taka redystrybucje sil wewne-
trznych, ktéra nie zmienia kierunkéw gléwnych naprezen i odksztatcen.

2.10. Réwnanie fizyczne teorii plastycznego plymiecia wiaze bezposrednio
sktadowe tensora naprezenia i tensora przyrostéw (predkoscei) odksztalcen,
a mianowicie

(215) é,j = }.S,’j"*f—.s.','j/ZG, 81’; = 0, gy = SKE,',.

Wystepujaca w (2.15) 4 jest funkecjg skalarng podlegajacg wyznaczeniu z wa-
runku plastycznodei (2.2). Jesli rozpatrywaé material sztywno-plastyczny, tzn.
gdy odksztalcenia sprezyste mogg byé uwazane za male w poréwnaniu z pla-

stycznymi, to zachodzi &; =0, a odpowiednie prawo fizyczne nazywane
prawem plyniecia przyjmuje postad
(2.16) &y = 25ij,

okreslana jako zwiazki Levy’ego-Misesa. Formalnie przypominajg one réwnania
nieliniowego pelzania, przedstawione zwigzkami (2.13). Reprezentujg one je-
dnak zupelnie odmienne zjawiska, poniewaz dla materialu plastycznego
dodatkowo zachodzi warunek plastycznosci (2.2). Jesli np. @ = si5; = 2k%,
to A= (&;&;/2kR*)'%, a tym samym réznica pomiedzy zaleznodciami (2.13)
i (2.16) jest widoczna.

2.11. Zwigzki teorii plastycznego plyniecia stanowig podstawe teorii nos-
nosci granicznej konstrukcji (por. W. Pracer [96 a, b], P. G. HonGe [49 f]
oraz [111 a]) i teorii optymalnego ksztaltowania konstrukeji plastycznych.

Przez odpowiednie kombinacje zwigzkéw fizycznych dla osrodkéw sprezys-
tych, lepkich i plastycznych otrzymuje sie bardziej zlozone modele cial niespre-
zystych. Takie zlozone modele nie byly jednak jeszcze stosowane do analizy
zagadnien naprezenia i odksztalcenia powlok.

3. Zaloienia teorit powlok

3.1. Dla kompletnosci przedstawienia omawianych zagadnien wydaje sie
niezbedne przytoczenie podstawowych zalozen teorii cienkich powlok (por.
[34a]). Przypusémy, ze poczatek prostokatnego uktadu wspdirzednych x;,
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(f =1, 2, 3) umieszczony jest na $rodkowej powierzchni powloki w ten spo-
s6b, ze ¥, jest skierowana wzdluz zewnetrznej normalnej do tej powierzchni.
Przy zatozeniu o3 = 0, stan naprezenia w powloce zostaje jednoznacznie okres-
lony przez pi¢é skladowych tensora naprezenia, mianowicie o, 1 0,9 (af = 1, 2).
Jedli grubosé 2H powloki jest mata w poréwnaniu do jej gléwnych promieni
krzywizny (tzn. 2H /o, < 1), to stan naprezenia moze byé okreslony w zalez-
nosci od naprezer wypadkowych, zdefiniowanych nastgpujgco:

H H o
(3.1) Ny = f Oupdity, My = J CupXydx;, O, = j Gosdy.
“H ~H ~H

Przedstawiajag one odpowiedni tensor sil blonowych N,,, tensor momentéw
M, oraz wektor sit poprzecznych O;. W ten sposéb stan naprezenia w powtoce
o okreslonej grubosci zostal sprowadzony do stanu wypadkowego, odniesionego
do érodkowej powierzchni powloki nieodksztatconej.

3.2. Jedli wydluzenia i krzywizny powierzchni $rodkowej oznaczyé odpo-
wiednio przez A,p 1 ., to stosowane w teorii powlok zalozenie o prostych nor-
malnych pozwala okredlié stan ‘odksztatcenia dowolne] warstwy w zaleZnosci
od 2 i 2., Odpowiednie zwigzki maja postaé

(32) Eqp = 2aﬂ+x3%aﬂ) Euy = 0.

Wielkosci Aqp 1 %, Wyrazajg sie z kolei przez przemieszczenia stosownie do zna-
nych zwigzkéw miedzy przemieszezeniami a odksztalceniami. Warunek g, =0
oznacza, ze nie s3 dopuszczone odksztaicenia wywolane sitami poprzecznymi.
Poniewaz uklad odniesienia jest zwiazany z nieodksztalcona powierzchnig
¢rodkows, a wiec niezmienny w czasie, to przez odpowiednie rézniczkowanie
wzgledem czasu z réwnania (3.2) otrzymuje sig analogiczne zwiazki réwniez
migdzy predkosciami. Stosownie do przytoczonych zatoZend teorii cienkich po-
wlok wyrazenie na energie odksztalcenia redukuje si¢ do nastepujacej postaci:

H
; 1 1
(33) VZ? fcr,-jeijdx3 =7(.Na/])tal}+Mal]%aﬂ).
~H

Podobnie jednostkowe rozpraszanie energii wyraza sig¢ w zaleznoéci od sit
wewnetrznych 1 predkosci odksztalcenia powierzchni $rodkowej powloki.

3.3. Wobec postugiwania sie wielko$ciami (3.1) réwniez zwigzek fizykalny
dla powlok powinien wyrazaé sie w zaleznoéci od Mg, Nop, Q. 0raz s.p, Aup, Eu
i ich pochodnych wzgledem czasu. Odpowiednia dla powlok postaé zwigzku
(2.1) jest wiec nastepujgca:

(3.4) F(Nag, Nugy ooy Miupy ooy Dy ooy %apy ooy Ty 8) = 0.

Dla materialéw wykazujacych ceche plastycznosci nalezy réwniez odpowied-
nio przeksztalcié réwnania plastycznoser (2.2) do postaci

(3.5) F(Nyp, M,;) = const,
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jesli pomingé¢ wplyw sil poprzecznych na uplastycznienie elementu powloki.
Jak widaé z poréwnania zalezno$ci (2.2) i (3.1), sprowadzenie warunku plastycz-
noéci do postaci (3.5) nastepuje na drodze pewnej transformacji catkowej, zwig-
zanej ze zmiang wymiardw przestrzeni.

4. Liniowa lepko-sprezysto§é

4.1. W zwiazku z zalozeniem o plaskim stanie naprezenia warstw powloki
i wobec g, = 0 réwnanie fizykalne (2.3) przy pominieciu czlonu termicznego
sprowadza si¢ do nastepujacej postaci

3KP—2GQ

(4‘.1) P(Taﬂ = ZGQ[Eaﬂ+ ﬁ‘msﬂ.éaﬂ], a, ﬁ = 1, 2,

gdzie operatory P i Q sg okreslone zaleznosciami (2.4). Wykorzystujac w (4.1)
zalozenie o prostych normalnych otrzymuje sie

(4.2) Py = 2GQ [yt ¥s2unt AL+ 8y%ap) 0ap] »

gdzie A = (3xP —2GQ)/(3%P + 4GQ). Jesli ponadto wprowadzi¢ de-
finicje sit wewnetrznych (3.1) oraz wzig¢ pod uwage niezalezno$é operatoréw
P i Q od wspélrzednych przestrzeni fizycznej, to otrzymuje si¢ nastepujacg po-
staé zwigzkéw miedzy silami wewnetrznymi a odksztalceniami powierzchni
$rodkowej powloki:

(4.3) PN,y = 4HGQ (gt Aly, bog)s

(4.4) P M.y = = HGQrpt Ay, ).

Z powyzszych zaleznosci widaé, Ze sily blonowe powoduja w materiale li-
nowo lepko—spregystym tylko wydiuZzenia powierzchni $rodkowej, a momenty
wywolujg tylko jej zakrzywienia. Tak wiec rozklad naprezen po grubosci ulega
jedynie zmianie w czasie, nie nast¢puje natomiast Zadna redystrybucja sil pomie-
dzy momentami i silami blonowymi.

4.2. Zalezno$¢ zwigzkow (4.3) i (4.4) od czasu moze by¢ usunigta poprzez
zastosowani» transformacji Laplace’a.

w*(x,s) = [ e=u(x, t)dt, (por. np. [36a], [12a]).
0
Woéwezas otrzymuje sie

(4.5) N2y = 4HGQ(s) P~ (5) M2+ A (5)25, 6ug],

(4.6 Mty = 2 HGQUP ()t A5 b
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pod warunkiem, ze dla ¢ = 0 powloka znajduje sie w spoczynku. Zwiazki
(4.5) i (4.6) sg formalnie identyczne z odpowiednimi zaleznosciami dla powlok
liniowo sprezystych. Réznica sprowadza si¢ do «talych» materialowych, ktére
w przypadku lepko-sprezystosci zostaja sprowadzone do tzw. «towarsyszonych
moduldw» (por. P. M. Nacupr i W. C. ORTHWEIN [77a]).

Jesli poddaé transformacji réwniez pozostale réwnania (tzn. dynamiczne
i kinematyczne oraz warunki brzegowe), to zagadnienie analizy rozpatrywanych
powlok lepko-sprezystych sprowadza si¢ do rozwigzania odpowiedniego
problemu sprezystosci liniowej. Tak wiec gdziekolwiek znane jest rozwigzanie
stowarzyszonego zadania spreZystego, wynika tylko problem dokonania trans-
formacji odwrotnej, co jednak na ogdl nie jest latwe.

Liczba dotychczas dostgpnych rozwigzan konkretnych zagadnien teorii
powlok lepko-sprezystych jest niewielka. P. M. Nacupr 1 W. C. ORTHWEIN
[77a) analizowali zachowanie si¢ plaskiej powloki kulistej poddanej dzialaniu
obrotowo symetrycznego obcigzenia dowolnie zmieniajacego sie w czasie.
Dla uzyskania rozwigzan odnoszacych si¢ zaréwno do powlok wykazujgcych opdz-
nienie sprezyste, jak 1 wykazujacych liniowe pelzanie zastosowali oni podwdjng
transformacje (tzn. Laplace’a z nastepujgca po niej transformacja Hankela),
co pozwolito na odwrdcenie otrzymanych zwigzkéw. Podano szczegdlowe wy-
niki odnoszgce sig do obciazenia impulsem ciénienia.

4.3. Analiza traktujaca o zagadnieniach powlok dla ogélnego modelu ciata
nie moze byé na ogét przedstawiona w takiej postaci, ktéra pozwolitaby inzy-
nierowi na ilo§ciowg oceng zjawisk, Dla tych celéw warto przeprowadzié
rozwazania odnoszjce si¢ do najprostszych modeli cial liniowo-lepko-sprezy-
stych.

Rozpatrzmy powloke wykonang z materiatu wykazujgcego opdsmienie spre-
gyste, a poddang dzialaniu ustalonego obcigzenia. Dla takiego oérodka operatory
P, Q majg postaé (2.5). Przy ustalonym obciazeniu prowadzi to do zwigzku
fizykalnego s,; = 2Ge;;-+2ne;;, podezas gdy zmiana objgtosci jest natychmiasto-
wa 1 czysto sprezysta, &; = 0;4/3K. Catkowanie prawa odksztalcenia przy
zerowych warunkach poczatkowych dla dewiatoréw odksztalcenia prowadzi
do wyniku e;; = (1—e™"C)(s;;/2G). Jedli te zaleznosé przedstawié w postaci
wiadciwej powlokom, otrzymuje si¢ zwigzek

' 1 » 1 1
(4‘7) Eup = —2?(1 —e lfIG) (Uaﬂ_ '3—0'” (Sal})—'—ﬁaw 5(1/3 ,

a po wykorzystaniu definicji sit wewnetrznych (3.1) nastepujaca postaé zalez-
nodci fizycznej:

1 1 1
(4‘.8) ZH/’{ap = ﬁ (1 —e~"!/G) (Nap - ?Nﬂ, 5#})"— '3—]Z.NW 5,11;

i analogiczng laczaca tensory momentéw i krzywizn.
Jest widoczne, Ze z wyjatkiem czysto sprezystego odksztatcenia objetoscio-
wego wszystkie sktadowe tensora odksztalcenia wzrastajs dazgc do wartosci
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odpowiadajgcych powlokom sprezystym. Dla materialéw niescidliwych a wy-
kazujacych opéznienia sprezyste na $cinanie otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia
na skladowa promieniowsg i skfadowe styczne wektora przemieszczen:

w J ] —l’I/G
(+9) oL Jomeo
Analogicznie dla powlok z nieécisliwego materialu wykazujgcego Lniowe pel-
zanie otrzymuje si¢ odpowiednio

(10 =Ll b 5

przy czym wF uf oznaczaja cze$¢ sprezysty przemieszczenia. Zaleznosei typu
(4.10) postuzyly do sformulowania przyblizonych teorii pelzania konstrukeji
betonowych i zelbetowych (W.H. GranviLriE [41a]). Teorie te zakladajg,
ze czasowo zalezna cze$¢ pdl naprezen i odksztalcen ma te samg konfiguracje
przestrzenng co i odpowiednie wielko$ci sprezyste, tzn. w przypadku powlok
otrzymuje sie zaleznosci M,z = MEp(2), u, = uip(?) itd (por. H. MUGURUMA
[76a]).

Ogdlne zaleznosci miedzy wielkosciami dynamicznymi a kinematycznymi
dla powlok lepko-sprezystych analizowali I. I. GOLDENBEAT 1 N. A. NIKOLA-
1ENKO [43a, b], W. Nowackr [80a], a dla ortotropii I. E. ProkorowICZ [98a].
E. TuncGL [122a] rozpatrzyla problem «przeskoku» dla ptaskiej powloki lepko-
sprezystej wykazujacej pelzanie i opéznienie sprezyste (model ¢standardowy »).
Uwzglednienie geometryczne] nieliniowosci zwigzkéw pomiedzy odksztalceniami
a przemieszczeniami prowadzi do efektu przeskoku, ktéry dla materialu o ce-
chach lepkich pojawia si¢ przy mniejszych intensywnosciach nagle przylozonego
ciénienia niz dla powloki idealnie sprezystej. Problem przeskoku dla elementu
powloki walcowej rozpatrywat Z. BycHawski [l4a].

4.4, Wéréd teoril postulujacych prawo fizyczne w postaci (2.7) najszersze
zastosowanie znalazla teoria postugujaca si¢ funkcjg pamieci ¢ = (Co+4/[7)x
x[1—e=""9], postulujaca ponadto liniowg proporcjonalnosé¢ pomiedzy od-
ksztalceniami podluZnymi i poprzecznymi w calym procesie pelzania (N. Ch.
ARUTUNIAN [6a]}). :

W przypadku teorii dziedziczenia zwigzek miedzy naprezeniami a odksztal-
ceniami w kazdej warstwie powloki przyjmuje nastepujacy postaé:

O ¥ Oq Y
(#11)  ep= o2y, 5 fK ( 2 _ a'waap)dr,

gdzie K = —3aK, /at, co w konsekwencji zalozeri teorii powlok prowadzi do réw-
nania

t
(4.12) —Z-H%,, M My, Sap — f K(t,7) (ﬂ —y Mo 50:11)‘171'-

3 2G E 2G E
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Analogiczng zalezno$¢ do wigzacej momenty z krzywiznami otrzymuje sie
dla sit blonowych i wydluzed. W przypadku niezmiennych obcigzed, jesli
ponadto E = const, v = const, pelzanie okreslone jest przez proste zaleznosci

(+13) P )

ua o

przy czym ¢(¢, 7) jest funkcjg pamigci danego materiatu.

Jesli postugiwaé si¢ zwigzkami (2.8) bez upraszczajgcego zatozenia, ze K, =
= K, to zawarta w (4.13) analogia pomiedzy pelzaniem a odksztalceniami
sprezystymi nie obowigzuje. Dla takiego ogélnego przypadku odpowiedni
ukiad réwnai rézniczkowo-catkowych problemu pelzania przytoczony jest
w pracy [43a]. Dotychczas jednak nie sg znane zadne rozwiazania probleméw
spelniajacych takie zwigzki fizykalne.

Zaleznos¢ (4.13) moze stuzyé do przyblizonego okreslania odksztalcen
pelzania, jesli znana jest funkcja pamigci dla jednoosiowego stanu naprezenia
oraz znane jest rozwigzanie problemu sprezystego. Tego typu wyniki odnoszace
si¢ do powlok walcowych znaleZé mozna w pracach I. I. GoLDENBLATA 1 N. A.
NIroraJENKI [43b] oraz E. A. Davisa [20a].

Zachowanie si¢ malo wynioslej powloki kulistej analizowat M. R. FrLoman
[31a]. Przypadek nieliniowo$ci zwigzkéw kinematycznych dla tego typu kon-
strukeji studiowany jest w pracy M. I. EstriNa [29a]; G. S. GRIGORIAN [44a]
rozpatrywal pelzanie powloki zelbetowej w dazeniu do uzyskania zwigzkéw
okredlajacych redystrybucje sil miedzy betonem i stala w procesie pelzania.
Mimo rozpowszechnienia teorii dziedziczenia liczba opracowarl dotyczgcych
powlok jest niewielka.

4.5. Poniewaz temperatura wplywa zardwno na stale materialowe, jak i na
zwigzki pomig¢dzy naprezeniami a odksztalceniami, wspdlczesnie obserwuje
si¢ tendencje do analizy konstrukeji powierzchniowych z uwzglednieniem
gjawisk termo-lepko—sprezystych dla proceséw statycznych 1 dynamicznych.
M. Z6rawsKI [128a] rozpatrywal zamknieta powloke kulista poddang obcigzeniu
impulsem cieplnym. Inne prace z tego zakresu dotycza efektéw termicznych
w powlokach grubosciennych [la], [7a, b], [48a], [103a, b]. M. A. ZaDp0jaN
[125a] rozpatrywat petzanie walca w sformutowaniu liniowej teorii dziedziczenia
traktujgc jadro odpowiedniego réwnania catkowego problemu jako zalezne
od temperatury w nastepujacy sposdb:

4 0
K(t) T, T) = EoeV ;4T"aT [(P(T, t)euT]
(7, u 0znaczajg state materialowe, E, modul sprezystosci w temperaturze odnie-
sienia).
5. Pelzanie ustalone
5.1. W zakresie zagadnieni nieliniowej lepko—sprezystosci uwaga koncentruje

si¢ dotychczas gldwnie na problemach pelzania stacjonarnego. Daje ono bowiem
mozliwo$é zbadania takich specyficznych cech niesprezystego zachowywania
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si¢ konstrukeji jak redystrybucja napreger w stosunku do stanu sprezystego
oraz wyboczenie «pelzajqce».

Liczba proponowanych zwigzkéw miedzy naprezeniami a predkosciami
odksztalcen pelzania jest znaczna. Istnieje szereg opracowan przegladowych
traktujacych o tych zwigzkach fizycznych (F. K. G. Opqvist [81a], 1. FinNIE
[33a]), o wyboczeniu przy pelzaniu (N.]. Horr [54b]) oraz monografie
(L. M. Kaczanow [63c], F. K. G. OpqQvist i J. HuLt [82a]), omawiajace
zagadnienia od strony postaci funkeji (2.2) dla pelzania, a zaleznosci (2.11)
dla stacjonarnego pelzania.

Dla celéw analizy pelzania powlok niezbedne jest okreslenie bezpo$rednich
zwigzkéw miedzy wielko$ciami dynamicznymi a kinematycznymi. Najbardzie;j
rozpowszechnione prawo pelzania & = k(£)¢", uogdlnione na przestrzenny stan
naprezenia, przyjmuje w zadaniu plaskim nastepujaca postaé:

1—1

(5.1) bup = Bsyisu) ® [0a(1f3) 0pdus], by = —by.
Po odwroceniu zwigzkéw (5.1) otrzymuje si¢ zaleznoéci
n—1
(5.2) Oap = (EaptEy; 0ap) [ B" (15 €:5) 2
Wobec zalozonej niesci$liwosci &, = 0, kwadratowy niezmiennik stanu od-

ksztalcenia wystepujacy w (5.2) moze byé przedstawiony jako &;&; =
=&, 5,5+ Exatpp, @ po Wyprowadzeniu zalozenia o prostych normalnych przyjmuje
on nastgpujacg postaé:

(5-3') éijéij - }.aﬂj.aﬁ—l_iaaiﬂﬁ—'l_ ZxS(j.aﬂkaﬂ—*_iaakﬂ[})+x‘§)(”.‘}aﬁkaﬁ+;’£da7‘5ﬂﬂ) -

= Py +4-2x3Pg+x3Py = P.
W powyzszym wzorze przez Pr, Pry, Py oznaczono odpowiednie niezmiennicze
wielko$ci tensoréw kinematycznych powierzchni drodkowej. Wykorzystujac

zwigzki (5.3) w zalezno$ciach (3.1) otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia na
sily wewnetrzne:

(5.4) Nag = (Qap+ Ay Oup) Lot (Rap-7yy Oap) Lo«
(5.5) Mg = (haptdyy Oup) Lo (%ap—+2ap Oap) Is,
gdzie

H
(5.6) Is=-l%f%dxa, s=1,2,3,

ktére to wielko$ci mozna interpretowaé kolejno jako uogdlnione pole, moment
statyczny 1 moment bezwladnosci przekroju powtoki.

Jest bezposrednio widoczne z powyiszych zaleznosci, ze wszystkie wielkosci
dynamiczne i kinematyczne sq w ustalonym pelzaniu wzajemnie zwiqzane. Zalez-
noéci te sg bardziej ztozone, niz by to wynikalo z prostej superpozycji stanu
blonowego i gietnego. Sily blonowe s3 polaczone zaréwno z wydluzeniami

4 Mechanika teoretyczna
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jak i zakrzywieniami powierzchni $rodkowej. Nie istnieje wigc mozliwosé oddziel-
nego rozpatrywania stanéw membranowego i zgieciowego z wyjatkiem bardzo
szczegbélnych problemdéw brzegowych.

Z uwagi na postaé zwigzkéw (5.4)-(5.6) rozwigzanie problemdéw brzegowych
pelzania w zamknigtej postaci jest mozliwe tylko w nielicznych szczegdlnych
przypadkach. Na ogél stosuje si¢ metody numeryczne i wariacyjne.

Nieliniowoé¢ zwigzkéw (5.1) powoduje istotne réznice w polu sit pomiedzy
rozwiazaniem dla liniowej sprezystosci a rozwigzaniem zagadnienia pelzania.
Réznice sy tym bardzie] wyraine, im «wyZsza» jest nieliniowo$¢ réwnania
fizycznego. Réznice obejmujg réwniez, co jest zrozumiale, zaleznos$é miedzy
obcigzeniem a przemieszczeniem powloki.

5.2. Badaniu wplywu nieliniowosci zwigzku fizycznego na pole sit wewnetrz-
nych w powloce poswigcona jest praca M. P. BiENka i A. M. FREUDENTHALA
[11a]. Analiza przebiegu sil wewngetrznych w poblizu brzegu powtoki walcowe;j
wykazala, Zze szczyt momentu zostaje (w poréwnaniu do rozwizzania liniowo-
sprezystego) znacznie zmniejszony 1 zmienia sie¢ charakter wspélpracy sit
blonowych i momentéw przy przenoszeniu obcigzer. W. I. RozensLum [102a]
zastosowal metode wariacyjng do badania zalezno$ci pomigdzy ci$nieniem
a przemieszczeniem promieniowym dla powloki walcowej. C. R. CALLADINE
[15a] wyznaczyl dla pét-nieskonczonej powloki walcowej na drodze catkowania
numerycznego zasi¢g I przebieg «efektu brzegowego». Zagadnieniom redy-
strybucji sit w powlokach po$wigcona jest praca H. PoriTskY’EGo [95a].

Wyznaczeniem przemieszczen powlok walcowych znajdujacych sie w stanie
ustalonego pelzania zajmowal si¢ A. E. Gemma [37a, b], a dla powlok obrotowo-
symetrycznych L. M. Kaczanow [63b, c]. A. E. Gemma 1 J. T. WAaRFIELD
[38a] wyznaczyli zalezno$é miedzy ciénieniem a przemieszczeniem promienio-
wym dla zamknietej elipsoidy.

5.3. Zamkniegtg postaé rozwigzani probleméw pelzania mozna uzyskaé przez
zastosowanie prawa fizycznego w «zlinearyzowanej» postaci. Linearyzacja jest
tu jednak dosy¢ szczegélna i polega w zasadzie na uogdlnieniu zwigzku
& = ko” na zlozony stan naprezenia nie w postaci ;€; = B%(s;s;;)", lecz w po-
staci &;—& = B(o;—0;)" (i,7=1,2,3). Réinica tych podejéé tlumaczy si¢
tak, jak réznica pomig¢dzy warunkiem plastycznosci Hubera—Misesa a warunkiem
najwigkszego naprezenia stycznego (por. A. M. Wanr [124a], W. I. Rozen-
BLUM [102c], por. réwniez C. R. Carrapine i D. C. Drucker [16a]).

Tego typu podejscie zastosowali E. T. Onat i H. YUKsSEL [87a] do analizy
pelzania powlok walcowych, uzyskujac zamkniets postaé zwigzku na przemiesz-
czenia, oraz W. I. RoziNBLUM [102e] przy rozpatrywaniu pelzania powlok
znajdujacych sie¢ w blonowym stanie naprezenia.

5.4. Zaleznoé¢ (5.1) mozna wykorzystaé do poszukiwania grubosci powlok
znajdujgcych sie w stanie bfonowym, a charakteryzujacych sie jednakows
predkoscig pelzania we wszystkich punktach powloki (tzw. powloki «dwno-
miernego pelzania» por. [63c]). Wiéwezas zachodzié musi &;€; = const,
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co z kolei stosownie do (2.12) jest réwnowazne warunkowi s;s; = const.
Wykorzystujac definicje sil blonowych otrzymuje sie zaleznosé

(5.7) NogNoyp— (4[9) Ny Ny = 4H2¢,

gdzie ¢ jest dang stalg. Poniewaz w stanie blonowym N, jest okreslone z réwnan
réwnowagi, zalezno$é (5.7) podaje zmiang grubosci powloki.

5.5. Jedna z charakterystycznych cech nieliniowej lepko-sprezystosci jest
zjawisko wyboczenia «pelzajqcegon. Okazuje sig, ze po uplywie dostatecznie
dlugiego okresu czasu predkosci odksztalcert nieogrvaniczenie wzrastajq, a tym sa-
mym proces odksztalcenia staje si¢ niestateczny dla kazdej wartosci obcigzenia
(por. N. J. HorF [56b, c], Ju. N. RaBotnow [99c¢], S. A. Szesterixow [120a]).
Tak np. dla preta $ciskanego osiowo, a charakteryzujacego si¢ odchylka od stanu
idealnego, istnieje czas krytyczny . skorficzony taki, przy ktérym predkosé
narastania odksztalcen staje si¢ nieskoriczona. Zagadnienia niestatecznosci
pelzania — podstawy i analiza wyboczenia prostych konstrukeji omawianc
sg w pracach przegladowych N. J. Horra [54b], Ju. N. RaBorNowa i 8. A.
SzrsTERIKOWA [100a], B. F. pE VEUBECKE [123a] oraz w monografii [82a]
(por. tez [39a]).

Niestateczno$é procesu pelzania powlok walcowych poddanych dziataniu
osiowego sciskania i ci$nienia wewngtrznego pierwszy analizowal E. Sunp-
stroM [118a]. N. J. Horr, W. E. Jasuman 1 W. Nacusar [55a] rozpatrzyli
stateczno$é walcowej powloki sandwiczowej przy poprzecznym ci$nieniu
(por. tez. A. P. Kuzniecow i L. M. Kurszin [69a]). Zagadnieti z pogranicza
wyboczenia przy pelzaniu dotyczy praca C. R. CALLADINE A [15b] rozpatru-
jaca rozprzestrzenianie sie faldy w powloce walcowe;j.

5.6. Nieliniowe pelzanie zamkniete] kuli na gruncie nieliniowej teorii dziedzi-
czenia rozpatrywali N. Cu. Arutunian i M. M. Manukian [7b]. Wplyw tempe-
ratury na stateczno$é i zniszczenie powlok analizowany jest przez Wan TEIN
i R. Kirxa [121a]. Praca ta zawiera dane do$wiadczalne odnoszace sie do
przyspieszonego pelzania powlok walcowych. J. P. ELLINGTON [27a] rozpatrywal
pelzanie powloki walcowej stosujac prawo fizyczne zawierajgce czas explicite.
Stosujgc zaleznodei nieliniowej toeril dziedziczenia i nieliniowe zwiazki kine-

matyczne M. I. Rozowskr [103b] analizowat pelzanie powlokt kulistej. Zagadnien
zblizonych do stacjonarnego pelzania powlok dotyczg ponadto prace [33b],
[9a], [127a].

6. Teoria malych odksztalcen sprezysto-plastycznych

6.1. Stosownie do zalozeri «odksztalceniowej» teorii plastycznosci odksztal-
cenie objgtodciowe jest czysto sprezyste, a prawo odksztalcenia postaciowego
postuluje proporcjonalnogé dewiatoréw naprezenia i calkowitego odksztatce-
nia. W przypadku powlok odpowiedni zwigzek przybiera postaé
(6.1) Oup = Aeupt6,,008), a,f=1,2,
gdzie A = [sys;/eey]?  i,j=1,2,3.

4+
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Jak to bylo juz podkreélane uprzednio, do analizy progeséw malych odksztal-
cen plastycznych niezbedna jest znajomodé réwniez warunku plastycznosde.
Zalézmy, ze warunek plastycznosci podany jest w postaci regularnej funkeji
niezmiennikéw stanu naprezenia. Najprostsza postacig takiej funkeji (niezalez-
nej od cidnienia hydrostatycznego) jest warunek plastycznosci Hubera-Misesa,
reprezentujacy krytyczng (dla danego materiafu izotropowego)’ wartogé
jednostkowej energii odksztalcenia postaciowego. Poniewaz gesto$¢ energii
odksztalcenia postaciowego okreslona jest kwadratowym niezmiennikiem de-

. . . . 2 .
wiatora naprezenia, omawiany warunek ma postaé D = g;s;; :763’ gdzie

g, oznacza granicg plastycznosci w jednoosiowyin stanie naprezenia. W plaskim
stanie naprezenia otrzymuje si¢ odpowiednio @(o,) = 30ap0us — 0oe0pp— 205 = 0,
Dla materiatu idealnie plastycznego zachodzi @ = 0, a wiec warunek plastycz-
nosci nie zmienia si¢ w procesie odksztalcenia plastycznego, podczas gdy dla
materiatu wykazujacego wzmocnienie plastyczne @ > 0. Przypadek @ < 0
odpowiada odcigZzeniu, ktére w mys! zalozZen teorii odksztalceniowej jest czysto
sprezyste.

6.2. Prawo fizyczne teorii malych odksztalcen sprezysto-plastycznych dla
omoéwionego warunku plastyczno$ci przyjmuje nastgpujacg postaé:
(6.2) Top = 0o(2[3eij€i;) " (eapt2yy Oup),
a wigc naprezenia s3 jednoznacznie okres$lone przez odksztalcenia i modut
plastyczno$ci materialu o, Na podstawie zaleznodci (3.1) i (3.2) otrzymuje sie
bezposrednie zwiqzki miedzy silami wewngtrznymi a odksztalceniami powierzchni
Srodkowej, mianowicie

(6.3) ' Nog = (AaptAyy Oup) Ly + (sapt%y Oup) Loy
(6.4) M, = (}“aﬁ"f“ﬂ'vy Oup) Lot (Haptryy Oup) L3,
gdzie
b4
(6.5) L= 0y(2)3) [ (579 (ee)¥2dny, s=1,2,3.
-H

Dla materialu ze wzmocnieniem oczywidcie o, wystepuje pod znakiem calki.
Wyrazenia (6.5) mozna interpretowaé kolejno jako zredukowane pole, moment
statyczny i moment bezwladnoéci przekroju powloki. Poniewaz e;;e; dla
powlok wyraza si¢ poprzez niezmiennik ee.p+¢,,650, ktéry wobec zatozenia
(3.2) jest wielomianem drugiego stopnia wzgledem x,, to catki (6.5) dajg sie
wyznaczyé i zwigzki (6.3) oraz (6.4) otrzymuje si¢ w postaci zamknigte;.

6.3. Wyrazenia (6.3) do (6.5) wraz z warunkami réwnowagi i zwigzkami
geometrycznymi, lgczacymi Ay, x,; ze skladowymi o, u, (« ='1,2) wektora
przemieszczenia, przedstawiajg uklad réwnan teorii powlok sprezysto—plastycz-
nych, ktéry wymaga rozwigzania dla aktualnych warunkéw brzegowych.
Z zaleznosci tych widaé, ze elementy stanu zgieciowego i blonowego wcho-
dzg do obydwu réwnan definiujacych sity wewngtrzne. Wynika stad wniosek,
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ze w ogélnym przypadku nie jest mozliwe rozdzielenie rdéwnan teorii powlok
plastycznych na grupy dotyczace odpowiednio stanu zgieciowego i stanu blo-
nowego, jak to ma micjsce w tcorii powlok sprezystych (por. [34a]). Fakt ten
wskazuje na odmienno$¢ zagadnien powlok plastycznych w poréwnaniu ze
sprezystymi. Rozdzielenie stanu momentowego od stanu blonowego naste-
puje jedynie dla szczegdinych przypadkéw odksztalcenia, takich mianowicie
gdy I, = 0 (co oznacza, ze wyrazenie ¢;e;; jest symetryczne wzgledem po-
wierzchni $rodkowe;j).

Bezposrednie catkowanie réwnan teorii powlok sprezysto—plastycznych
nie jest w ogblnym przypadku mozliwe. W dazeniu do rozwigzania problemdéw
brzegowych stosuje si¢ wiec metody przyblizone, ktére mozna podzielié na
metody wariacyjne i metode rozwiazan sprezystych (A. A. Iriuszin [58a]).

64. W mefodzie rozwigzan spreiystych stosuje si¢ droge kolejnych przy-
blizen. Jako zerowe przyblizenie traktuje sie¢ rozwigzanie liniowo-sprezyste
danego problemu brzegowego. Znajac pole przemieszczenn wyznacza sig e,
co z kolei pozwala na obliczenie wiclkosci (6.5), a tym samym na przedstawienie
sil wewnetrznych w zalezno$ci od przemieszczen. Podstawienie tych zwigzkéw
do réwnan réwnowagi prowadzi do zaleznoéci rézniczkowych na przemiesz-
czenia. Z uwagi na nicliniowo$¢é prawa fizycznego tak otrzymane réwnania
réznig si¢ od zwigzkow dla powlok sprezystych o pewne dodatkowe czlony,
ktére moga by¢ interpretowane jako odpowiednia zmiana obcigzen (np. jako
specyficzne pole sil cigzkosci). Réwnania przemieszczeniowe wymagaja teraz
rozwigzania dla «zmodyfikowanych» obcigzef przy niezmienionych warunkach
brzegowych. W rezultacie tego kroku otrzymuje si¢ nowe pole przemieszczen.
Postgpowanie powtarza si¢ az do chwili, kiedy réznice pomiedzy rezultatami
dwoéch kolejnych przyblizenn mogg by¢ uznane za dostatecznie mate (por. [58d]).
Jak widaé, sposéb postepowania moze byé uciazliwy. Zbieznoéé metody roz-
wigzan sprezystych badat W. M. Panrrrow [90a], jednak przedstawiony dowdd
zbieznosci nie moze byé uwazany za dostateczny (por. [8a]).

Oméwiong metode kolejnych przyblize zastosowano do rozwigzania kilku
prostszych przypadkéw powtok. Odksztalcenia powloki walcowej pod dzialaniem
obrotowo symetrycznych obciazen rozpatrywane sg w pracach A. A. ILIUSZINA
[58b, ¢, d] i innych [5a], [92a]. I. S. CurkOW analizowal t3 metodg odksztalcenie
malo wyniostej powloki kulistej [18b] oraz przypadek «efektu brzegowe-
go» w powloce walcowej [18a,d,e] réwniez dla powloki ortotropowej *[18c].
R. A. MiEzrumIAN podal réwnania sprezysto-plastycznych odksztalcen cienko-
$ciennych profili otwartych [72a-d].

6.5. Metody wariacyjne stosowane w teorii malych odksztalced sprezysto—
plastycznych oparte sg na zalozeniu, ze wariacja catkowitej energii odksztalcenia
W jest réwna pracy L wykonanej przez obcigzenia zewnetrzne na przyrostach
przemieszczen du; spowodowanych zgodna z wiezami wariacjg stanu odksztal--
cenia, a wiec '

(6.6) 6 [ wav = [ T.suds,
14 s
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jesli poming¢ sily masowe. Na wielkos¢ W sklada si¢ zaréwno energia odksztal-
cenia objgtosciowego, proporcjonalna do niezmiennika g, jak 1 energia od-
ksztalcenia postaciowego, ktéra dla prawa fizycznego (2.14) zalezy od wyraze-

e;i
nia fj Ae;jde;;, gdzie A jest odpowiednig dla przyjetego warunku plastycznosci

1]
skalarnag funkcjg okreslajacg modut odksztalcenia [podobnie jak w (6.1)]. Tego
typu podejscie stosowal A. A. Iiruszin [58b], zas W. M. Panrerow [90b]
rozpatrywal problem doboru najwlasciwszych funkcji na przemieszczenia.
I. 8. Gerasimow [40a] zastosowal metod¢ wariacyjng doanalizy wspétdziatania
sprezysto—plastycznej plyty ze sprezysta powloka w naczyniu ciénieniowym.

6.7 Metody teorii matych odksatalcen sprezysto-plastycznych, gléwnie
metoda rozwigzann sprezysto—plastycznych majg praktyczne znaczenie dla
studiowania poczqtku procesu odksztalcenn plastycznych. W szczegdlnosci ta
teoria moze dostarczyé interesujacych ze stanowiska technicznego informacji
na temat odksztalcen w pierwszej fazie procesu nieodwracalnego. Woéwczas
zalozenie o niezmienno$ci kierunkéw gldwnych tensoréw odksztalcenia i na-
prezenia moze byé zaakceptowane (jesli rozpatrywaé problem ze stanowiska tech-
nicznego, nie matematycznego). Jesli natomiast chodzi o wyznaczenie stopnia
bezpieczenstwa konstrukcji na zniszczenie, to metoda rozwiazan sprezystych
przedstawia niewielka warto§¢ z uwagi na pracochlonno$é obliczen. Ponadto
otrzymane rozwigzania sa przyblizone bez mozliwosci okreslenia bezwzglednego
stopnia doktadnodci wyznaczenia np. obcigzenia granicznego dla powlok. Z tych
wzgledéw obserwuje sie obecnie spadek zainteresowania teorig matych odksztat-
cen sprezysto—plastycznych, szczegdlnie w zastosowaniu do zagadnien teorii kon-
strukcji. Wypierana jest ora w zagadnieniach no$noéci granicznej przez formalnie
poprawniejszg 1 technicznie bardziej efektywng teori¢ plastycznego plynigcia.

7. No§no§é graniczna

7.1. W zachowaniu si¢ konstrukeji wykonanej z materialu idealnie sprezysto—
plastycznego (bez wzmocnienia) mozna w procesie jej obciazania wyodrebnié
dwie fazy, mianowicie: a) stan uzytkowy, b) stan wyczerpania nosnosci. W pierw-
szym przypadku zachodzi przy narastajacych obciaZeniach wzajemnie jedno-
znaczna zalezno$¢ miedzy naprezeniami a odksztalceniami, podczas gdy dru-
giemu sposréd wymienionych stanéw odpowiada niekontrolowany przyrost
.odksztalcen przy ustalonej intensywnosci obcigzenia. Odpowiednia wielko$é
obcigzZenia jest definiowana jako obcigsenie graniczne (nosno$¢ graniczna) kon-
strukeji, ktéremu towarzyszy przeksztalcenie konstrukcji w mechanizm o jed-
nym co najmniej stopniu swobody (mechanizm zniszczenia). Przeksztalcenie
ste konstrukcji w mechanizm zwigzane jest z osiggnieciem przez naprezenia
warunku plastycznosci w okreslonej liczbie obszardw, kontynuacja za$ procesu
odksztalcenia si¢ plastycznego nastepuje bez zmiany liczby i geometrii tych
uplastycznionych obszaréw. Wielko§¢ obcigzenia granicznego moze byé wy-
znaczona na drodze $ledzenia calego procesu obcigzenia konstrukcji od stanu
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sprezystego poprzez sprezysto-plastyczny az do stanu granicznego. Istnieje
tez mozliwos$é bezposredniego wyznaczenia intensywnosci obcigzenia granicz-
nego przez zastosowanie takich metod analizy, ktdre ograniczajg sig¢ do roz-
patrzenia wylgcznie stanu wyczerpania noénosci. W tym drugim przypadku
podstawa analizy jest sztywno-plastyczny model odksztalcania sie materiatu.
Obcigzenie graniczne zwiazane jest przy tym podejsciu z rozpoczeciem sie
procesu odksztalcen plastycznych (por. A. A. GwozpiEw [45a,b], R. HiLL
[47b], W. PRAGER [96a]).

7.2. Analiza stanu granicznej noénosci konstrukcji wymaga wyspecyfikowa-
nia warunku plastycznosei, ktéry nalezy przedstawié¢ w zaleznosci od sit we-
wnetrznych, a wigc dla powlok w postaci F(IN,,, M) = 0, jak to podaje
zalezno$é (3.5). Warunek plastycznoéci tworzy w przestrzeni sit wewnetrznych
N.g, M,; zamknietg hiperpowierzchnig, zawierajacg poczatek przyjetego (karte-
zjanskiego) ukladu odniesienia. Ta hiperpowierzchnia definiowana jest jako
powierzchnia graniczna (powierzchnia plastycznosci). Dla okreélenia ruchu
mechanizmu zniszczenia, oprécz wyspecyfikowania warunku (3.5), potrzebna
jest znajomo$¢ odpowiedniego prawa ruchu, a wigc zwigzku fizykalnego (3.4).
Ruch osérodka (niesztywny) jest okreslony, jesli znany jest zwiazek miedzy
naprezeniami a predkosciami odksztalcen. Poniewaz takimi relacjami postuguje
si¢ teoria plastycznego plyniecia, stanowi ona podstawe teorii no$nosci gra-
nicznej. Teoria plastycznego plynigcia postuguje sie pojeciem stowarzyszonego
prawa plynigcia &; = 199D [doy;; przyjmuje sig, ze warunek plastycznosci D jest
potencjalem dla predkosci odksztalcert plastycznych lub w przypadku nie-
regularnej powierachni granicznej tzw. uogdlnionym potencjalem (W. KoITER
[68a]).

Mozna wykazaé (por. A. Sawczuk, J. RycHLEwskl [114a], M. Save [108a]),
ze o ile zachodzi stowarzyszome prawo plyniecia w przestrzeni naprezen, to
zaleznodci

. oF . oF

(7.1) Jap = vm, Hyp = vém’
opisuja chwilowy ruch tych punktéw powierzchni srodkowej, w ktérych
F(N.p, M.5) = 0. Wielko$ci dynamiczne wystepujgce w réwnaniu powierzchni
granicznej oraz wielkodci kinematyczne Jqp, #.5 oOkreslajg predkosc roxprasza-
nia energii wewnetrznej (ogblnie wyrazajacej sie skalarem d = ¢j; &;), miano-
wicie d = M,px.p+Nopleg na jednostke powierzchni $rodkowej powtloki.
Poniewaz proces plastycznego plyni¢cia jest nieodwracalny, zachodzi d > 0.
Przy wypuklodci powierzchni granicznej fakt ten lacznie z postulatem sta-
tecznodci 0y6; > 0 sluzy do uzasadnienia stusznosci stowarzyszonego prawa
plyniecia (por. [21Dh], [96¢]).

7.3. Sprecyzowanie réwnania powierzchni granicznej jest jednym z podsta-
wowych problemdw teorii no$nosci granicznej, gdyz znajac je okreslamy réwno-
cze$nie kryterium uplastycznienia, jak i na podstawie (7.1) ruch tworzacego
si¢ (w stanie wyczerpania nos$noéci) mechanizmu zniszczenia. W zakresie

vy =0
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formulowania réwnan powierzchni granicznej wyodrebnié mozna dwa podejscia.
Jedno z nich polega na transformacji warunku plastycznosci F(o;) = 0 z prze-
strzeni naprezen do przestrzeni sit wewnetrznych (3.1), drugie natomiast
formuluje bezposrednio zaleznos¢ F(N,,;, M,s) = 0, nie troszczac sie o postaé
warunku plastycznosci «w naprezeniach ». Przewage ma jednak podejécie pierwsze.

Dla zilustrowania tej metody otrzymywania réwnania powierzchni gra-
nicznej dla powlok dokonajmy wymaganej transformacji w przypadku warunku
plastycznosci Hubera—Misesa, tzn.

(72) D = 30’130’.,,3*‘0‘“0’/;”—20'(2) = 0.
Stowarzyszone prawo plynigcia zastosowane do (7.2) prowadzi dla materiatu

niedcidliwego do nastepujacych zwigzkéw miedzy naprezeniami a predkodciami
odksztalcen plastycznych:

1,. . . .
(7.3) Oop = g(gan—i—ﬁw Oap)y  Ean = —&yy.

Podstawienie (7.3) do (7.2) dostarcza zwigzku okreslajgcego parametr v,
mianowicie:

1
7.4 = — .a .a "aa g
(7.4) v /6 (EaplaptEaatpp)

Z poréwnania zaleznosci (7.3) i (7.4) wynika, Ze dla warunku plastycznosci
Hubera-Misesa predkos¢ odksztalcenia plastycznego jednoznacznie okresla
stan naprezenia. W teorii matych odksztalcen sprezysto—plastycznych zachodzity
odpowiednie zwigzki (6.2) miedzy naprezeniami a odksztalccniami. Jedli za-
leznosel (7.2) 1 (7.3) wykorzystaé w réwnaniach definiujgeych sily wewngtrzne,
otrzymuje si¢ nastgpujacy uktad réwnan:

(7.5) Nop = 06(AaptAyy Oap) Li+00(#apt%y; Oap) I,
(7.6) Mop = 00(daptAyy Sup) Lo~ 0o(Fapt 2oy ) L,
gdzie
H
(7.7) I = (1300 [ (&5 p)des, s=1,2,3.
—-H

Poniewaz z (3.2) 1 (7.4) wynika, Ze » jest wielomianem drugiego stopnia
wzgledem x3, to calki (7.7) mozna wyznaczyé. Réwnania (7.4) i (7.5) przed-
stawiajg parametryczng postaé hiperpowierschni granmicznej w przestrzeni sit
wewnetrznych N5, M,s. Eliminujgc niezaleine parametry dochodzi si¢
do bezpodredniego zwigzku F(N,p, M,s) = 0, ktéry jednak w ogélnym przy-
padku nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci zamknietej. Natomiast dla powlok
sandwiczowych otrzymuje si¢ nastepujacy uklad réwnan:

(7.8) 3upTiap+3MapMap~— MegMpg—Nogtipy = 2,
(7.9 31aptep~— Maangy = 0,

gdzie mgp, n,p oznaczajag odpowiednie bezwymiarowe wielko§ci momentéw
i sif btonowych (por. [114a]).
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Réwnanie powierzchni granicznej typu (7.5)-(7.6) podal A. A. ILiuszIN
[58¢c] wychodzac ze zwiazkéw teorii odksztalceniowej, a w nieco innej para-
metryzacji zaleznosci te uzyskat nastepnie P. G. Hopce [49k], (por. tez prace:
W. W. RozpziesTwieNskl [104a], W.I. Jercmow [28a, c], a dla przypadku
uwzglednienia $cinania G. S. SrAPIRO [115a]). A. Sawczuk i J. RYCHLEWSKI
[114a] oprécz podania zwigzkéw (7.4)-(7.5) badali geometryczng strukture
hiperpowierzchni plastycznoéci wykazujgc, ze powierzchnie graniczne dla
szczegolnych przypadkéw geometrii powlok i kinematyki ich plastycznego
odksztaicenia otrzymuje si¢ badZ przez odpowiednie przeciecia, badZz przez
rzutowanie ogélnej hiperpowierzchni do odpowiednich podprzestrzeni.

7.4. W przypadku odcinkowo-Liniowych warunkdow plastycznosci bezposrednie
otrzymanie réwnania powierzchni granicznej w podany wyZej sposéb nie jest
mozliwe. Ponadto dla liniowych warunkow plastycznosci powierzchnie graniczne
nie koniecznie s3 liniowe (w przestrzeni sit wewnetrznych). Dla warunku
Coulomba—-Treski réwnania powierzchni granicznej w przypadku obrotowo-
symetrycznych powlok podali E.T. OnaT i W. Prager [86a], E. T. ONAT
[85a] oraz P. G. HopnGE [49 a, b], a dla szczegblnego przypadku powloki walco-
wej D. C. DrUCKER w pionierskiej pracy z zakresu teorii nosnosci granicznej
powlok [21a], (por. tez [49d, e, f,]). Dla powlok sandwiczowych réwnania po-
wierzchni granicznej sa odcinkowo liniowe (por. P. G. HobpGe [44a, i, 1]),
W. Prager [96d)]).

Nieliniowos¢ zwigzkéw F(N,p, M) = 0 prowadzi w  konsekwencji do
nieliniowych rézniczkowych réwnan problemdéw no$nosci granicznej powlok,
a tym samym ogranicza powaznie klas¢ zamknigtych rozwigzan. Linearyzacje
réwnan mozna uzyskaé przez linearyzacj¢ powierzchni granicznej, co osiaga
sle np. przez zastqpienie rzeczywistej powloki odpowiednim modelem sandwi-
czowym (por. Ju. N. RaBotnow [99b], W. I. RozensrLum [102b]).

7.5. W daieniu do uzyskania zamknigtej postaci rozwigzan probleméw
brzegowych stosowang praktyks jest uzywanie zamiast «dokladnych» réwnan
hiperpowierzchni granicznych (otrzymywanych przez transformacje aktualnie
stosowanego warunku plastycznodci) pewnych ich przyblizen. Nastgpuje to
np. badZ przez pominiecie wplywu niektérych sil wewnetrznych (D. C. DRUCKER
i R. T. SHI1ELD [24a)], [117a]), badZ rozdzielenie w warunku plastycznosct wplywu
zginanmia 1 stanu blonowego (tzn. zamiast np. F(N., M,) = 1 stosuje sig¢
Fi(Ny) = C}, Fo(My) = C%, Ci+Ct =1). (W.I. RozensLum [102b,d]).
Do tej ostaniej grupy nalezy propozycja P.G. Hopcr'a [49j], przyjmujaca
Cy = Cy =1, a wiec postulujgca brak wspétdzialania momentéw i sil bto-
nowych, podobnie jak dla szczegélnego przypadku powloki walcowe] przyjat
to D. C. Drucker [21a].

Odrebng grupe powierzchni granicznych stanowia zaleznosci odnoszace
si¢ do stanu granicznego powlok zelbetowych (por. Z. Mréz [75a], A. SAawczuk
i W. Ouszak [113a], a réwniez [109d] i [112a]). Traktowane one moga by¢ jako
powierzchnie graniczne dla warunkéw najwiekszego naprg¢zenia normalnego,
a tym samym jako przyblizenia (z nadmiarem) odpowiednich zaleinosci
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granicznych dla warunku Coulomba-Treski. Dla powlok z materialéw o od-
miennych granicach plastycznosei na rozcigganie i $ciskanie zagadnienie powierz-
chni granicznych studiowali W. PRAGER [96d] oraz R. SANKARANARAYANAN
i W. Orszax [107a] (por. tez M. Zyczkowski [1292], jesli chodzi o ogélne
kryteria wytezenia konstrukeji, w tym i powlok).

Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie przyblizonych powierzchni granicznych
w dazeniu do uzyskania zamknigtej postaci rozwigzan probleméw nosnosci

granicznej ma swoje teoretyczne uzasadnienie w podstawowych twierdzeniach
omawianej tu teorii, ktére zostang przytoczone dalej.

7.6. Znajac podstawowe wiqzk teorii nosnosci graniczsnej, a wigc powierzchnie
graniczng, prawo plyniecia, rdwnania statyczne i1 kinematyczne mozna staral
sig¢ rozwigzywac konkretne problemy brzegowe. Na zupelne rozwiazanie pro-
blemu brzegowego sklada sie okreslenie intensywnosci obcigzenia granicznego,
stowarzyszonego z nim pola sit wewngtrznych oraz ruchu konstrukcji towa-
rzyszacego granicznej intensywnosci obciazenia. Uzyskano dotychczas szereg
rozwigzan zupelnych dotyczgcych powlok obrotowo-symetrycznych, przy
czym odnoszg si¢ one prawie wylgcznie do przyblizonych powierzchni gra-
nicznych i stowarzyszonego z nimi prawa odksztalcenia.

7.1. Zagadnienia brzegowe dla powlok walcowych obcigzonych poprzecznie
byly pierwszymi rozwigzywanymi problemami nosnosci granicznej powlok.
Réwnania dynamiczne i kinematyczne sg tu rozdzielone, a wigc zagadnienie
jest «statycznie wyznaczalne», jedli chodzi o wyznaczenie obcigZenia granicznego
i pola sit wewnetrznych. Rozdzielenie zwigzkéw ulatwia vzyskanie efektywnych
rozwigzan (A. A. Irioszin [58a], D.C. Drucker [21a], E.T. OwnaT [83a],
P. G. HobGe [49a,b]. G. EasoN [25a], G. Eason i R. T. SHIELD [26a], A. R.
Rzanicyw [106c]). Poréwnanie warunkéw plastycznosci dla tego typu kon-
strukcji i wynikajace stagd wnioski odnoszace sie do klasycznego w teorii powlok
sprezystych «efektu brzegowego» podali A. Sawczuk i P. G. Hopge [110a].
W. Ovuszsk i A, Sawczuk [83b] przeprowadzili analiz¢ wplywu warunku pla-
stycznoéci na no$nos$é powlok walcowych obcigzonych liniowo zmieniajgcym
sig ciSnieniem. Analizie odksztalcen tego typu konstrukeji sprezysto-plastycznych
pos$wieconych jest szereg prac (m. in. A.A. ILiuszin [58d], A. N. ANANINA
[5a], P. G. HopGE [49b], P. KLEMENT [66a], J. A. Kbn1G [67a]). Zagadnienia
jednoczesnego dziatania obcigzenn podluznych i poprzecznych analizowali
E. T. OnaT i W. PrRAGER [86a], P. G. HoDGE [49a, i, 1], H. Conen i R. T.
SuieLp [17a], P. G. HopoGe i J. PanareLLr [52a], a uwzgledniajgc zjawiska
statecznoéci B. Paur [91a], B. PauL 1 P. G. HopGe [92a].

Dla powlok obrotowo symetrycznych réwnania taczgce sily i te wiazgce wiel-
kosci kinematyczne sg, ogélnie biorgc, sprzezone. Pierwsze roswiagzanie odno-
szgce si¢ do plaskiej powtoki kulistej podat 5. M. FeynBerG [30b]. P. G. HopGE
uzyskat rozwigzania dla powlok kulistych rozprzegajagc te rédwnania przez
uproszczenie warunku plastycznodci [49g]. E. T. Onat [85¢c] 1 P. G. HODGE
[49h] podali rozwigzanie dla powloki stozkowej obcigzonej- sila skupions.
T'. NAKAMURA [78a] uzyskal szereg rozwiazan odnoszgcych si¢ do powtok stozko-
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wych i kulistych. Wszystkie rozwigzania korzystajg z powierzchni granicznej
dla materialu Coulomba-Treski, ewentualnie z jej przyblizen.

7.8. Z inzynierskiego stanowiska najbardziej interesujaca wiclkoscia, ktérej
dostarcza analiza nodno$ci granicznej, jest obcigsenie gramiczme. Znajomosé
obcigzenia granicznego pozwala ocenié stopiert bezpiecxenstwa konstrukcji na
zniszczenie, stad tez jego szczegdlne znaczenie, podczas gdy pole sit wewnetrz-
nych i mechanizm zniszczenia konstrukeji sg dla tego celu mniej istotne. Ponadto,
jak to wynika z uzyskanych dotychczas rozwigzan i analiz ([491], [78a], [110a]),
réwnanie powierzchni granicznej nie wplywa na wielko$é obcigZenia granicznego
w sposéb istotny, mimo iz réznice w polu sil i szybkodciach przemieszczen
mogg byé zasadnicze. Oszacowanie intensywnosci obcigzenia granicznego
bez koniecznodci podawania zupelnego rozwigzania problemu brzegowego
teorii noénosci granicznej jest mozliwe dzicki dwu pedstawowym twierdzeniom
nosnosct granicznej. Znaczenie tych twierdzen polega na dostarczeniu metod
okredlania granic przedzialu, w ktérym zawiera sie rzeczywista no$no$é¢ kon-
strukeji. Te twierdzenia o «granicach obciqienia miszcsqcegon zostaly sformulo-
wane przez A. A. GwozplEwA [45a] 1 nastgpnie udowodnione przez
D. C. Druckera, W. Pragera 1 H. J. GreenserGa [22a], [23a] dla materialéw
sprezysto-plastycznych oraz R. Hirra [47b] (por. tez. W. KoITer [68b]).

Twierdzenie o dolnej gramicy nosnosci. Konstrukecja sztywno-plastyczna nie
ulega zniszczeniu, co najwyzej znajduje si¢ w stanie réwnowagl granicznej
pod dzialaniem obcigzenia p;, jesli moze by¢ znalezione jakiekolwiek pole sit
wewnetrznych, bedace w réwnowadze z dzialajgcym obcigzeniem, a nie pro-
wadzgce do przekroczenia réwnania powierzchni granicznej.

Twierdzenie o gdrnej granicy nosnosci. Konstrukcja sztywno—plastyczna ulega
niszczeniu pod dziataniem obcigzenia p,, jesli moze byé znaleziony taki mecha-
nizm zniszczenia, dla ktérego predkodé wprowadzania energii zewnetrznej
nie jest mniejsza od predkosei rozpraszania energii wewnetrznej.

Przy obcigzeniach p = up, narastajacych proporcjonalnie do jednego para-
metru u (p, oznacza obcigZenia jednostkowe) oszacowanie no$nosci konstrukeji
od dotu odpowiada wyznaczeniu statycznie dopuszczalnego mnoznika pg,
przy czym p; = p.pe. Aby wyznaczyé u, nalezy znaleZé takie pole sil wewnetrz-
nych M(uPy), N&(uspo), ktére czyni zado$é rézniczkowym rédwnaniom
réwnowagi i statycznym warunkom brzegowym zadania, a réwnoczesnie spelnia
postulat F(Ngg, M2) < K, tzn. nie przekracza warunku plastycznosci. Jesli
F jest jednorodng funkcjg (stopnia a) skladowych stanu naprezenia, to wobec
liniowo$ci M,s, Ny wzgledem up, warunek nieprzekroczenia powierzchni
plastycznosdci ‘'ma postaé

(7.10) USF(Ng, M) < K.
Najlepsza dolng granice nosnosci daje

K

7.11 ' a - .
(7.1 B R N 7 N
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Warto zaznaczy¢, ze wprowadzenie do (7.10) pola sit wewngtrznych, wynikajz-
Cego z rozwigzania problemu brzegowego teorii sprezystosci, prowadzi do okre-
$lenia jednego ze statycznie dopuszczalnych mnoinika obcigzenia u,. Problemy
zwigzane z wyznaczeniem najlepszych statycznie dopuszczalnych mnoznikdw
obcigzenia granicznego analizowal 5. M. FrynBerG [30a].

Oszacowanie nosnosci granicznej od géry, tzn. wyznaczenie kinematycznie
dopuszczalnego mnoznika obcigzenia u, (przy jednoparametrowych obcigze-
niach Py = uupy), n2stepujc przez rozpatrzenie bilansu wprowadzonej do
ukladu i rozproszonej tam energii. Poniewaz kazdy wirtualny mechanizm
spetnia warunki kinematyczne natozone na mechanizm zniszczenia, to zasada
przygotowanych predkosci staje si¢ narz¢dziem do oceny gérnych granic nosno-
gci. Jesli wiec i* jest wirtualnym polem predkosci przemieszczania si¢ (nie-
sztywnego) konstrukeji, to z odpowiednich zwigzkéw mi¢dzy przemieszczeniami
a odksztalceniami otrzymuje si¢ A% oraz 2. Drugie twierdzenie teorii no$nosci
granicznej daje zalezno$é

(7.12) | poiiFdA = [ (Mbak+ NSl dA,
A

przy czym catkowanie obejmuje caly obszar A powierzchni srodkowej powloki.
W obszarach, gdzie nastgpuje rozpraszanie energii wewnetrznej, MY i Nk
speiniaja odpowiednie réwnanie powierzchni granicznej. Najlepsza ocene
nosnosci powloki od géry okresla nastgpujace wyrazenie:

£ (M i+ N5A%)

(7.13) M = min s
I posiitdA
4

Konieczno$¢ znajomosci aktualnych zwigzkéw F(Ngp, M) = K w obszarach
odksztaltcajgcych si¢ plastycznie utrudnia bezposrednie korzystanie z zaleznodcl
(7.13) w praktycznych obliczeniach. Jegli natomiast dla konstrukcji izotro-
powej skladowe tensoréw sil wewnetrznych zastgpié wielkosciami M, =
= M8ap, Nap = Nybus, to dla wyznaczenia kinematycznego mnoznika obcig-
zenia otrzymujemy zalezno$é

(7.14) = M, g x| dA+No{1 2] dAl/L ponufdA.

W zasadzie M, i N, powinny byé tak dobrane, aby réwnania My0,5 1 Nydas
opisywaly rzeczywista powierzchnie¢ graniczng, a wodwczas (7.14) prowadzi
do oceny nosnoéct granicznej od gory.

Powyzsza zaleznoéé stanowi podstawe kinematycznej (energelycznej) metody
wyznaczama obciqzemia granicznego. Je$li wirtualny mechanizm zniszczenia
konstrukeji sktada sie ze sztywnych ogniw polgczonych obszarami uplastycznio-
nymi (np. liniowe przeguby plastyczne), to wartos$¢ licznika w (7.4) otrzymuje
si¢ przez calkowanie dotyczace tych obszaréw.

Jezelt wielkodci w1 py znane saz (7.11) i (7.13), to z twierdzen o no$noéci grani-
cznej wynika, Ze rzeczywiste obcigzenie graniczne pg = ugp,y, scharakteryzo-.
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wane przez mnozZnik obcigzenia pug, zawarte jest w przedziale okreslonym przez

(7.15) He < e < e

7.9. Twierdzenia o granicach obcigzenia wykorzystane zostaly do oceny
obcigzenia granicznego dla powlok kulistych po raz pierwszy przez E. T. OnaTa
i W. Pracera [86a], P. G. HopGe [49e, g] za§ uzyskal na tej drodze szereg
rozwigzan odnoszacych sie¢ do kopul kulistych. W. 1. RozensLum [102b] okre-
§lit granice przedzialu nosnosci powloki stoikowej obcigzonej réwnomiernym
ci$nieniem. Z. MRréz [75a], D. C. Drucker i R. T, SmieLp [24c¢, 117a)], P. G.
HobcE [49e, f], T. NakaMURA [78a] oraz P. G. HopGE i C. LAKSHMIKANTHAM
[S0a] oszacowali nos$no$¢ w kilku innych przypadkach geometrii i obcigzenia
powlok obrotowo—symetrycznych (por. tez [10F5a]). Problem no$noéci przekrycia
walcowego studiowal na tej drodze N. M. FiaLxov [32a]; K. Szmopits [119a]
oraz T. NAKAMURA [78b] zajmowali si¢ obciaZeniem granicznym powlok o ujem-
nej krzywiinie.

A. R. RZaNICYN zaproponowal uproszczong metode oceny nosnosci granicznef
powlok malo wynioslych o dowolnej geometrii [106b]. Kilka przyktadéw w oparciu
o t¢ metode postugujacy si¢ pojeciem «skupionych odksztatced» (bedacych
w zasadzie niecigglosciami w krzywiznach i wydluzeniach powierzchni $rodko-
wej powloki) podano w pracach [106d, e, f, g]. '

Uzyskanie rozwiazan zupelnych dla powlok przy nieobrotowo-symetrycznych

warunkach brzegowych zwigzane jest z koniecznoscig rozpatrzenia mieszanego
zagadnienia dynamiczno-kinematycznego, tzn. zwigzki odnoszgce si¢ do pola
sit nie dajg si¢ odlaczyé od zaleznodci dotyczgcych mechanizmu zniszczenia.
W tych warunkach tylko postugiwanie si¢ metodami przybliZonymi wydaje
sie jedynie wlasciwym podejéciem do oceny nosnosei takich konstrukeji. Dla
mechanizmdéw zniszczenia skladajacych sie ze sztywnych platéw polaczonych
wzdluz uplastycznionych linii A. Sawczux [109d] podal odpowiedniy postaéd
zaleznosci (7.14), odnoszgcy sie do powlok walcowych o dowolnej wynio-
stodci. W tym podejsciu rozpraszanie energii koncentruje si¢ na liniach wuogdl-
nionych przegubdw plastycznych, podobnie jak w teorii linii zaloméw plyt,
z tym ze w przypadku powlok przeguby plastyczne z zasady sa krzywoliniowe.
Nos$nos$é graniczng przekrycia walcowego oszacowal na tej drodze M. Janas
6la].
[7.1]0. Odr¢bna grupe stanowia zagadnienia noénosci granicznej powlok
zelbctowych, przy czym wyrdézni¢ tu nalezy dwie tendencje. Jedna z nich
charakteryzuje si¢ daZeniem do uzyskania rozwigzan zupelnych w oparciu
o wlasciwe dla zelbetu réwnania powicrzchni granicznej, podczas gdy drugi
kierunek ogranicza sie wylacznie do analizy energetycznej wedlug zaleznosci
(7.12). Sformutowania réwnaii powierzchni granicznej dla zelbetowych powlok
dotyczg prace Z. Mroza [75a], A. Sawczuka i W. Ouszaxa [113a] oraz A.
Sawczuka i J. A. Koni6a [112a]. W pracach [112a], [113a] podane sa odpo-
wiednie uzupelnienia rozwigzania probleméw nognoéci granicznej zbiornikéw
i siloséw walcowych.
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Grupa przyblizonych rozwiqzan odnoszacych sie do powlok zelbetowych jest
znacznie obszerniejsza. I. MENYHARD [71a] podal gérng granice no$nosci zbior-
nika walcowego. 3. KaLIszKy [64a] rozpatrywal nosnosé¢ stozkowej powloki
zelbetowej. Szereg rozwigzan odnoszgcych sie do powlok kulistych podali
N. W. ACHWLEDIANI [2a, b, ¢], N. W. AcHwLEDIANI i W. I. SzajszMELASZWILI
[3a, b], G. 1. CuazaLia [46a], A. M. OwitczxIN [89a, b]. Cecha charaktery-
styczng wymienionej tu grupy prac jest ich eksperymentalno-teoretyczny
charakter. Obcigzenie graniczne oblicza sig tu dla mechanizméw zniszczenia
zaobserwowanych do$wiadczalnie. Szczegdlnie duzg liczbe dodwiadczen z za-
kresu nos$nosci graniczne] koput zelbetowych zawiera praca [89b]. Doswiadcze-
nia nad zachowaniem si¢ przekryé walcowych opisuja: A. L. L. Baker [10a, b],
P.B. Morice [74a], A. L. Bouma i in. [13a, 101a], K. HruBaN [56a], A. Saw-
czuk [109d]. Badania te wskazujg na stosowalno$¢ metod analizy graniczne;
do zagadniet powlok zelbetowych 1 to nawet w uproszczonej postaci (por.
[62a], [65a]), jesli nic ingerujy zjawiska statecznosci. '

711, Wéréd zagadnien analizy plastyczne) konstrukeji wyodrebnil sig spe-
cjalny kicrunck dotyczgcy zasad optymalnego projektowania. Zastosowanie
teorii projektowania konstrukeji plastycznych na minimum cigzaru (D. C.
Drucker 1 R.T. SuieLp [24a, b], R.T. SmizLp [116a], Z. Mr6z [75b]) do
zagadniefi powlok walcowych dotycza prace E. T. OnaTa i W. PRAGERA [86b],
'W. FrEIBERGERA [35a, b] oraz R.T. SHiLpa [116b]. W tym podejéciu kry-
terium minimum cieZaru zwigzane jest z zadaniem, aby funkcja okreslajaca
jednostkowe rozpraszanie energii przybierala stala warto$§¢ w kazdym punk-
cie powierzchni $rodkowej powloki tzn. D(K,p, A,) = const. Zagadnienia
optymalnego projektowania powlok plastycznych dotycza prace W. Orszaxa
1 A. Sawczuxa [83a], H. Z1eGLErA [126a] 1 H. ISLERA [59a], traktujace problem
optymalnego projektowania badZ od strony doboru niejednorodnosci, badz — jak
to ma miejsce w dwdch ostatnich pracach — doboru grubosci zapewniajgcych

zrealizowanie si¢ wymaganego stanu naprezenia.
712. PoniewaZz rzeczywiste materialy wykazujg wzmacnianie si¢ w miare

narastania odksztalcen plastycznych, ocena nosnosci granicznej, przyjmujgca
za punkt wyjécia idealnie plastyczny model odksztalcenia, nie zawsze jest
wystarczajaca. Jesli rozpatrywaé geometrycznie wzmacnianie si¢ materialu,
to oznacza ono, ogolnie biorgc, zwickszanie sig 1 przemieszczanie powierzchni
granicznej w przestrzeni naprezen Nos, My, tzn.  F(Neg, M) = C(ng,
Aegr @) (o, p=1,2), (=1, ..,8). W tym ogdlnym zapisie wyrédzni¢ mozna
dwa najprostsze typy wzmocnienia: izotropowe, gdy C = C(ssg, Ae), o0raz
kinematyczne, gdy F = C = const. W pierszym przypadku powierzchnia
graniczna réwnomiernie si¢ zwieksza. Natomiast wzmocnienie kinematyczne
(W. PraGer [96b], A. Ju. IszrLinskI [60a]) charakteryzuje si¢ wylacznie trans-
lacjg powierzchni granicznej w przestrzeni naprezen o wektor a; Analizy
walcowych powlok plastycznych po przekroczeniu obcigZenia powodujgcego
plastyczne plyniecie dotycza prace P. G. Hope’a [49¢], P. G. HopGE'A i 5. V.
Narpo, [51a], P. G. Hooce’a i F. A. Romano, [53a], N. PerroNE’'a [93a],
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N. PerroNE’A i P. G. HoDGE'A [944a, b]. Zachowywanie si¢ powlok obrotowo-—
symetrycznych przy kinematycznym modelu wzmocnienia badal E. T. OnAT

[85b]. Zagadniern wzmocnienia w obecnosci pola temperatury dotyczy praca
CH. Hwanega [57a].

7.13. Odrebng grupe mato zbadanych jeszcze zagadnien stanowig problemy
nosnosci granicznej przy obecnosci blonowych sit sciskajacych, a wiec problemy
z pogranicza nosnoSci granicznej 1 wyboczenia. W przypadku powlok walcowych
zagadnienie nodnoséci przy jednoczesnym zginaniu i $ciskaniu rozpatrywali
B. PauL i P. G. HobpGE [92a] oraz B. PauL [91a]. Systematyczne przedstawienie
omawianego problemu zawarte jest w monografii [49f]. ’

7.14. Zjawiska anizotropii plastycznej, 1 to zaréwno strukturalnej (zwiazanej z we-
wnetrzng budows materiatu), jak konstrukcyjnej (wywolanej przez odpowiednie
kombinacje materialéw o odmiennych wlasnosciach plastycznych), znalazly réw-
niez odbicie w teorii powlok. M. Sz. MikELADZE [73a, -€] rozpatrywal powloki
sandwiczowe z ortotropowego materialu Misesa (por. [47a]). A. Sawczux
w oparciu o wprowadzony odcinkowo-liniowy warunek dla cial anizotropowych
podal réwnanie powierzchni granicznej dla powlok obrotowo symetrycznych
[109a]. W przypadku anizotropowego materiafu no$noé¢ graniczna konstrukeji
zalezy od wzajemnej orientacji gléwnych kierunkéw anizotropii i gldwnych
kierunkéw krzywizn odksztalconej powloki. Zwigzki ogdlnej teorii powlok
anizotropowych dla warunku plastycznosci @ = A4, 0i00,—1 =0 (W. OrL-
szak, W. URBANOWSKI [84a]) podat A. Sawczuk [109b, c]. Réwnanie powierzchni
granicznej dla powlok sandwiczowych, odpowiadajace zwigzkom (7.8)-(7.9),
ma w przypadku anizotropii postaé '

(716) Aal}yé (maﬂmy6+naﬂn76) == 1) Aaﬁy& (ma/?n?5+nﬂ/7mvt5) - O’

gdzie d.p.5 (a, f,y, 6 = 1,2) jest tensorem ‘moduléw plastycznosdci o szeéciu
niezaleznych skladowych (czterech w przypadku plaskiej ortotropii por. [47a]).
Z (7.16) widaé, w jaki sposdb anizotropia deformuje powierzchni¢ graniczna.
No$noséé graniczng ortotropowej powloki walcowej analizowal D.NIEPOSTYN
[79a], 2 W. Orszak i A. Sawczuk [83b, c] podali rozwigzanie odnoszace sie
do czedciowego zniszczenia zbiornika ortotropowego. Zagadnienie «efektu
brzegowego» dla walcowych powlok ortotropowych rozpatrywal M. Sz. Mi-
KELADZE [73b] jak tez zagadnienia optymalnego ksztaltowania tego typu kon-
strukeji [73e, f].

7.15. Ostatnio obserwuje sie tendencje do studiowania wplywu pola temperatury
na mnosno$¢ granicznq komstrukcji. Dotychczasowe prace dotyczace powlok
rozpatrujg jedynie przypadki, gdy wiasnodci plastyczne materialu s3 niezalezne
od temperatury, ktéra tym samym ma charakter obcigzenia. W. 5. CZERNINA
[19a] podala rozklad sit wewnetrznych w poblizu polgczenia dwdéch powtok
walcowych z materialdw o odmiennych wiasnoéciach termicznych i plastycznych.
E. T. ONaT i S. YAMANTURK analizowali stan graniczny powloki walcowe]
pod dzialaniem duzych gradientdw temperatury [88a]. Sposrdd zagadnien
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nieobjetych niniejszym omdéwieniem nalezy wspomnieé o dynamicznej nodnosci
konstrukeji. :

8. Uwagi koncowe

Niniejsza praca podajac przeglad rozwijajacych si¢ dyscyplin z zakresu powlok
niesprezystych wymaga uzupelnienia pewnego rodzaju syntezs, wskazujacy
przewidywane kierunki badai. Oprécz dostarczania nowych rozwiazan proble-
méw brzegowych odnoszacych sie do zagadnien bezposrednio oméwionych,
rozwdj badan bedzie musial objaé zagadnienia dostosowywania sie powlok spre-
systo-plastycanych do zmiemmych programow obcigiania. Odejscie od jedno-
parametrycznego obciaZenia pociaga za sobg koniecznos¢ innego zdefiniowania
nos$noscl granicznej konstrukeji.

Uwzglednienic zmian w geometrii konstrukcji wskutek odksztalcenia sie
plastycznego prowadzi do badania statecznosci procesu odksztalcert plastycznych.
Pojecie statecznosei zastypi w przyszlosci dotychczas stosowane pojecie ob-
cigzenia granicznego. Nosnos¢ graniczna zwijzana z pojawieniem si¢ plas-
tycznego ruchu konstrukeji nie moze stanowié podstawy do oceny stopnia
bezpicczenstwa konstrukeji w przypadku zaawansowanych odksztalcen (w za-
kresie w jakim konstrukcja moze je przeniesé). Pojecie statecznosci procesu
odksztalcenia pozwoli przesledzi¢ wspdldziatanie efektéw zmian geometrii
powloki i wzmocnienia materialu.

Odrebng grupe zagadniern w ramach klasycznych zalozen sztywno-plastycz-
nos$ci stanowia problemy dynamicznych obcigger cidnieniem, masgi temperatura,
Réwniez zagadnienia niejednorodnosci plastycznej spowodowanej zmiang whas-
nosci materialéw wskutek dziatai cieplnych, strumienia neutrondéw, wymagaja
analizy na konkretnych przykladach.

Wreszcie zagadnienia zachowywania si¢ powlok wykonanych z materialéw
sprezysto—lepko~plastycznych oczekuje podjecia badan tak teoretycznych, jak
t doswiadczalnych.

Rozwdj tych kierunkéw obejmujacych bardzo ztozone problemy jest z jedne]
strony pobudzany przez potrzeby techniki, z drugiej strony ma doniosle
znaczenie poznawcze,
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Peawome

BOITPOCHI HEVIIPYTUX OBOJIOYEK

PaGora siBaseTc 0G30pOM CNABHBIX HanpaBieHuil HecnenosaHuil B ofnacTH Heynpyrux obo-
nouex. IlpecTaris OCHOBHbBIE ypPaBHEHHUS A HEylNPYyruX Tejl, aBTOPhI NPOBOAAT IHCKYCCHIO,
KacalolyIOCH IJIABHBIX MOAENEH BA3KMX M IUIACTHYECKHX Ten. PaccMaTpuBalOTCA NuHERHO-
BSI3KO-ynpyrue obonouku., B cinyuae nenmmpeiHOM BA3SKO-YNPYroCTH DPAacCMaTPHBAIOTCA CTENH-
AJIPHO BOIPOCHI CTALHOHAPHOI noy3yuectn. B ganeHefiieM aBTOpbI 06CYIKAAIOT TEOPHIO YIIPYro—
nacTRYecKo! gecdopmanuy. B 3arIrOUeHHe pacCMaTPHBAIOTCHA 3a[jauH, KacaloujHecs HecyuweH
CriocoGHOCTH M [POEKTHPOBaHUE OBOJIOUEK Ha NPERESIBHYIO HATrPY3KY.

TIpuBoANTCA OBIMPHBIN NepeYyeHb JTHIEpaTyphl.
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Summary

INELASTIC SHELL PROBLEMS

An attempt is made to survey the main trends in the field of inelastic shells, After the funda-
mental equations for inelastic solids being recalled, the main types of viscous and plastic response
are analysed. Linearly viscoelastic shells are discussed. In nonlinear visco—elasticity special atten-
tion is paid to steady creep problems. Further, the theory of elastic—plastic deformation is discus-
sed. Finally, the problems of limit analysis and limit design of shells are considered. Relevant
reference to the literature is given.

ZAKELAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala zlogona w Redakcji dnia 14 grudnia 1962 r.



