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1. Wstep

Dla celéw projektowania inzynierskiego konieczny jest iloSciowy opis zachowania sig¢
materiatéw poddanych okres§lonym wptywom zewngtrznym. Teorie petzania i plastycznosci
w ramach mechaniki inzynierskiej sa teoriami fenomenologicznymi, poniewaz fizykalny
mechanizm niesprezystych deformaciji jest zbyt skomplikowany i, jak dotad, nie udato sig¢
go ujaé¢ w logicznie spdjny opis matematyczny. Wspomniane teorie zbudowane sa na pod-
stawie zalozenia, ze drogg dedukcji potrafimy matematycznie sformutowaé prawa fizyczne
dla standardowych materiatéw, tzn.: wychodzac z pewnych specjalnych —w ogdlnoéci
mierzalnych — programdéw obciazen mozemy okre$li¢ zachowanie si¢ materialéw dla
programow (historii) dowolnych.

Opisujac wplyw otoczenia na cialo z reguly ogranicza si¢ go do wpltywu zewnetrznych
sit powierzchniowych, sit masowych i temperatury. Nalezy zaznaczy¢, Zze nawet przy tych
zatozeniach ograniczajacych nie ma w tej chwili jedynej, ogdlnie akceptowanej teorii pelza-
nia i plastycznosci.

W obszernej literaturze przedmiotu publikowanej na przestrzeni minionych dwudziestu
lat daje si¢ zauwazyé szczegdlna tendencje do koncentracji na matematycznych aspektach
teorii, lekcewazaca czesto dane eksperymentalne opisujace rzeczywiste zachowanie sig
materialow. Wspdlcze$nie obserwuje si¢ nacisk na rozwdj teorii réwnan konstytutywnych
mechaniki, a ostatnio — termodynamiki, na bazie apriorycznych poje¢ napr¢zenia i tem-
peratury, przy czym prace te zaczynaja traktowaé o zjawiskach fizycznych dopiero po
zbudowaniu imponujacej struktury matematycznej ztoZonej z postulatow, lematéw, twier-
dzen itd. Z drugiej strony wielu matematykdw parajacych sie zastosowaniami usilnie dazy
do rozwiazania szeregu probleméw brzegowych i poczagtkowych na bazie zwiazkdw fizycz-
nych w wiekszosci nie zweryfikowanych eksperymentalnie.

Na obecnym etapie — moim zdaniem — jedynym modelem materiatu, dla ktérego
istnieje dostateczna podbudowa eksperymentalna dla réznych rzeczywistych os$rodkow
jest tzw. model idealnego pelzania i idealnej plastycznosci. I chociaz model ten daje opis
daleko niekompletny, zawiera on te elementy mechaniki osrodka, ktore sa istotne w pro-
jektowaniu.

Co do zastosowan teorii bazujacych na bardziej wyrafinowanych modelach ma-
terialéw — to lepiej byloby je zarzuci¢ do czasu potwierdzenia przez poprawny ekspery-

1) wykiad wygloszony w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN w Warszawie,
30.X.1972 r.
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ment ich wartosci dia opisu ilosciowego. Tu wiasnie znajduje sie szerokie pole badan
dla tych fizykéw-eksperymentatoréw, ktérzy wola narzedzi racjonalnej mechaniki uzy-
wac do teorii mechanizméw poslizgu w sieci krystalicznej w celu ich przenoszenia do
rzeczywistej trojwymiarowej teorii deformacji. Tymczasem za$ inzynier dla pragma-
tycznych celéw musi polegaé na stosowaniu prostych modeli materialéw i na rozsadnej
ekstrapolacji danych eksperymentalnych oraz na zwyklym do$wiadczeniu.

2. Podstawowe réwnania mechaniki i termodynamiki

Fenomenologiczny, czyli kontynualny opis wlasnoéci mechanicznych speilnia naste-
pujace postulaty matematyczne:
1. Zasada zachowania masy

59 . 80 @.'x, _
(1) fé-t—-+,\.~~a}7+95; = 0.

2. Zasada zachowania pedu
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3. Zasada zachowania momentu pgdu (brak naprezen momentowych)
3 Lij = i
4. Zasada zachowania energii (bez Zrddel promieniowania)
5(],- . . _ 1 056, 8561
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5. Zasada wzrostu entropii®’

1
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Te podstawowe réwnania mechaniki i termodynamiki sa baza wyjéciowa w kierunku
fenomenologicznego opisu mechaniki materiatu.

Fakt naszego przyzwyczajenia si¢ i «oswojenia» z koncepcja gestosci g, naprezenia ¢;;,
temperatury 7, sily masowej f;, strumienia ciepla g¢;, energii wewnetrznej u i entropii 7
nie czyni tych wielkoéci mniej abstrakcyjnymi. Ich relacja do obserwowanego zjawiska jest
na tyle prawdziwa, na ile sa to wielko$ci mierzalne w odniesieniu do pewnych powtarzal-
nych zjawisk fizycznych.

Réwnania wiazace abstrakcyjne pojecia z obserwowanymi miarami dfugosci i czasu
moga by¢ nazwane réwnaniami konstytutywnymi teorii. Bez tych réwnan cala struktura
postulatéw nie tworzy teorii mechanicznej, w sensie odpowiedzi na pytanie jaka jest reakcja
uktadu na zewnetrzne dzialanie.

D We wzorze (5) 7 jest wlasciwa entropia na jednostke masy; ¢ = oy, gdzie ¥ oznacza wlasciwa pred-
ko$é powstawania entropii na jednostke masy; o wiec odnosi sie do jednostki objetosci ciala (przyp.
tlum.).
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3. Materialy proste i koncepcja stanu lokalnego

W mechanice continuum cialo jest gtadko odwzorowane na obszary przestrzeni
euklidesowej. Obszar zajmowany przez cialo stanowi jego konfiguracj¢. Ruch ciala
jest wyszczegdlnieniem miejsc zajmowanych przez punkty materialne w miar¢ uptywu
czasu albo czasowym nastegpstwem konfiguracji ciata. Mianowicie

6) Xi= xi(&us 1).

Miejsce £ jest «wspoirzedna materialna» czastki materialnej w stosunku do pewnej kon-
figuracji odniesienia.

Szkota TrRUESDELLA, NoOLLA i in. [1] wprowadza pojgcie «materiatu prostego» w celu
uproszczenia opisu «reakcjin?’ materiatu na ruch ciata. Nazywaja oni material materialem
prostym, jesli ze znanego zachowania si¢ materiatu w procesach jednorodnych deformacji
wynika zachowanie si¢ materiatu we wszystkich dowolnych procesach.

W procesie jednorodnej deformacji historia deformacji w & jest zbiorem wartosci

(7‘ i . . . , oo .
F, = Eg statych w calej przestrzeni dla wszystkich czaséw az do chwili obecnej 7.
W moim mniemaniu ta koncepcja materiatu prostego jest jednym z aspektéw bardziej
ogolnej koncepcji lokalnego stanu termodynamicznego.

Cialo jako takie mozZna podzieli¢ na wiele wzajemnie sprzezonych podcial. Postuluje
si¢, ze podobnie jak masa i energia kinetyczna — energia wewnetrzna i entropia sa wiel-
ko$ciami addytywnymi. Wynika stad, Zze energia wewnetrzna i entropia podukiadu sa
funkcjonalami zmiennych odniesionych wylacznie do tego podukladu. Bedzie istnieé,
oczywiscie, dolna granica wielko$ci podukiadu, do ktdrego ten postulat jeszcze sig¢ stosuje.

Podejécie termodynamiczne jest z gory ograniczone do uktadéw, w ktorych sensowne
sa statystyczne u$rednienia.

Jakkolwiek wiec definicje lokalnego naprezenia, temperatury, energii wewngtrznej
i entropii sg matematycznie trywialne dla uktadéw w stanach jednorodnych, to ich przy-
datnos¢ do opisu stanéw niejednorodnych jest oczywista. W stanach tych bowiem rozktady
temperatury, naprezenia, energii wewnetrznej i entropii moga przedstawiaé statystyczne
usrednienia dla wszystkich podukladdw, az do najmniejszych, w ktérych dozwolona jest
procedura u$redniajgca. Je$li dalej ograniczymy nasz opis do przypadkéw, w ktdrych
réznica zmiennych —w tym réwniez F;, — jest niewielka w obszarze, ktdéry jest duzy
W poréwnaniu z najmniejszym podukfadem termodynamicznym, to mozemy przystapic
do poszukiwania lokalnie zdefiniowanych réwnan konstytutywnych.

Aby przekonad sie, ze pojecie najmniejszego uktadu termodynamicznego nie ogranicza
wazno$ci koncepcji lokalnego stanu termodynamicznego w zwyklych warunkach, zauwaz-

my, Ze liczba czastek w powietrzu na poziomie morza wynosi 2,7 10'° cm~3, a w stali —
8,6 1072 cm™3.

2 Termin «material response» ttumaczymy doslownie jako «reakcja materiatlu» zgodnie z dosadno$-
Cia i precyzja terminu oryginalnego rozumiejac przez to pole naprezen generujace si¢ w materiale jako
dynamiczng reakcje na proces kinematyczny (deformacji).
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4. Funkcjonalne podejscie do réwnan konstytutywnych

Przechodzac do teorii réwnan konstytutywnych, podajemy nastepujace zaloZenie —
za COLEMANEM | NOLLEM [2]: Kazdy zwiqzek konstytutywny musi spelni¢ zasade obicktyw-
nosci i zasade wzrostu entropii dia wszystkicl mozliwych historii deformacji i temperatury.
Zasada obiektywno$ci mowi tutaj, ze w kazdym przypadku dwoch obserwatoréw ciala
stwierdza ten sam zwigzek konstytutywny. Jesli z,(&,, t) opisuje ruch obserwowany przez
plerwszego obserwatora, a y/(,, ) jest tym samym ruchem widzianym przez drugiego,
mozna udowodnié, ze zachodzi zaleznosé
@) xi = Qijxite, ' =t-a,
gdzie Q;; jest tensorem ortogonalnym zaleznym od czasu, za$ ¢; jest wektorowa funkcjg
czasu; a — jest stala.

Przechodzac do formutowania konkretnych zwiazkéw konstytutywnych — po akceptacji
powyzszych zasad ogdlnych — stoimy przed mozliwo$cia przechodzenia od szczegdlnych
przypadkéw do ogdlniejszych, albo odwrotnie. Szkota Truesdella preferuje drugie po-
dejscie.

W duchu czysto kontynualnej teorii nie wzglednia si¢ czasteczkowej albo atomowej
struktury materialu. W tym sensie ukiad jest «czarna skrzynka», dla ktérej zachowanie
si¢ materiafu definiuje si¢ przy pomocy oddzialywan zewngtrznych i ich historii. Ogdlna
klas¢ takich materialéw zdefiniowal Coleman za pomoca funkcjonaldw:

© 5T
fi_,' = Q?,-;(Fk,(t—s), T([—S),_f_ __),
s=0 0xy,

: ‘?T_)

q; = $ (Fka(t—s)’ T(t—S), axk

s=0
(8) " oT
u = SiO(Fka(t—S), T(t'—S);—é-;k),
® oT
7] — sEO(Fka(t—S), T(t—.s), —('E:) .

. oT . o, , , . . .
Dowodzi sig, Ze Fxs musi znika¢ z réwnan na w17, oraz Ze ¢; i h wyznacza sig
Xk

z ¢ przez rézniczkowanie, uogdlniajac w ten sposéb klasyczne formy zwigzkéw napreZenie-
odksztalcenie i temperatura-entropia. Dalsza procedura przeksztalcania powyzszych
zwiazkéw opiera si¢ na zasadzie zanikajacej pamieci [3].

Z jednej strony wigc, zamierzamy wprowadzaé do réwnan konstytutywnych wielkosci
mierzalne niezalezne od historii procesu fizycznego, a z drugiej mamy wspoiczesne ten-
dencje do formulowania réwnan konstytutywnych za pomoca funkcjonaiéw, co oznacza,
ze w ogolnosci zachowanie si¢ materialu moze by¢ jedynie wyznaczone na podstawie
znajomosci aktualnych i przeszlych oddzialywan zewnetrznych. Podejscie to wydaje mi
si¢ niezadowalajace dla ilosciowego opisu zachowania si¢ materialéw, poniewaz nie zna-
my eksperymentalnego sposobu jednoznacznego wyznaczenia tych funkcjonaiéw oprocz
przypadkéw trywialnych — na przyklad w ukladach liniowych — gdzie dziala zasada
superpozycji (na przykiad liniowa teoria lepkosprezystosci).
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Kolejny problem zwiazany z czysto kontynualnym podejsciem wynika z faktu, ze ruch
czastek elementarnych ukladu nie moze by¢ w ogdlnosci opisany ruchem continuum,
w ktérym kazda czastka zajmowalaby punkt materialny. Molekuty i atomy nie maja przy-
pisanego miejsca w continuum. Idac dalej zauwazamy, ze uklad sktadac¢ si¢ moze z czastek
roéznego typu. Jesli jednak w danej chwili prawdopodobienstwo, ze czastka jest okreslonego
typu jest niezalezne od jej polozenia w ukladzie, wéwczas usredniony ruch masy wewnatrz
uktadu mozna przedstawi¢ przy pomocy ruchu: x; = yi(&., t). W przeciwnym razie po-
winny by¢ rozwazane zagadnienia dyfuzji. Trzeba wtedy zdefiniowaé usredniony ruch
masy dla kazdego typu czastek osobno.

Jedli jednak wystarczy rozwazac tylko jeden ruch x; = y;(&,, £), to identyfikacja czastek
materialnych continuum z miejscem & ma, wedlug mnie, znaczenie fizyczne tylko wtedy,
jesli otoczenie & stanowi w calym procesie jeden i ten sam podukiad termodynamiczny.

Jedli identyfikacja czastek materialnych, ktére wypeiniaja male otoczenie punktu &,
ulega zmianie — a tak dzieje si¢ w gazach, cieczach, metalach deformowanych plastycz-
nie — wéwczas konfiguracja odniesienia w opisie kontynualnym traci w trakcie procesu
wszelkie znaczenie fizyczne w odniesieniu do stanu termodynamicznego materialu. Zasada
zanikajacej pamigci w formie zaproponowanej przez COLEMANA [3] jest w tym przypadku
fizykalng koniecznoscia, jesli funkcjonaly konstytutywne maja by¢ wazne.

5. Koncepcja naturalnego stanu odniesienia

Ograniczajac si¢ do réwnan konstytutywnych pelzania i plastyczno$ci w metalach,
powinniémy, jak sadz¢, wyciagnaé pewne wnioski z faktu, ze poslizg w sieci krystalicznej
wywolany ruchami dyslokacji jest gléwnym czynnikiem niespre¢zystych deformacji. Pozwole
sobie zacytowaé fragment pracy Y. Horie [4], przedstawionej na Migdzynarodowym
Sympozjum Podstaw Plastycznosci w Warszawie w 1972 r., dotyczacy dyslokacji w krysz-
talach:

a) Calkowita energia zdeformowanego krysztalu zawierajacego stacjonarna dyslokacje
jest suma energii odksztalcenia siatki i energii dyslokacji. Jest ona niezalezna od poloZenia
dysltokacji.

b) Obecnoé¢ stacjonarnych dyslokacji nie wplywa na sprezyste wlasnosci krysztatu.
Mierzac zachowanie si¢ ciala pod wplywem przylozonych obciazen nie mozemy stwierdzié
obecnosci dyslokacji, dopdki nie nastapi ich ruch.

c) Naprezenia uplastyczniajace sa to przede wszystkim napr¢Zzenia wymagane dla
wywolania ruchu dyslokacji w krysztatach.

HorIe wyciaga stad wniosek, ze wplyw chwilowych wartodci odksztatcen plastycznych
na termodynamike materiatu jest bardzo maly. Ich wkiad — je§li istnieje — jest po$redni:
poprzez catkowitg prace¢ plastyczna.

Na tym samym sympozjum K. HAVNER [5] wskazal na mozliwo$¢ opisania proceséw
mechanicznych w metalach przy pomocy dwoch kinematycznie niezaleznych mechanizméw
deformacji, ktére stanowia fenomenologiczne przyblizenia zloZzonych proceséw w siatce
krystalicznej zajmujacej objeto$¢ w otoczeniu punktu continuum materialnego. Mechanizmy
te s3 nastgpujace:

a) Sprezyste (mechanicznie odwracalne) infinitezymalne odksztalcenie siatki;
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b) prosty poslizg zgodnie z krystalograficznie dopuszczalna geometrig poélizgu, ktérego
rezultatem jest wzgledne przesunigeie materialnych elementéw liniowych, pozostawiajace
jednak niezmieniony typ struktury krystaliczne;j.

Wydaje mi si¢, Ze oba punkty widzenia nie sa wzajemnie niezgodne, a usprawiedliwiaja
wprowadzenie koncepcji naturalnego stanu termodynamicznego, niezaleznie od koncepcji
ruchu continuum.

NoLL i inni stusznie wskazuja, ze $cisty matematyczny opis materiatu z dyslokacjami
wymagalby wprowadzenia konfiguracji odniesienia, ktdra nie jest konfiguracja euklide-
sowa, ale jest zdefiniowana przez afiniczna i antysymetryczna koneksj¢ I". NoLL podatl
rownania ruchu dla przypadku, kiedy ta nieeuklidesowa konfiguracja odniesienia jest
Znana.

Wydaje si¢, Zze przy pomocy rownan NoLLA byloby mozliwe udowodnienie wiasnosci
dyslokacji stacjonarnych, ktére wymienia Horie. Ale wlasnie ze wzgledu na te wlasnosci
w procesie sprezystym, mozemy nie bra¢ pod uwage obecnosci dyslokacji, za§ w przypadku
ruchu dyslokacj mozliwo$é §cistego podejscia matematycznego, podobnego do podejécia
NoLLa, wydaje si¢ problematyczna. Dyslokacje powstaja w zrédiach Franka-Reada;
sa wzajemnie sprzezone, gromadza si¢ W grupy przy brzegach ciala; sa eliminowane przez
procesy dyfuzji.

W moim przekonaniu bardziej racjonalna metodyka wynika z przyjecia koncepcji
naturalnego stanu odniesienia; pojecie takiego stanu wprowadzit ECKART [6] jeszcze
w 1948 r. W ujeciu ECKARTA stan ten opisany przez nieeuklidesowa metryk¢ wyznaczany
jest przez proces termodynamiczny i podlega ewolucji.

W 1966 r. na sympozjum [UTAM, poswieconym problemom termodynamiki proceséw
nieodwracalnych w Wiedniu, rozwazalem [7] bardziej ogdlny przypadek, kiedy biezaca
konfiguracja materiatu w kazdej chwili, w kazdym punkcie ciala jest odniesiona do kon-
figuracji w stanie odniesienia dla aktualnego materiatu — tzw. naturalnego stanu odnie-
sienia — przez odwracalng transformacj¢ elementéw liniowych:

) da, = bydx;, det(by) > 0.

Tutaj da, definiuja elementy liniowe w lokalnym ukladzie wspoirzgdnych, okre§lonym
przez ortogonalne tréjki wektordw, ktore nie doznaja obrotow w trakcie ruchu continuum.
Zachowujac stale kierunki w przestrzeni, tworza one baze odniesienia dla anizotro-
powych wlasnoéci materiatu.

Powyzsza transformacja elementéw liniowych moze byé roztozona na sztywny obrét
i nastgpujaca po nim czysta deformacje o symetrycznej macierzy transformacji, trzeba
tylko zastosowaé twierdzenie o jednoznacznym rozkiadzie biegunowym tensora, ktérego
macierz jest nieosobliwa.

Trzeba zdaé sobie sprawe z faktu, Ze utozsamienie czastek materialnych, ktdre
w naturalnym stanie odniesienia zajmuja miejsce & z punktem o tych wspétrzednych
dla continuum poruszajacego si¢ nie jest w ogdlnoéci konieczne. Tak wigc, jesli rozwazymy
siatke krystaliczna, w ktdrej nastapit poslizg, wowczas zauwazamy, Ze pewna pojedyncza
komérka posiada w swych wierzchotkach atomy, -ktére przed prze§lizgiem tworzyly z in-
nymi atomami inng komorke. Siatka pokazana na rysunku 1 w pewnym punkcie continuum



ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE PELZANIA [ PLASTYCZNOSCI 357

okreslajacym oczko siatki jest w kazdej chwili taka sama, co nie znaczy jednak, ze tworza
ja te same atomy.

Tensor b,; jest pojgciem fizycznym, ktéry nalezy wprowadzi¢ do réwnan konstytutyw-
nych. Podobnie jak wprowadzony przez ECKARTA [6], a péZniej Sicpowa [8] tensor
metryczny naturalnego stanu odniesienia g;; = b,b,;, przy czym tensor b,; nie spetnia
kinematycznych zwigzkow nierozdzielnosci wyprowadzonych z ruchu continuum, a wigc
ruchu opisujacego usredniony ruch rzeczywisty masy wewnatrz ciala.

Rys. 1. Pojedyncza komoérka w naturalnym stanie odniesienia

Jest oczywiste, ze dla materiatu polikrystalicznego, o przypadkowej orientacji poszcze-
g6lnych krysztaldw, jedno rézniczkowalne pole b,; nie wystarczy, aby zdefiniowaé natu-
ralny stan odniesienia materialu. W tym miejscu rodzi si¢ istotna trudno$¢. Proponuje
postepowanie idace w kierunku dyskretyzacji wtasnosci ukladéw mechanicznych i precyzji
réwnan, mianowicie aproksymacj¢ naturalnego stanu odniesienia przez skonczong liczbe
pol bk (k = 1,2, ...,N).

Przystgpujac do formulowania réwnan konstytutywnych przyjmujemy nastepujace
relacje:

tij = tij(b%i, M),
(10) T = T(bk, ),

k

u = u(bi;, n).
Musimy zachowaé zasade obiektywnosci. Elementy da, sg z definicji niezmiennicze
wzgledem transformacji
(11) 2 = Quxite
Stad wynika, ze
daa = ba,-dx,- = ba;Q,'jde = ba',,-dx,'-,

albo
bai = be;Qji-
Sktadowe tensora b,; definiuja tensor
(12) Caﬂ = baibﬂi = ba’:ijib[;kai = ba'ubéj

niewrazliwy na transformacje (11).
Widaé, ze tensor metryczny naturalnego stanu odniesienia

(13) del = dasda, = byiby;dxidx;;  gij = baibyj
nie jest niezmienniczy wzglgdem (11). Mozna jednak odpowiednie wielkosci #;;, T, u,
uzalezni¢ od tensora g;; poprzez jego niezmienniki; oznacza to izotropig¢ materiatu. Dalej

przyjmuje si¢ powyzsze zalozenie w przypadku pojawienia si¢ tensora metrycznego na-
turalnego stanu odniesienia w zwigzkach fizycznych.

2  Mechanika Teoretyczna 4/73



358 J. F. BESSELING

6. Odksztalcenie sprezyste i niesprezyste

Méwiac o predkosci zmian naturalnego stanu odniesienia, oznaczonej przez da,
mozna stwierdzié, ze predkos¢ t¢ réwnie dobrze okreslaja wielkosci zwigzane z lokalna
propagacja dyslokacji, jak 1 zmiana tensora b,; oraz pole predkoSci poruszajacego si¢
continuum; mamy wigc

(14) daa = p,,-dx,- = (bai+baj7xi,-) dx,-,
albo

. O0x:
(15) bai = paj_b j‘aT-:-

W celu zwiazania tensoréw b,; i C,; ze znanymi pojeciami, takimi jak gradient defor-
macji i tensor odksztalcenia, rozwazmy na chwile przypadek materialu sprezystego. Dla
takiego materiatlu p,; = 0 i mozna utozsami¢ naturalny stan odniesienia z konfiguracja
odniesienia continuum.

Zachodzi wowczas

da,
(16) da, = F dx;, x; = xi(ag )
oraz
(17) ded = dopdayday,  de* = dydvidy; = O 0% da day,
Oa, Oag
albo
(18) de? = bi,'big'da,dag = cz3'da,dag
i dalej
(19) Eqp = ';_— (czp' — Oap)>

gdzie E ; jest tensorem odksztalcenia Lagrange’a
Dla deformacji niesprezystej mozemy przyjac

, 1
(20) Ezp = > (C;ﬁl — Oap),

jako tensor odksztalcen sprezystych, nie spetniajacy wéwczas warunkéw nierozdzielnosci
narzuconych przez koncepcj¢ ruchu continuum.

W oérodku ciaglym tensor catkowitych odksztaicen zdefiniowany jest nastepujaco:
1 5xk (3xk
= |9 T s = yiE,, 1),
2 (azsa o8, "o Fr T MG

Znana jest koncepcja przyjmujaca tensor odksztalcen sprezystych jako réznicg pomigdzy
tensorem catkowitego odksztalcenia continuum i tensorem odksztalcen niesprezystych E,g .
Otéz w teorii przyjmujacej pojecie naturalnego stanu odniesienia, ta koncepcja addytyw-
nosci jest do przyjecia tylko pod warunkiem, ze dewiacja naturalnego stanu odniesienia
do konfiguracji odniesienia continuum pozostaje mata.

2h E.p



ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE PELZANIA 1 PLASTYCZNOSCI 359

Mozemy napisaé
0x

(22) day, = bydx; = by; - e,
A&y
Niech bedzie
0x;
(23) bai - = Ot Ba:  IBal < 1.
o0&

W tym przypadku zachodzi

’ 1 1
Ey = Eaﬁ(aak'i'ﬂak)(5ﬂ1+/3a1)—‘§‘5k1+’2’*(éak+/3ak)(5a:+/3a1) =

7 l r 7
(24) = Ekl+_2" B+ B+ B fa) = Ew+ Eyf

Ograniczenie wielkosci f,x (tym samym |EJ;’| < 1) jest naturalne w teorii, gdzie wszyst-
kie zmiany maja by¢ z géry okre$§lone wzgledem niezdeformowanej konfiguracji osrodka
ciaglego. Przy znacznych réznicach migdzy naturalnym stanem odniesienia i konfiguracja
odniesienia continuum, ta ostatnia traci swoj sens fizyczny. Teoria duzych deformacji
niesprezystych jest raczej teoria plyniecia niz deformacji. Wymaga ona opisu we wspol-
rzednych przestrzennych. Niniejsze rozwazania ograniczamy do zwigzkéw konstytutyw-
nych opisujacych mate deformacje niesprezyste.

7. Réwnania konstytutywne dla pelzania i plastycznoici w przypadku malych odksztalcen niespr¢zystych

W przypadku matych deformacji niesprezystych przyjmujemy &,, &, &3 jako zmienne
niezalezne i mozemy prowadzi¢ obliczenia w geometrii odniesienia ciala. Zasada zacho-
wania masy jest tozsamo$ciowo spelniona, a pozostale réwnania podstawowe sa naste-
pujace:

1. Zasada zachowania pedu

0 6x,- .
(25) *02:;-.(795-1‘ Sjk) = 0o%i,
V- D
(26) o = -2 0 O

00 0, 08,0
gdzie s;; jest drugim tensorem Pioli-Kirchhoffa (symetrycznym).
2. Zasada zachowania momentu pedu

(27) Sij = Sji-

3. Zasada zachowania energii

. . 0&. 0q;
28 E.. = Qo Ok i
(28) Si;Lij Qo+ 0 ox, 0k
4. Zasada wzrostu entropii
5(47':) o0&
(29) g° = 007'74._9,9_ e 250, o= Y00

2%
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5. Réwnania konstytutywne

ou ou

(30) U= u(Eua )’ Sij = Lo éEi/;i'y T = ’a‘n"-

Ostatnic dwa zwiazki pozwalaja przeksztalci¢ zasadg entropii do postaci nastgpujace;j:

o _ _ 00 ¢ OT 0% "
31) Tot = 2 e T JEL = 0.

Poniewaz nierowno$¢ powyzsza musi zachodzi¢ dla wszystkich wirtualnych historii
deformacji i temperatury, otrzymujemy, ze

(32) syEl = 0.
Powracamy teraz do modelu, w ktérym naturalny stan odniesienia jest aproksymowany

przez skonczony szereg pol tensorowych b% albo —co jest réwnowazne w przypadku
malych odksztalcen niesprezystych — przez skonczony szereg pol E[f, mianowicie

N«
(33) u = Z P EL, 7). Z o =
k=1 k=1
Z powyizszego wynika, ze
/\V
T, o v

Postulat wzrostu entropii wymaga, aby
(35) SEEL > 0
/¥ = 0 (odksztalcenie objetosciowe jest sprezyste), aby

ko rk
SHE** 20,

albo, poniewaz E

gdzie si% i EF sa sktadowymi dewiatoréw

1
S,'"} = Sij_Tskkéija

E* - E """" Ekk(sij.

Podstawowym problemem dla pelzania i plastycznoéci pozostaje okre§lenie zwiazku
konstytutywnego dla predkosci dewiatora E%’’. Postaram si¢ zwigzle przedstawi¢ wiasne
podejscie.

Definiuj¢ funkcje dysypacji dla pelzania w postaci
(38) l,_lz,ck)k - fk(sl_, ’

Przyjmuje, ze obszar sprQiystego zachowania si¢ materialu jest ograniczony przez
funkcje plyniecia
(39) gt = g6, T, by,

gdzie /1 jest parametrem wzmocnienia.
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Stosujac do przypadku pelzania prawo stowarzyszone z potencjalem f* otrzymuje

gk _ o, O

(40) jtey = M 89"* .

|

Kk af

’J

TEE,
a zk] J

oraz postepujac podobnie w przypadku odksztatcen plastycznych przy g =0, ¢ > 0

mamy
r 5g
(41 L =P goe -
s
Jako prawo wzmocnicnia przyjmujg
(42) C;‘g:* h=— 6 *k E,"j('p')" 2G2, gdzie 2= 0.

Stad, w przypadku deformacji izotermicznych,

mozemy rozwina¢ warunek dla po-

tencjatu
og* ogt . g . agt aofk ag* og*
4 =t = o * A, L= 0.
@) &= dsik S otk 2O\ED =P o 1 g | 720 A g P g = O
Wyznaczamy mnoznik p
, gt ot _ dg ag* of*

44 At 1) S et = - .
(44) p(A+ )65_*}1( 65,-*,-k as,-"j-k :uas*k as*k
Réwnanie na E;;'** jest wowczas nastgpujace:

ogt oft og* gt

ort 1 aspE osgh gt 1 Oskk Gyxk

4 . = N+ ———Ex
(45) E; “ 8s*" S ﬁg* ag* as*" A+l _,,5,3,,,,_‘7,8,*, Epk.

(1“3"”1 Os"l" as:z as:ﬁ
pod warunkiem, Ze zachodzi

agk og* ok

46 = * —
(46) ¢ =0 sk E” as*“ osER’
W przeciwnym razie

g af*

W celu zbadania slusznosci tych zwiazkéw w przypadku plastycznosci i petzania
przeprowadziliémy szereg do$wiadczen na rurach grubosciennych.
Wychodzac z funkeji plyniecia Misesa, mianowicie

(47)

X K 2
g = sisi—1h%,

okreélilimy na podstawie pomierzonych historii deformacji historie naprezenia i porow-
nali$my je z wynikami uzyskanymi z pomiaréw. Mozna bylo zauwazy¢, Zze (dla przyjetej
funkcji plynigcia) wszystkie wielkosci wystepujace w naszych réwnaniach konstytutyw-
nych dla plastycznoséci zostaly wyznaczone w oparciu o zwykle krzywe naprezenie—od-

ksztalcenie dla rozciagania albo skrecania. W

ten sposob speiniliSmy nasze pierwotne
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zadanie polegajace na wyprowadzeniu reakcji materiatu przy ztozonej historii obcigzenia
z pomierzonych wielkosci dla pewnych specjalnych historii. Sadz¢, Ze nasze pierwsze
wyniki sugeruja podejmowanie dalszych badan w oparciu o koncepcje przedstawione
wyzej.

Badalismy tez warto$é pojgcia skonczonej ilosci naturalnych stanéw odniesienia przy
pomocy testéw pelzania. Rezultaty, jakie uzyskaliémy do tej pory, byly przedstawione
na sympozjum UTAM poswigconemu pelzaniu w konstrukcjach w r. 1970 w Gothen-
burgu [9]. Rozrzuty wynikéw badan rzucajg cien na niezbyt pomys$ina zgodno$¢ migdzy
przyjetym modelem a rzeczywistym zachowaniem materiatu.
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