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1. Wprowadzenic

Istnieja liczne przyklady wnikania cieczy i gazéw do ciata stalego. Przyczyny te wy-
wotuja odksztalcenie ciata, jego pecznienie i skurcz. I tak, wodér wnikajacy pod cisnie-
niem do stali wywoluje jej znaczna deformacje. Cienkie blaszki, do ktérych wnika
wodér wyginaja sie, cienkie ptytki doznaja zwichrzenia.

Roéwnie brzemienny w skutki jest wplyw ogrzania ciala w procesie dyfuzyjnym. Wiemy
z dos$wiadczenia, jak zmienia si¢ rozklad wilgotnoéci w oérodku porowatym wskutek
zmiany pola temperatury. Do przyspieszenia wydzielania si¢ gazu z metalu stosuje sie
podgrzanie ciata, a takie procesy, jak naweglanie czy odweglanie stali nastgpuja w obec-
noéci zmiennego pola temperatury.

Istniala potrzeba stworzenia jednolitej teorii obejmujacej wzajemne oddziatywania
procesu dyfuzyjnego charakteryzowanego koncentracja wzglednie potencjalem chemicz-
nym, procesu termicznego charakteryzowanego polem temperatury oraz procesu defor-
macji ciala opisanego przez wektor przemieszczenia i stan napreZenia.

Taka teorie dla ukladéw dwuskiadnikowych (dla stalych roztworéw) opracowal
PopstriGacz w 1961 r. [1]. Nastepnie teori¢ te uogolnit na uklady wieloskladnikowe.
Wraz ze swymi wspdipracownikami rozwiazal szereg zagadnien szczeglowych, przewaz-
nie jednowymiarowych [9, + 10], dotyczacych termodyfuzji w stalych roztworach.

Celem niniejszego opracowania problemowo-przegladowego jest wprowadzenie do
tego nowego dzialu mechaniki ciala stalego, lezacego na pograniczu teorii sprezystosci
i chemii fizyczne;j.

Podajac w ogdlnych zarysach teorie PODSTRIGACZA, dodaj¢ do niej szereg uzupelnien
natury termodynamicznej (nieréwnosci termodynamiczne) oraz szereg twierdzen ogdlnych.

2. Najprostszy model dyfuzji

Rozpatrzmy najprostszy model procesu dyfuzji, opisany fenomenologicznym zwiaz-
kiem Ficka. Pézniej dopiero uogdlnimy go, wykorzystujac prawa termodynamiki proce-
s6w nieodwracalnych.

PoniZej rozpatrywaé bedziemy uklad dwuskladnikowy, zloZony z jednego ruchliwego
i drugiego nieruchliwego skiadnika. Jako model stuzyé nam moZe gaz rozpuszczony
w metalu lub ciecz w porowatym szkielecie sprezystym. W naszych rozwazaniach role

* Referat generalny wygloszony na Konferencji «Mechanika Ciata Stalego» w Krynicy, sierpiefi
1974 r,
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ukladu odniesienia dla przeptywdow dyfuzyjnych spelniaé bedzie siatka krystaliczna nie-
ruchomego skladnika.
Rozpatrzmy cialo B o objgtosci V, ograniczone powierzchnia 4. W ciele tym zachodzi
proces dyfuzyjny, polegajacy na wyréwnywaniu sig stgZen w ramach jednej fazy.
Wydzielmy z ciala B dowolne podcialo B, o objgtosci V,,, ograniczone powierzchnia
Ao (rys. 1). Dla B, sporzadzimy bilans przeptywu materii, otrzymujac réwnanie globalne

) d
2.1 f‘q.ndA:J (—-—8?—-}-0') dv.
1 4

Ay

Przez n oznaczamy wektor przeptywu dyfuzyjnego (o wymiarze kg/cm? sek), przez n
wektor normalnej do powierzchni 4,. Dalej przez ¢ oznaczamy koncentracj¢, rozumiang
jako ilo§¢ substancji na element objetoSciowy (kg/cm3). Wreszcie przez ¢ oznaczamy
intensywno$¢ Zrédla masy, ilo§¢ masy wytwarzanej w jednostce objetoéei i jednostce czasu
(wymiar kg/em? sek).

Rys. 1

Stosujac do catki powierzchniowej w (2.1) przeksztalcenie Gaussa, mamy

Q2) - ( (% +divn—cr)dV=0.

.

Ze wzgledu na zalozona dowolno$é podobszaru, otrzymujemy z (2.2) réwnanie lokalne

dc
2. — = —di .
(2.3) o divy+o
Réwnanie (2.3) przedstawia podstawowe prawo dyfuzji.
Z badan do§wiadczalnych wynika, ze przeplyw dyfuzyjny jest proporcjonalny do
gradientu koncentracji, a wspélczynnikiem proporcjonalnosci jest pewna (na ogdét stata)
wielko$§¢ zwana wspolczynnikiem dyfuzji

24 : 7 = —Dgradc.

Zwiazek ten jest shuszny dla ciata izotropowego. Wystepujaca tu wielko$é D ma wymiar
cm?/sek; jest zatem niezalezna od jednostki, w ktérej mierzy si¢ ilo§é substancji. Znak
minus w zwiazku (2.4) pochodzi stad, ze dyfuzja przebiega w kierunku przeciwnym do
wzrostu koncentracji. Prawo fenomenologiczne (2.4) nazywamy prawem Ficka.
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Eliminujac 0 z réownan (2.3) i (2.4) dochodzimy do podstawowego réwnania dyfuzji

2.5) DVZC—% = —~o(x,#) na Vx][0,co].

Do réwnania dyfuzji nalezy doda¢ warunek brzegowy i poczatkowy.

Zalézmy, ze mamy do czynienia z mieszanymi warunkami brzegowymi. Niech na 4,
okre§lona bedzie koncentracja f(x, t), na A, — przeplyw masy A(x, t). Tutaj 4 = A,V 4,,
A, N4, =0

Mamy zatem

2.6) c(x,t)=f(x,1t) na 4;x[0, o0]; —

D”E)C(;T,t) = h(x, 1) na 4; x [0, co].

Warunek poczatkowy podaje rozklad stezenia w chwili £ =0
2.7 c(x,0) = g(x), xeV.
Funkcje f, h, g sa danymi funkcjami.

Roéwnanie (2.5) opisujace proces dyfuzji nie zawiera czlonu zwiazanego z deformacja
ciala. Jest to powazny mankament; doswiadczenie bowiem uczy, Ze czynniki mechaniczne
(np. drgania) maja wptyw na proces dyfuzyjny.

Nietrudno nam bedzie w tej przyblizonej teorii ujaé proces odwrotny, oddziatywanie
dyfuzji na deformacje ciala.

Proces dyfuzji, podobnie jak wzrost temperatury, wywoluje w ciele trwale odksztal-
cenia efy. Catkowite odksztalcenie ciala sklada sig z dwu czgéei, z dystorsji e?j oraz z od-
ksztalcen sprezystych ej:

(2.8) ey = &Y +ep.
Z drugiej strony, odksztalcenia sprezyste sg funkcjami liniowymi naprezen
2.9 & = 20+ X 0,500,
Tutaj
, 1 , A
T 2w T T 2uBGi+2p)’

a p, A sg statymi Lamégo. Wstawmy (2.9) do (2.8) i rozwiazmy te réwnania wzgledem
naprezed. Otrzymamy zwiazki konstytutywne

(2.10) oy = 2p(er;— &) + MEw— &) 0y
Odksztalcenia trwale, spowodowane procesem dyfuzyjnym tworza tensor symetryczny
(211) E?j = acéuc.

Jest to wlasnos¢ fizyczna ciata izotropowego. Wskazuje ona, ze element objgtosciowy
(na $ciankach ktérego jest oy; = 0) moze zmienia¢ w trakcie dyfuzji jedynie objetosc,
a nie postaé. Wielko$¢ «, jest wspoiczynnikiem dyfuzyjnej rozszerzalnoSci liniowej.

Wstawiajac (2.11) do (2.10), mamy
(212) 0y = 2uep;+ (Ae— ) by,
gdzie

ye = GA+2m)a,.
Zauwazmy analogi¢ zwiazkéw (2.12) z réwnaniami Duhamela-Neumanna dla termospre-
zystoscei.
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Je$li zwigzki konstytutywne (2.12) wstawi¢ do réwnan ruchu
(2.13) O j—ou(x,1) =0 mna Vx|[0, o],

i wykorzystujac definicje tensora odksztalcenia

1
(2149 & = 5 (w5 +25,0),

gdzie u jest wektorem przemieszczenia, to w rezultacie otrzymamy ukfad réwnan prze-
mieszczeniowych teorii sprezystosci z cztonem dyfuzyjnym

(2.15) uViu+ (A4 p)graddiva = gii+y.grade.

Dodajac réwnanie dyfuzji

1 1
2 — =
2.16) (V 5 a,) ¢t o(x,1) =0,

otrzymujemy komplet réownan niesprzgzonej dyfuzji w ciele odksztalcalnym.

Droga rozwigzania jest tu nastgpujaca. Rozwiazujemy réwnanie dyfuzji (2.16) przy
danym warunku brzegowym i poczatkowym, a znang juz funkcje ¢ wstawiamy do prawe;j
strony réwnafi przemieszczeniowych (2.15). Rozwiazanie ukladu réwnan (2.15) prowadzi
do przemieszczen u, odksztalcen g;; i naprezen o;.

Uklad réwnan (2.15), (2.16) stanowi pelna analogig do réwnad teorii naprezen ciepl-
nych (niesprzeZzona termosprezysto$€). Dodaé nalezy jednak, ze w zagadnieniach dyfuzji
w ciele stalym przewaza inny typ warunkdéw. Na ogol warunek poczatkowy jest niejedno-
rodny, gdyZ zazwyczaj interesuje nas zmiana rozkladu koncentracji (danego dla ¢ = 0)
dla kolejnych ¢t > 01 to przy jednorodnym warunku brzegowym. Ponadto w chwili z = 0
rozklad koncentracji zazwyczaj wyraza si¢ funkcjami ze skonczonymi nieciaglosciami
(skokami).

Dla ukiadu réwnan (2.15) i (2.16) mozna poda¢ szereg twierdzen ogdlnych. W postaci
swej sa one analogiczne do wyprowadzonych w ramach teorii naprezen cieplnych [11].

PoniZej podamy jedynie dwa twierdzenia. Pierwsze wynika z przemnoZenia przez c
réwnania (2.16) i scatkowania po obszarze. Otrzymamy tu réwnanie

dod

2.17) —

+y.=D fc%dA+ {och.
ol l./
Tutaj

oA = % fcde, e =D f(c',)de.
12 12
Réwnanie (2.17) mozna interpretowa¢ jako rownanie energetyczne, gdzie o/ jest potencja-
fem dyfuzyjnym, a y, — funkcja dyfuzyjnej dysypacji. Rownanie (2.17) stuzy miedzy in-
nymi do udowodnienia twierdzenia o jednoznacznoéci rozwiazan réwnania parabolicz-
nego (2.16).

Rozpatrzmy twierdzenie o wzajemnoéci prac. Niech dane beda dwa uklady przyczyn
i skutkéw. Do przyczyn zaliczymy dzialanie Zrodet masy oraz dzialanie wywolane przez
warunki brzegowe 1 poczatkowe. Drugi uklad przyczyn i skutkéw wyrdzniamy «primami».
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Twierdzenie o wzajemnosci prac ma tu postad
(2.18) J ‘'dV + fgc dv+D f —dA —f o"*edV + fgch+ch*———dA
12 v v 7

WprowadziliSmy tu oznaczenia splotowe

! {

ot = fo‘(x, t—1)c'(x, r)dr =fcr(x, (X, 1—1)dr.
0 0

Réwnanie (2.18) postuzyé moze do skonstruowania rozwiazan réwnania (2.16) przy po-
mocy funkcji Greena.

3. Podstawy termodynamiczne dyfuzji w ciele stalym

Wyprowadzimy obecnie podstawowe zwiazki termodyfuzji opierajac si¢ na prawach
termodynamiki proceséw nieodwracalnych.
Pierwsze prawo termodynamiki ma postaé

d d
(3.1) L) = $+7%.
Tutaj % jest energia wewngtrzng, 4 — energia kinetyczng, ¥ — mocg sit zewnetrznych,

d . .
a —d?__ cieplem absorbowanym przez cialo.

Prawo to przedstawimy w postaci

d ’ .
(32) —['i';- f (U+gv,'v,)dV = fX;vng-f- J Pﬂ)idA— f‘ll.t dV, U = ;.
vV vV A vV

Tutaj U jest energia wewngtrzng odniesiong do jednostki objetoéei, X; jest sktadowa sity

masowej, p; = oyn; jest skladowa sity powierzchniowej, a g; jest sktadowa wektora prze-
plywu ciepta.

Prawo zachowania energii (3.2) prowadzi, przy wykorzystaniu réwnan ruchu
(33) o +X; = i |
i przeksztalcenia Gaussa-Ostrogradzkiego, do prawa lokalnego
(3.4 U= Tiyy—qi,i-

Zasada zachowania energii dla materialéw rzeczywistych jest ograniczona przez drugie
prawo termodynamiki

(3.5 TS = —g;,,— M.

Tutaj T jest temperaturg bezwzgledng w punkcie x i chwili 7, S jest entropig odnie-
siong do jednostki objetoéci, # — potencjalem chemicznym.
Temperature T traktujemy jako temperature érednig ciala statego i materii dyfundujace;.
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Eliminujac czlon g;; z réwnan (3.4) i (3.5), otrzymamy réwnanie
(3.6) U = o+ TS+t
Poniewas rdzpiczka energii wewngtrznej jest rézniczka zupelna, to

— v . .+3_U,5"+ .B_U(}
B Bs,jE" a8 de

(3.7) U
Z poréwnania (3.6) i (3.7) wynikaja zwiazki:

ou ou ou
(38) O'ij—‘m, T_a—S, -//t/————a—g—~.

Przyjmijmy enesgie wewngtrzna U(ey;, S, ¢) w postaci

A
3.9) Uleyj, S, ¢) = pegjey+ 7eﬁ,t—v,,.Se,‘,‘—vcce,‘n+ %Sl + %cz— dcS.

Wykorzystujac zwiazki (3.8) dochodzimy do nastgpujacych zwiazkéw konstytutyw-
nych:

(3.10) oy = 2+ (e —vsS~2.€) dyj,
(3.11) 0 = —ve+mS—de,
(3.12) M= —v.e4—0Stac, 0=T-T,.

Postaé energii wewnetrznej (3.9) oraz zwiazki konstytutywne (3.10)-(3.12) postuza nam
do wyprowadzenia nierownoéci termodynamicznych w punkcie 6.

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie korzysta¢ z innej funkcji stanu, z energii
swobodnej F = U—ST. Mamy zatem

(3.13) F = g8, ~ST+M¢.

Przyjmujac nastgpujace rozwinigcie funkciji F(e;, 8, ¢) w szereg Taylora w otoczeniu
stanu naturalnego (g; = 0,7 = Ty, ¢ = 0)

’” y) a n
(3.13")  F(e;,0, ¢) = peyey+ 76‘“8""—738:‘;;9—%8“0'*- 76‘2 - 702—46‘0-
Zwazywszy na (3.13") mamy
oF
(3.14) 0y = e 2uer;+ (e —yo 0—y.) by,
J
oF
(3.15) S = — a—T = 'yogkk-{-ne‘*’dc,
oF
(3.16) M= 2 = —Yeeu—di+ac.
Wrdéémy do bilansu entropii. Zwazywszy na prawo zachowania masy (przy ¢ = 0) mamy
@317 TS = ~ 1,1+ A0,

Zwiazkowi temu mozemy nadaé postaé

(3.18) §= - ("7) () .




TERMODYFUZJA W CIELE STALYM 149

gdzie

q: T, Jﬂ) )
.19 = -( = 47 (~— > 0.
(3 ) T2 i T 1

Réwnanie (3.18) przedstawia lokalny przyrost entropii w czasie, przy czym dwa
pierwsze czlony odnosza si¢ do wymiany entropii z otoczeniem, a czlon ostatni wyraza
produkcje entropii. W my§l postulatu termodynamiki proceséw nieodwracalnych jest
2>0.

Zrédio entropii przedstawi¢ mozemy w postaci

(3.20) 0 = (@ XP 4. X0),
gdzie
1 M
= — o — - R
(3.21) X T gradT, X Tglad( 7 )

Zrédla entropii zwigzane sa z przyczynami procesdéw nieodwracalnych, z wielkosciami
intensywnymi, zwanymi bodZcami termodynamicznymi X@,X™. Zrédlo entropii jest
réowne iloczynowi wektorowemu bodzcédw termodynamicznych X@, X®™ i sprzezonych
z nimi przeplywéw q, .

Z drugiej strony, miedzy wektorami przeplywéw a bodZcami termodynamicznymi
istnieja zwiazki na ogdt nieliniowe
(3.22) q = q(x(q)’ X(’I))’ y] — n(X(‘D’ X('I))_

Dla przeptywéw laminarnych przyjmiemy te zwiazki w postaci liniowej:

(3.23) q = Ly X +L,, XP,
' 0 = L,,X®+L, X0,
albo
L M
624 q= — —i",i gradT—L,, grad (—T_)’

L, M
M = — ?"lgrad T-L,, grad(?)-

Zwiazki (3.23) nazywamy zwiazkami fenomenologicznymi. Wielkoéci L,; sa wielko$ciami
stalymi. Speniaja one zaloZenie wzajemnoéci: (L,, = L,,). Mamy ponadto L, >0,
er >0, Lnnqu—Lz > 0.

nq

4. Dyfuzo-sprezysto§¢ i termospreiysto§é

Zalézmy najpierw, Zze proces dyfuzyjny odbywa si¢ w warunkach izotermicznych.
Cieplo jest z ciata stale odprowadzane; w ciele panuje stala temperatura T, tempera-
tura stanu naturalnego.

Zasada zachowania energii (3.13") (przy T = 0) przyjmuje postaé

4.1 F = O'Uélj+-/{(',‘.
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Z bilansu entropii (przy ¢;, = 0) otrzymamy
(4.2) ToS = M1y,

Wreszcie ze zwiazkéw fenomenologicznych (3.24) odczytamy

4.3) g=0, n=- “Lj"';i grad 4 .

Z wyrazenia (3.13) dla energii swobodnej, przy 8 = 0 znajdziemy
4.4 F(gy, ) = /As,je,j+%ek,‘e,,,,~yvcekk+%cz.
Uwzgledniajac zwiazki:

(4.5) oy = %, M= —?}g—,
otrzymamy réwnanie konstytutywne

(4.6) 01 = 2ue;+ (Ao —y.0) by,

4.7 M= ac—pEy.

Zwiazek (4.6), rozszerzone prawo Hooke’a, pokrywa si¢ z uprzednio uzyskanym
zwigzkiem (2.12), otrzymanym bez rozwazah termodynamicznych.

W wyrazeniu na potencjal chemiczny (4.7) wystepuje dylatacja. Zobaczymy ponizZej,
7ze a > 0, y, > 0. Zatem potencjal chemiczny wzrasta ze wzrostem stgzenia, natomiast
maleje ze wzrostem dylatacji (oczywiscie przy ey > 0).

Eliminujac potencjal chemiczny z réwnant (4.3) i (4.7), w rezultacie mamy
(4.8) n = —Dgradc+ ygraddivu,
gdzie

L

a L,y
D=_"1"" - = Mmre ~, g,
T, AT,

Otrzymali$my tu, wykorzystujac prawa termodynamiki proceséw nieodwracalnych, roz-
szerzone prawo Ficka. Dochodzi tu czlon ygraddivu, uwzgledniajacy wptyw odksztalce-
nia ciala na przeplyw masy dyfundujace;.

Rownanie dyfuzji otrzymamy wstawiajac (4.8) do zasady zachowania masy

de
4, — = —di
4.9 o divy.
W rezultacie dochodzimy do réwnania
(4.10) (DV2—=9)c—4V3diva = 0.

Réwnanie to wraz z réwnaniami przemieszczeniowymi
(4.11) uVin+ (A+p)graddivu+X = gii+y.gradc

stanowia komplet réwnarn opisujacych proces dyfuzji w ciele stalym, przy zachowaniu
stanu izotermicznego.
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Réwnaniom (4.10), (4.11) mozemy jeszcze nadaé inna postaé. Jesli (4.3), wstawi¢ do
zasady zachowania masy, to otrzymamy

oc L

S D2y
4.12) 5 T,
Wykorzystajmy teraz zwiazek konstytutywny (4.7), z ktérego otrzymamy

1

(413) Cc = ‘d- (/[ +‘yc Ekk)'
Wstawiajac (4.13) do (4.12), mamy
4.14) (DV?—0) M~y diva = 0.
Uzupemiajace réwnania teorii sprezystoéci otrzymamy z (4.11) przez wykorzystanie (4.13)
4.15) uV2u+ (A* +p)graddivu+X = pii+y,grad 4,
gdzie

M= A L“ YV = ‘yc/a'

Zauwazmy, Zze ukiad réwnan (4.14), (4.15) stanowi pelna analogie do sprzezonych réwnan
termosprezystosci [12].

Zatézmy z kolei, ze w ciele stalym nie wystepuje proces dyfuzyjny (¢ = 0). Cialo
znajduje si¢ jedynie pod dzialaniem pola temperatury.

W tym przypadku jest

v

(4.16) F = ,us,js,j+~‘2

I
2
Exp€an— Vo lik 6— "2—6 .

Uwzgledniajac zwiazki:

JF oF

(4.17) O'[j = —as—u, S - "‘_a_j-.,
otrzymamy nastgpujace réwnania konstytutywne:
(4].8) Oy = 2/-681j+()~€kk“70) (s,'j,
4.19) S = ypeut+a0.
Z réwnan fenomenologicznych (3.24) mamy
(4.20) n=0 gq=-— ET"_“ gradT.
Z bilansu entropii (3.17) wynika, Ze

’ - 1 . Lu

Powigzanie réwnan (4.21) i (4.19) daje nam, po dokonaniu linearyzacji, réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego

(4.22) kV20 = y,divi+n
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lub

4.23) (V2~~:73,)0~ndivi1 =0, gdzie k= —lfll,%, x=kin,ng=1yJk.
o .
Réwnania przemieszczeniowe uzyskane przez wprowadzenie zwiazkéw Duhamela-
Neumanna do réwnan ruchu (3.3) majg postaé
(4.24) pV2u+ (A p)uy i+ X = oil+v,0 .

Pominiecie cztonu ndiv’ w réwnaniu przewodnictwa cieplnego prowadzi do znacz-
nego uproszczenia zagadnienia. W tym bowiem przypadku réwnania (4.23) i (4.24) staja
sie od siebie niezaleZne. Opisuja one tzw. techniczna teori¢ napreZen cieplnych.

5. Réwnania rézniczkowe termodyfuzji

Ponizej wyprowadzimy réwnania rézniczkowe termodyfuzji. Podstawa naszych roz-
wazan beda zwiazki konstytutywne (3.14)-(3.16), dalej zwiazki fenomenologiczne (3.24)
oraz roéwnanie bilansu entropii

5.1 TS = — i+
i réwnania zasady zachowania masy
dc .

(52) W = —-le‘l].
Wyeliminujmy ze zwiazkéw fenomenologicznych (3.24) wielko$é grad(#/T). Wtedy
(5.3) q= —kgradT+an,
gdzie

L 1

o= Jj=——-(L,L,—L2).

L'“’ TOL”” ( - qa an.

Z réwnania (3.24), uzyskamy
L L M

5.4 = m il L) PV ]
(5.9 )| 7 grad 4 T (oz T)gradT

Wstawmy q ze zwiazku (5.3) do bilansu entropii (5.1), uwzgledniajac przy tym zwigzek
(5.4). W rezultacie otrzymamy

T T\ T T | T

Po przesunigciu cziondw matych w stosunku do AV3T (takich jak (adivy) [1]) oraz
przy pominigciu czfondéw nieliniowych, mamy

(5.5) TS ~ kV3T.
Wstawmy v ze zwigzku (5.4) do réwnania (5.2). Otrzymamy tu

2
(5.6) % _ Lmyay +L,,,,[(a—— -%)i _ l(a— ﬁ) vz T].

. 2
TS = kV*T+aL,, [_1-\72/// + i(ﬁ - oc) V2T + (a— %) li] :

R T T\ T
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Po pominigciu cztonédw malych w stosunku do pierwszego czfonu po prawej stronie
réwnania (5.6) i po pominigciu czlonéw nieliniowych, mamy
Jdec L

’ L Ty
(5.6) 51 i

Wykorzystajmy teraz réwnania konstytutywne (3.15) i (3.16). Z poréwnania réwnan
(5.5) i (3.15) i po linearyzacji otrzymamy rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego

(5.7) (k'V>—nd)0 = podivi+ds, Kk =k/T,.

Podobnie, eliminujac potencjal chemiczny # z réwnan (5.6) i (3.16), otrzymamy roz-
szerzone rownanie dyfuzji

Ty
m

Jesli wstawi¢ zwigzek konstytutywny (3.14) do réwnan ruchu, to otrzymamy réwnanie
wektorowe

(5.8) (aV*—md)c = Vi(y divu+dd), m=

(5.9 uViu+ (A+p)graddivu+X = pii +y,gradf+y grade.

Otrzymaliémy komplet réwnafi termodyfuzji, w ktérym ze soba sprzezone sa funkcje ¢, u
i [1]
Ale uktad tych réwnan nie cechuje sie symetria; jest niewygodny w rozwigzywaniu.
Dlatego tez dokonamy préby zamiany koncentracji ¢ przez potencjal chemiczny 4.
Rozwigzmy réwnanie konstytutywne (3.16) wzgledem ¢

(5.10) ac = M +y.ept+do

i wstawmy koncentracje z (5.10) do zwiazku konstytutywnego (3.15). Wtedy
(5.11) aS = Peer +n0+d A,

gdzie

?0 = y0a+dyc, ;1 = an+d2.

Wstawmy (5.11) do réwnania (5.5), a (5.10) do réwnania (5.6). W rezultacie otrzymamy
ukiad réwnan:

(5.12) (kV*—nd)0 = y,divi+d.A,
(5.13) - (DV*=0)) M = y,diva+dl, k = ka/Ty, yu = ye.
Eliminujac koncentracj¢ ¢ z réwnan ruchu (5.9) przy uzyciu zwiazku (5. 10) otrzymamy

réwnanie wektorowe

(5.14) uV2u+ (A’ +p) graddiva+X = pii + —i—(%gradﬁ +yugrad A),

XN=2A=yia, y,=vy..

Réwnania (5.12) (5.13) i (5.14) stanowia komplet réwnan dyfuzji wyrazony przez funkcje
u, 6 i A. Réwnania te cechuja si¢ pelna symetria, co ma wazne znaczenie przy wypro-
wadzaniu twierdzen takich, jak twierdzenia wariacyjne, twierdzenie o wzajemnoéci prac itd.
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Interesujacy jest przypadek szczegdlny réwnan termodyfuzji, mianowicie pominiecie
wplywu odksztatcenia na proces termodyfuzji w ciele. W tym przypadku uklad réwnan
termodyfuzji upraszcza si¢ do postaci

(5.15) (V2 —1d)0—dd =0,
(5.16) (DV2—3) M —di = 0,
.17 uVAu+ (A +p)graddivu+X = Qii+711—(;7ograd0 +y,grad.#).

Uproszczenie to rozdziela nam uklad réwnan (5.15) (5.16) od réwnania (5.17). Z roz-
wigzania ukladu réwnan (5.15) (5.16) wyznaczamy funkcje 0, #. Funkcje te, juz jako
funkcje znane, wstawiamy do réwnania (5.17).

6. Nieréwno$ci termodynamiczne

W dalszych rozwazaniach, zwlaszcza dotyczacych zagadnien jednoznacznosei rozwig-
wigzan potrzebne beda pewne nieréwnosci termodynamiczne.
Rozpatrzmy energi¢ zewnetrzng (3.9)

6.1) 2U(ey, S, ©) = 2peyjey;+Ke* —2v,Sc—2v.ec +mS? +ac® —28cS.

WprowadziliSmy tu w miejsce tensora odksztalceri ¢;;, dewiator odksztalcen e, gdzie
1

(6.2) ey = Elj'—?(sijekk, g =0, e= ¢

Rozwiazmy teraz réwnania konstytutywne (3.11), (3.12) wzgledem S i ¢. Otrzymamy
nastepujace zwiazki:

6.3) S = %(aeﬂww +5,0),
(6.4) | ¢ = (0 4m A +5.0),
gdzie

A=om~#0, ¥, =v0+v.m, v,=7r,0+7,0.
Wstawienie zwiazkéw (6.3) i (6.4) do (6.1) prowadzi po uporzadkowaniu do wyrazenia
(6.5) 2U = 2uejjei+e? [K— —ZII—(vfa +92m + 20y, 6)] + %(a@z +mM*+280.4).

Ale energia wewnetrzna jest funkcjg kwadratows, dodatnio zdefiniowana. Powinno by¢
zatem

>0 K> %(vfa +v2m+20.8),
(6.6) 1 '
I'= Z(aﬁz +mM*+2004) > 0,
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Rozpatrzmy najpierw ostatnie wyraZenie, ktére przedstawimy w postaci
(OM +00)? + (mo— 62) M2
a(mo— 02)
Powyzsza nieréwno$é¢ bedzie spelniona, gdy « > 0, m > 0, ma— 9% > 0. Na tej same;j

zasadzie stuszna jest nieréwno$é

> 0.

6.7 I=

(6.8) ;T (2o+r2m+28v9,) > 0.

Zbadajmy réwnanie konstytutywne (3.10) i rozwigzmy je wzglgdem ¢,;. Wtedy
(69) &y = otsS5U+ac05,j+2,u'd,-j+l'5uakk.

Tutaj a, > 0, a; > 0, gdyz ze wzrostem entropii 1 wzrostem koncentracji wzrasta od-
ksztalcenie. Zatem v, = 3Ko, > 0, v, = 3Ke, > 0.

W ten sposéb otrzymaliSmy wszelkie nierownoéci dotyczace wspolczynnikéw wyste-
pujacych w réwnaniach konstytutywnych (3.10)-(3.12)

2
pn>0, 2+?y>0,vs>0,vc>0,m>0,oz>0,moz—(52>0.

7. Réwnania falowe. Reprezentacje typu Lamégo i Galerkina [14]

W dalszych rozwazaniach wprowadzimy dla wygody dzialan nowe oznaczenia. Pozo-
stawiajac wektor u, oznaczymy pole temperatury przez 0, , a potencjal chemiczny przez0,.

Wprowadzajac intensywno$¢ zrédla ciepta W, i Zrédia masy dyfundowanej W,, otrzy-
mamy uktad réwnan:

7.1 O,u+(A+p)graddive+X = grad(y, 0, +y,0,),
(7.2) D8, = y,divi+df,— W,

(7.3) D,0, = y,divii+di, — W,.

Tutaj:

O, = uV*—@d?, Dy = k,V?*~¢, 0, D, = ky V> —¢,0;, vy = 3Kay, ¥, = 3Koy,
K=l+%,u, n>0, 2.+%,u.>0, ki >0, k; >0, ¢, >0, ¢; >0.
Dokonajmy dekompozycji wektora przemieszczenia u i wektora sit masowych X na czgéc

potencjalng i solenoidalng:
(1.4 u = grad¢ +rot, divep =0,
(1.5) X = grad® +rotyn, divy = 0.

Wstawiajac powyzsze wektory do réwnan rézniczkowych termodyfuzji, otrzymamy uktad
réwnan:

]

(7.6) i¢ = 9,0, +y,0,—-9,
(7.7 O = —m,
(7'8) Dlel = y1V2q§ +déz_Wl,

(7.9) D,6; = p, V2 +do,—W,, [, = (A+2u)V?~pd?.
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Widoczne jest, Ze réwnania (7.6) (7.8) i (7.9) sa ze soba sprzgZone. Eliminujac z tych
réwnan funkcje 0,,0,, otrzymamy réwnanie fali podluznej

(7.10) [OH~ (M +y, M) 0, V%] = —(HO+M W, + M, W)).
Wprowadzili§my tu oznaczenia:
H = DIDZ_"dza,Z, Ml = leZ +'}’2dat, M2 = y1d3‘+}’2D1.

Z réwnania (7.10) spostrzegamy, ze fala podiuzna podlega ttumieniu i dyspersji. Nato-
miast fala poprzeczna (7.7) nie jest zaklocona (w przestrzeni nieskonczonej) ani przez
pole temperatury, ani przez pole potencjalu chemicznego.

Podamy poniZej odmienna reprezentacj¢ funkeji u, 6,, 6., przy uzyciu funkcji wekto-
rowej y 1 dwu skalarnych funkcji 9, w,. Droga eliminacji otrzymamy z ukladu réwnan
(7.1), (7.2), (7.3) nastepujace réwnania:

(7.11) 20,u = —QX +grad [, MX-—-[1, P, grad W, — O, P,grad W,,
(7.12) Qol = _Pl 3,diVX—D1 Hz WI_DIPWZ,
(7.13) Qoz = ""Pza,diVX'—Dl_I’Wl_DlHl W2-

Tutaj
Q=HH,~-I"= 0,0, (y; M, +y2 M5)9,V?) = 0,0,
H, = D, —Vf 0,V*, H, = D, —75 oV3, I'= (dO,+y,y,VHd,,
Py =y Hy+y, T, Py =y, Hi+y I, M= (A+wH—(y; M, +y,M,),.
W prawych stronach réwnan (7.11)-(7.13) wystepuja jedynie Zrédia X, W,, W,. Wpro-
wadzmy nastepujaca reprezentacje funkcji u, 6, 6,:

(7.14) u = —Qy+graddiv], My— P, grady, — P, grady,,
(7.15) 0, = =0 P 0, divy— 0, Hy 9, — 0O, ys,
(7.16) 02 = —Dsza‘divX_Dlpwl—DlHl'lI)z.

Wprowadzajac powyZsza reprezentacje do réwnad (7.11)-(7.13), otrzymamy proste
réwnania falowe

(7.17) DZQX = X, Q’l/)l = Wl, QT/)Z = Wz. )

Rozwiazanie tych réwnan daje funkcje 3, ¢, , ¥, . Wstawienie tych funkcji do reprezentacji
(7.14)-(7.16) prowadzi do wyznaczenia funkcji u, 8, 6,.

Przedstawiony tu sposéb mieSci w sobie szereg przypadkéw szczegdlnych. Przykia-
dowo, jedli mamy do czynienia z dyfuzja substancji do ciala przy jednoczesnym zachowaniu
warunkow izotermicznoéei (6; = 0), to do dyspozycji stoi nam uklad réwnan:

(7.18) Oyu+(A+u)graddiva+X = y,gradf,,
(7.19) D,0, = y,d,diva— W,.

Postugujac sie reprezentacjy
(7.20) u = —H,y +graddiv[(A +p)D, ~ 939, ]x— v, grad y,,
(7.2]) 0, = —y,0,0,divy~ O, v,

dochodzimy do réwnani falowych

(7.22) O.H,x =X, Hy,=W,.
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Interesujace sa zwiazki migdzy funkcjami ¢, ¢ a funkcjami y, y,, p,. Otrzymuje sie je
z rozpatrzenia jednorodnych réwnan falowych:

(7.23) [1,2% =0, 2y =0, Op, =0,
Rozwiazanie réwnania (7.23); przyjmujemy w postaci
(7.24) x=%x+x"
Funkcje ', %' spelniaja, w my§l twierdzenia Boggio, réwnania:
(7.25) Oy =0, Oy" =0.

Wstawiajac (7.24) do reprezentacji (7.14), mamy
(7.26) u= —Oy" +gradd, M(x'+x")— P grady, ~ P, grady,
i przeksztalcajac powyisze wyrazenie do postaci (7.4), otrzymujemy
(7.27) ' ¢ = —Piy — Py, +1, Mdivy,
(7.28) ¢ = ~rot I My".

Dowodzi sie, ze zaréwno reprezentacja (7.4) jak i (7.14)—(7.16) prowadza do rozwigzan
kompletnych [14]. Zostalo ostatnio przez FICHERA [15, 16] udowodnione twierdzenie
o jednoznacznofci, twierdzenie o istnieniu rozwiazan ulkdtadu réwnan (7.1)-(7.3).

Wreszcie zostaly ostatnio [13] wyprowadzone twierdzenia ogdlne, zasada prac wirtual-
nych oraz twierdzenie o wzajemno$ci prac. Zwlaszcza ostatnie twierdzenie moze mieé
znaczenie przy poszukiwaniu rozwiazan przy uZyciu funkcji Greena.

Réwnania termodyfuzji stanowia rozszerzenie rownan sprzgzonej termosprezystosci.
Réwnania te stanowig nowy typ réwnafi fizyki matematycznej. Ukiad réwnan jest bowiem
hiperboliczny ze wzgledu na czeéé niewiadomych funkcji, a paraboliczny ze wzgledu na
pozostate funkcje.

Jednak poza znaczeniem matematycznym, wazny jest aspekt mechaniczny — opisanie
zjawiska termodyfuzji. Dodaé trzeba, Ze ze zblizaniem sie do rzeczywistoici model nasz
bedzie si¢ znacznie komplikowal. Trzeba begdzie odej§¢ od niektdérych poczynionych za-
tozeri. Jednym z zaloZen tu poczynionych jest stalo$¢ wspélczynnika dyfuzji. Ale tylko
w nielicznych przypadkach zaloZenie to moze si¢ ostaé; przewaza zaleznoé¢ wspolczynnika
od koncentracji, co czyni od razu réwnanie dyfuzji nieliniowym. W przysztosci uwzgled-
nia¢ trzeba bedzie dzialanie reakcji chemicznych, co znacznie komplikuje model przez
wprowadzenie czlonéw nieliniowych. Dalszym istniejacym tu ograniczeniem jest zaloze-
nie ukladu dwuskladnikowego. Co prawda wigczenie wielu skladnikéw podwyzsza trud-
nosci matematyczne rozwigzania, nie nastrecza jednak dodatkowych trudnodci pojecio-
wych.
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Peswome

TEPMOITN®PY3USA B TBEPOOM TEIIE

B nacrosiueit 0630pHo-TipoGaemuold paGore npencTaBiedbl PeA0IOKEH s, 3RBHCMMOCTH ¥ OCHOB~
Hple ypaBHeHHsa Tepmonucthdysuu B TBepnom Tene, B Tpaxrtosike IO. C. Iloperpurauva. PacCMOTpeHBI
TePMOJHHAMMAYECKHE OCHOBBI H HEXOTOPhIE TEPMOMMHAMUUECKHE HepaBEHCTBA PAacCMaTPUBaeMON TEOpHH.

Cnoxuasy cucremMa ypasHeHHH Tepmomuddysum, OMUCHIBAIOMNX NEPEMEINEHHA TENA M TePMOQUHA-
MHYECKHA NOTEHIMAI, Graronapss BBENeHHIO YIIPYTUMX MOTEHLMANIOB H NIpEeNCTaBNeHuil Trma anepruna,
cBefiena x GoJiee NPOCTHIM BOJHOBBLIM YPaBHEHMAM.

Summary

THERMODIFFUSION IN SOLIDS

The paper of a problem-review character presents the assumptions, relations and basic equations
of thermodiffusion in solids as approached by J. S. Podstrigad. Thermodynamic foundations and certain
thermodynamic inequalities are discussed. The complicated system of thermodiffusion equations describ-
ing the field of displacements and chemical potential of the body are reduced to wave equations of a com-
paratively simple form owing to the introduction of elastic potentials and a Galerkin-type representation.
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