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1.  Wprowadzenie

Istnieją   liczne  przykł ady  wnikania  cieczy  i  gazów  do  ciała  stał ego. Przyczyny  te  wy-
wołują   odkształ cenie ciał a, jego  pę cznienie  i  skurcz.  I  tak,  wodór  wnikają cy  pod  ciś nie-
niem  do  stali  wywołuje  jej  znaczną   deformację.  Cienkie  blaszki,  do  których  wnika
wodór wyginają   się , cienkie pł ytki doznają   zwichrzenia.

Równie brzemienny w  skutki jest wpływ  ogrzania  ciała w procesie dyfuzyjnym.  Wiemy
z  doś wiadczenia,  jak  zmienia  się   rozkł ad  wilgotnoś ci  w  oś rodku  porowatym  wskutek
zmiany  pola  temperatury.  Do  przyspieszenia  wydzielania  się   gazu  z  metalu  stosuje  się
podgrzanie  ciał a,  a  takie  procesy,  jak  nawę glanie  czy  odwę glanie  stali  nastę pują   w obec-
noś ci  zmiennego  pola  temperatury.

Istniała  potrzeba  stworzenia  jednolitej  teorii  obejmują cej  wzajemne  oddziaływania
procesu  dyfuzyjnego  charakteryzowanego  koncentracją   wzglę dnie  potencjałem chemicz-
nym,  procesu  termicznego  charakteryzowanego  polem  temperatury  oraz  procesu  defor-
macji  ciała  opisanego  przez  wektor  przemieszczenia  i  stan  naprę ż enia.

Taką   teorię   dla  ukł adów  dwuskł adnikowych  (dla  stał ych  roztworów)  opracował
PODSTRIGACZ  w  1961  r.  [1].  N astę pnie  teorię   tę   uogólnił   na  ukł ady  wieloskładnikowe.
Wraz  ze  swymi  współ pracownikami  rozwią zał  szereg  zagadnień  szczegółowych,  przeważ-
nie  jednowymiarowych  [9, +  10],  dotyczą cych  termodyfuzji  w  stał ych  roztworach.

Celem  niniejszego  opracowania  problemowo- przeglą dowego  jest  wprowadzenie  do
tego  nowego  działu  mechaniki  ciała  stał ego,  leż ą cego  na  pograniczu  teorii  sprę ż ystoś ci
i  chemii  fizycznej.

Podając  w ogólnych  zarysach  teorię   PODSTRIGACZA,  dodaję   do  niej  szereg uzupełnień
natury termodynamicznej (nierównoś ci termodynamiczne) oraz szereg twierdzeń ogólnych.

2.  Najprostszy  model  dyfuzji

Rozpatrzmy  najprostszy  model  procesu  dyfuzji,  opisany  fenomenologicznym  zwią z-
kiem  Ficka.  Póź niej  dopiero  uogólnimy  go,  wykorzystując  prawa  termodynamiki proce-
sów  nieodwracalnych.

Poniż ej  rozpatrywać  bę dziemy  ukł ad  dwuskł adnikowy,  zł oż ony z jednego  ruchliwego
i  drugiego  nieruchliwego  skł adnika.  Jako  model  służ yć  nam  może  gaz  rozpuszczony
w  metalu  lub  ciecz  w  porowatym  szkielecie  sprę ż ystym.  W  naszych  rozważ aniach  rolę

*>  Referat  generalny  wygłoszony  na  Konferencji  «Mechanika  Ciała  Stałego»  w  Krynicy,  sierpień
1974  r.



144  W.  NOWACKI

ukł adu  odniesienia  dla  przepływów  dyfuzyjnych  speł niać bę dzie  siatka  krystaliczna  nie-
ruchomego  skł adnika.

Rozpatrzmy  ciało B  o obję toś ci  V, ograniczone powierzchnią   A.  W  ciele tym zachodzi
proces  dyfuzyjny,  polegają cy  na  wyrównywaniu  się   stę ż eń  w  ramach jednej  fazy.

Wydzielmy  z  ciała  B  dowolne  podciało Bo  o  obję toś ci  Vo,  ograniczone powierzchnią
Ao  (rys.  1). D la Bo  sporzą dzimy  bilans przepł ywu materii, otrzymując  równanie  globalne

(2.1) j

Przez  r\   oznaczamy  wektor  przepływu  dyfuzyjnego  (o  wymiarze  kg/ cm2  sek),  przez  n
wektor  normalnej do powierzchni Ao.  Dalej przez  c  oznaczamy  koncentrację, rozumianą
jako  ilość  substancji  na  element  obję toś ciowy  (kg/ cm3).  Wreszcie  przez  a  oznaczamy
intensywność  ź ródła  masy,  ilość masy wytwarzanej  w jednostce  obję toś ci  i jednostce  czasu
(wymiar  kg/ cm3  sek).

Rys. 1

Stosując  do  cał ki  powierzchniowej  w  (2.1)  przekształ cenie  G aussa,  mamy

(2.2)  j  l- ^- + divY)- tfW= O.

Ze  wzglę du  na  założ oną  dowolność  podobszaru,  otrzymujemy  z  (2.2)  równanie  lokalne

(2.3)  ~=  - divY)+ <7.

Równanie  (2.3)  przedstawia  podstawowe  prawo  dyfuzji.
Z  badań  doś wiadczalnych  wynika,  że  przepł yw  dyfuzyjny  jest  proporcjonalny  do

gradientu  koncentracji,  a  współ czynnikiem  proporcjonalnoś ci jest  pewna  (na  ogół   stał a)
wielkość  zwana  współ czynnikiem  dyfuzji

(2.4)  YJ =  - D gr a d c.

Zwią zek  ten jest  słuszny  dla  ciała  izotropowego.  Wystę pują ca  tu  wielkość  D  ma  wymiar
cm2/ sek;  jest  zatem  niezależ na  od  jednostki,  w  której  mierzy  się   ilość  substancji.  Znak
minus  w  zwią zku  (2.4)  pochodzi  stą d,  że  dyfuzja  przebiega  w  kierunku  przeciwnym  do
wzrostu  koncentracji.  Prawo  fenomenologiczne  (2.4)  nazywamy  prawem  F icka.
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Eliminują c  yj  z  równań  (2.3)  i  (2.4)  dochodzimy  do  podstawowego  równania  dyfuzji

(2.5)  D V 2c - ~-   m  - cr(x,  t)  na  Vx  [0,  oo].

Do  równania  dyfuzji  należy  dodać  warunek  brzegowy  i  począ tkowy.
Załóż my, że mamy  do  czynienia  z mieszanymi warunkami brzegowymi. Niech na  Ax

okreś lona bę dzie koncentracja/ (x,  t),m\A2  —przepływ masy/?(x, /)•  Tutaj A  =   Al^>A2,
Ax  rsA2  =  0.

Mamy  zatem

(2.6)  c(x,t)*=f(x,t)  aa  Atx[0,  oo];  - D  8 c ^  ^  = h(x,  t)  na  A2  x  [0, oo].

Warunek  począ tkowy  podaje  rozkł ad  stę ż enia  w  chwili  t  =   0

(2.7)  c(x,  0)  =  g(x),  xeV.

Funkcje  / , h, g  są   danymi  funkcjami.
Równanie  (2.5)  opisują ce  proces  dyfuzji  nie  zawiera  czł onu  zwią zanego  z  deformacją

ciał a. Jest  to poważ ny  mankament; doś wiadczenie  bowiem  uczy,  że czynniki mechaniczne
(np.  drgania)  mają   wpływ  na  proces  dyfuzyjny.

N ietrudno  nam bę dzie  w  tej  przybliż onej  teorii  ują ć  proces  odwrotny,  oddziaływanie
dyfuzji  na  deformację   ciał a.

Proces  dyfuzji,  podobnie  jak  wzrost  temperatury,  wywołuje  w  ciele  trwałe odkształ-
cenia  efj.  Cał kowite odkształ cenie ciała  skł ada się   z  dwu  czę ś ci,  z dystorsji  e°j  oraz z od-
kształ ceń  sprę ż ystych  eyl
(2.8)   fi(7=eo+fi; ;.

Z  drugiej  strony,  odkształ cenia  sprę ż yste  są   funkcjami  liniowymi  naprę ż eń

(2.9)  8( ,
Tutaj

?//' -   - l_ V  i_
^  2ft'  "  2ju(3X+

a  / J., X  są   stał ymi  Lamego.  Wstawmy  (2.9)  do  (2.8)  i  rozwią ż my  te  równania  wzglę dem
naprę ż eń.  Otrzymamy  zwią zki  konstytutywne

(2.10)  ou  =   2fx(etj  -   S?j) + %{ekk -   <&)  6ij.

Odkształ cenia  trwał e, spowodowane  procesem  dyfuzyjnym  tworzą   tensor  symetryczny

(2.11)  sfj^ajijc.

Jest  to  własność fizyczna  ciała  izotropowego.  Wskazuje  ona, że element  obję toś ciowy
(na  ś ciankach  którego  jest  ai}  =   0)  może  zmieniać  w  trakcie  dyfuzji  jedynie  obję toś ć,
a  nie  postać.  Wielkość  ac  jest  współ czynnikiem  dyfuzyjnej  rozszerzalnoś ci  liniowej.

Wstawiając  (2.11)  do  (2.10),  mamy

(2.12)  ffy

gdzie

yc  =
Zauważ my  analogię   zwią zków  (2.12) z  równaniami Duhamela- N eumanna  dla termosprę-
ż ystoś ci.
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Jeś li  zwią zki  konstytutywne  (2.12)  wstawić  do  równań  ruchu

(2.13)  djij- gutix, 0 = 0  na Vx  [0,  oo],

i  wykorzystując  definicję   tensora  odkształcenia

(2.14)  eij =  j(Uij+Uj,i),

gdzie  u jest  wektorem  przemieszczenia,  to w rezultacie  otrzymamy  układ  równań  prze-
mieszczeniowych  teorii  sprę ż ystoś ci  z członem  dyfuzyjnym

(2.15)  / łV2u + (A+ i«)graddivu  =   gu+ycgvadc.

Dodając  równanie  dyfuzji

(2.16)

otrzymujemy  komplet  równań  niesprzę ż onej  dyfuzji  w ciele  odkształ calnym.
Droga  rozwią zania  jest  tu nastę pują ca.  Rozwią zujemy  równanie  dyfuzji  (2.16)  przy

danym  warunku  brzegowym  i począ tkowym, a znaną  już  funkcję   c wstawiamy  do  prawej
strony  równań  przemieszczeniowych  (2.15). Rozwią zanie  ukł adu  równań  (2.15)  prowadzi
do  przemieszczeń  u,  odkształceń etJ i naprę ż eń ffy.

Układ  równań  (2.15),  (2.16)  stanowi  pełną   analogię   do  równań  teorii  naprę ż eń ciepl-
nych  (niesprzę ż ona  termosprę ż ystoś ć ).  Dodać należy  jednak,  że w zagadnieniach  dyfuzji
w ciele stałym przeważa  inny typ warunków.  Na ogół  warunek  począ tkowy  jest  niejedno-
rodny, gdyż zazwyczaj  interesuje  nas  zmiana  rozkł adu  koncentracji  (danego  dla t = 0)
dla kolejnych  i > 0 i to przy  jednorodnym warunku  brzegowym.  Ponadto w chwili t = 0
rozkład  koncentracji  zazwyczaj  wyraża  się  funkcjami  ze  skoń czonymi  niecią głoś ciami
(skokami).

Dla układu równań  (2.15) i (2.16) moż na podać szereg twierdzeń  ogólnych.  W  postaci
swej są  one  analogiczne  do  wyprowadzonych  w ramach  teorii  naprę ż eń  cieplnych  [11].

Poniż ej  podamy  jedynie  dwa  twierdzenia.  Pierwsze  wynika  z przemnoż enia  przez c
równania  (2.16) i scałkowania  po  obszarze.  Otrzymamy  tu równanie

(2.17)  ~  +%c = D J c f̂l  dA + j  acdV.
A V

Tutaj

**  =  T / c W' Xc = D  J ( c - i ) 2 d v'
V V

Równanie  (2.17) moż na interpretować jako  równanie energetyczne, gdzie sś jest potencja-
łem  dyfuzyjnym,  a %c—- funkcją  dyfuzyjnej  dysypacji.  Równanie  (2.17)  służy mię dzy in-
nymi  do udowodnienia  twierdzenia  o jednoznacznoś ci  rozwią zań  równania  parabolicz-
nego  (2.16).

Rozpatrzmy  twierdzenie  o wzajemnoś ci  prac.  N iech dane  bę dą   dwa  układy  przyczyn
i  skutków.  Do przyczyn  zaliczymy  działanie ź ródeł   masy  oraz  działanie wywołane  przez
warunki brzegowe  i począ tkowe. Drugi ukł ad przyczyn i skutków  wyróż niamy  «primami».
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Eliminują c  człon  qui  z równań  (3.4)  i  (3.5),  otrzymamy  równanie

(3.6)  U = (ftjkij +  TŚ +Jfb.

Ponieważ  róż niczka  energii  wewnę trznej  jest  róż niczką   zupełną,  to

Z  porównania  (3.6)  i  (3.7)  wynikają   zwią zki:

(3.8) ^ ' 1 ^ ' T = ~dS'  ^ " T T "

Przyjmijmy  energię   wewnę trzną   U(etj,  S, c) w postaci

(3.9)  U(etj,  S, c) =  [ieijei}+—e%k- v!SSen- vcCElik+  ^- S2  + y C 2 - ó c S '.

Wykorzystując  zwią zki  (3.8)  dochodzimy  do nastę pują cych  zwią zków  konstytutyw-
nych:

(3.10)  ffy  =  2[ieu + (lskk- vsS~vcc)  dtJ,

(3.11)  6 =   - r,et t+ OT5- <5c,

(3.12)  ^T»  - veekk- dS+xc,  0 =  T- To.

Postać  energii  wewnę trznej  (3.9)  oraz  zwią zki  konstytutywne  (3.10)—(3.12)  posłużą  nam
do  wyprowadzenia  nierównoś ci  termodynamicznych w punkcie 6.

W  dalszych  rozważ aniach wygodniej  bę dzie  korzystać z innej  funkcji  stanu, z energii
swobodnej  F = U— ST.  Mamy  zatem

(3.13')  JF m  atjkj- St+Jtć .

Przyjmując  nastę pują ce  rozwinię cie  funkcji  F(etj,d,  c) w szereg Taylora  w otoczeniu
stanu  naturalnego  (ê  =  0, T = To, c = 0)

(3.13")  F(eu,6,c)  =  [*e tjelJ + ~  ± ^

Zważ ywszy  na (3.13")  mamy

8F
(3.14)  a

(3.15)

(3.16)

— -   =

elF

Wróć my  do bilansu entropii. Zważ ywszy na prawo zachowania masy  (przy a — 0) mamy

(3.17)  7W=

Zwią zkowi  temu  moż emy  nadać postać

(3- 18)  ś =
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gdzie

(3.19)

Równanie  (3.18)  przedstawia  lokalny  przyrost  entropii  w  czasie,  przy  czym  dwa
pierwsze  człony odnoszą   się   do  wymiany  entropii  z  otoczeniem, a  człon  ostatni wyraża
produkcję   entropii.  W  myśl  postulatu  termodynamiki  procesów  nieodwracalnych  jest
Q  >  0.

Ź ródło  entropii przedstawić  moż emy  w  postaci

(3.20)  «= yO

gdzie

1  [Jl  \
(3.21)  X<*> =  - - = - gr a d r,  X("> =  - T grad[- =-  .

T  \T  I

Ź ródła  entropii zwią zane  są   z przyczynami procesów nieodwracalnych, z wielkoś ciami
intensywnymi,  zwanymi  bodź cami  termodynamicznymi  X(a), X ( ł ) .  Ź ródło  entropii  jest
równe  iloczynowi  wektorowemu  bodź ców  termodynamicznych X (s), X(l/ )  i  sprzę ż onych
z nimi  przepływów  q, Y).

Z  drugiej  strony,  mię dzy  wektorami  przepływów  a  bodź cami termodynamicznymi
istnieją   zwią zki  na  ogół   nieliniowe

(3.22)  q  =  q(X<«>, Xm),  Y) =   Y)(X (<I), X(1'>).

D la  przepływów  laminarnych  przyjmiemy  te  zwią zki  w  postaci  liniowej:

(3.23)

albo

WY
(3.24)

gr a d r - L „ „ gr a d |- y ,.

Zwią zki  (3.23) nazywamy  zwią zkami  fenomenologicznymi. Wielkoś ci  L tj  są   wielkoś ciami
stał ymi.  Spełniają   one  założ enie  wzajemnoś ci:  (Lw  =   L,ia).  Mamy  ponadto  LaQ  >  0,
Lm  >  0,  LmLm- L2

m  >  0.

4.  Dyfuzo- sprę ż ystość  i  termosprę ż ystość

Załóż my  najpierw,  że  proces  dyfuzyjny  odbywa  się   w  warunkach  izotermicznych.
Ciepło  jest  z  ciała  stale  odprowadzane; w  ciele  panuje  stała  temperatura  To,  tempera-
tura  stanu naturalnego.

Zasada  zachowania  energii  (3.13')  (przy  t  =  0) przyjmuje  postać

(4.1)  F'  =
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Z  bilansu  entropii  (przy  qu  = 0) otrzymamy

(4.2)  T0Ś =  Jfr)iit.

Wreszcie  ze zwią zków  fenomenologicznych  (3.24)  odczytamy

(4.3)  q = 0,  Y) = -   ^  gmdJł .

Z  wyraż enia  (3.13)  dla energii  swobodnej,  przy  0 = 0  znajdziemy

(4.4)  F(etJ,  c) =   +  +

Uwzglę dniając  zwią zki:

(4.5)  * ,=if T,   .//=- f-,
otrzymamy  równanie  konstytutywne

(4.6)  < ty- 2/ »y+ (AĄ B- y,e)«t f,

(4.7)  Jt  =   ac- ycekk.

Zwią zek  (4.6),  rozszerzone  prawo  Hooke'a,  pokrywa  się z  uprzednio  uzyskanym
zwią zkiem  (2.12), otrzymanym bez rozważ ań termodynamicznych.

W  wyraż eniu  na  potencjał  chemiczny  (4.7)  wystę puje  dylatacja.  Zobaczymy  poniż ej,
że  a > 0, yc  > 0. Zatem  potencjał   chemiczny  wzrasta  ze wzrostem  stę ż enia,  natomiast
maleje  ze wzrostem  dylatacji  (oczywiś cie  przy  ekk >  0).

Eliminując  potencjał   chemiczny  z  równań  (4.3)  i  (4.7), w  rezultacie  mamy

(4.8)  T) =  - Z )gradc+ # graddivu,

gdzie

- 'o   J o

Otrzymaliś my  tu,  wykorzystując  prawa  termodynamiki  procesów  nieodwracalnych,  roz-
szerzone prawo  Ficka.  Dochodzi tu czł on  %graddivu,  uwzglę dniają cy  wpł yw  odkształ ce-
nia  ciała  na przepł yw  masy  dyfundują cej.

Równanie  dyfuzji  otrzymamy  wstawiając  (4.8)  do zasady  zachowania  masy

(4.9)  i £ = _ d i vYi .

W  rezultacie  dochodzimy  do równania

(4.10)  (DV2- dt)c- x^2divu  =  0.

Równanie  to wraz  z  równaniami  przemieszczeniowymi

(4.11)  i«V2u + (/ l+ /M)graddivu+X = £>ii+ ycgradc

stanowią  komplet  równań  opisują cych  proces  dyfuzji  w ciele  stał ym, przy  zachowaniu
stanu  izotermicznego.
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Równaniom  (4.10), (4.11)  moż emy  jeszcze  nadać  inną  postać. Jeś li  (4.3)2  wstawić  do
zasady  zachowania  masy,  to otrzymamy

(4.12)  - S-  = 4fV^-
Wykorzystajmy  teraz  zwią zek  konstytutywny  (4.7), z którego  otrzymamy

(4.13)  c = —  (,Jł +yeekk).

Wstawiając  (4.13)  do (4.12),  mamy

(4.14)  (DV2- 8,)Jt- ycdivii  =  0.

Uzupeł niają ce  równania teorii  sprę ż ystoś ci  otrzymamy z (4.11) przez wykorzystanie  (4.13)

(4.15)  /*V2u + (A*+ / *)graddivu+X =  0t i+ yM grad.#,

gdzie

Zauważ my, że ukł ad  równań  (4.14),  (4.15) stanowi  peł ną analogię do sprzę ż onych równań
termosprę ż ystoś ci  [12].

Zał óż my z  kolei,  że w  ciele  stał ym  nie  wystę puje  proces  dyfuzyjny  (c —  0).  Ciało
znajduje  się  jedynie  pod  dział aniem pola  temperatury.

W  tym  przypadku  jest

(4.16)  F =   tiBijel} + - jemBm- yiBkk8-   jO2-

Uwzglę dniając  zwią zki:

(4.H)  *..».  ,_- £.
otrzymamy  nastę pują ce  równania  konstytutywne:

(4.18)  ffy  =  2/ ietj + {Xekk  -   yO) dt],

(4.19)  S =   yoekk+rt0.

Z  równań  fenomenologicznych  (3.24)  mamy

(4.20)  y ) = 0,  ^

Z  bilansu  entropii  (3.17)  wynika, że

(4.21)  ś =   -

Powią zanie  równań  (4.21)  i  (4.19)  daje  nam, po  dokonaniu  linearyzacji,  równanie prze-
wodnictwa  cieplnego

(4.22)  kV26  =  y„divu+ «0
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lub

(4.23)  IV2 -  —d, |0- f}d ivu  «  0,  gdzie  k =   - = §-,  K =   k\n,  r\  « y /fc.

Równania  przemieszczeniowe  uzyskane  przez  wprowadzenie  zwią zków  Duhamela-
Neumanna  do  równań  ruchu  (3.3)  mają   postać

(4.24)  ix^ui+a+^ujji+Xi   = efl,+y60,i.

Pominię cie  członu  ^divu'  w  równaniu  przewodnictwa  cieplnego  prowadzi  do znacz-
nego  uproszczenia zagadnienia. W  tym  bowiem  przypadku  równania  (4.23) i (4.24)  stają
się   od  siebie  niezależ ne.  Opisują   one  tzw.  techniczną   teorię   naprę ż eń  cieplnych.

5.  Równania  róż niczkowe  termodyfuzji

Poniż ej  wyprowadzimy  równania  róż niczkowe  termodyfuzji.  Podstawą   naszych  roz-
waż ań  bę dą   zwią zki  konstytutywne  (3.14)- (3.16),  dalej  zwią zki  fenomenologiczne  (3.24)
oraz  równanie  bilansu  entropii

(5.1)  TS -   -

i  równania  zasady  zachowania  masy

(5.2)  ~  =

Wyeliminujmy  ze  zwią zków  fenomenologicznych  (3.24)  wielkość  gra.d(Jł jT).  Wtedy

(5.3)  q =   - kgmdT+ar\ ,

gdzie

a =  ha., k =  1  (Ł I . I 3).

Z  równania  (3.24)2  uzyskamy

(5.4)  rj =  - ^ .grad^- %-  L~~)gTSidT.

Wstawmy  q ze  zwią zku  (5.3)  do  bilansu  entropii  (5.1), uwzglę dniając  przy  tym  zwią zek
(5.4).  W  rezultacie  otrzymamy

Po  przesunię ciu  członów małych  w  stosunku  do  kV2T  (takich jak  (adivY))  [1])  oraz
przy  pominię ciu  członów nieliniowych,  mamy

(5.5)  TŚ x  kV2T.

Wstawmy  rj ze  zwią zku  (5,4)  do  równania  (5.2).  Otrzymamy  tu
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Po  pominię ciu członów małych w  stosunku  do  pierwszego  członu  po  prawej  stronie
równania  (5.6)  i  po  pominię ciu  członów nieliniowych,  mamy

(5.6') W = -¥W2JL

Wykorzystajmy  teraz  równania  konstytutywne  (3.15)  i  (3.16).  Z  porównania  równań
(5.5) i  (3.15) i po linearyzacji  otrzymamy rozszerzone  równanie przewodnictwa  cieplnego

(5.7)  (k'V2- n8,)d  =  yodivu+dć ,  k'  «•   k/ T0,

Podobnie, eliminują c potencjał  chemiczny Jt  z  równań  (5.6) i  (3.16), otrzymamy roz-
szerzone  równanie  dyfuzji

(5.8)  (aV2- mdt)c  -   V2(ycdivu+dd),  m =  - f±- .

Jeś li  wstawić  zwią zek  konstytutywny  (3.14)  do  równań  ruchu, to  otrzymamy równanie
wektorowe

(5.9)  ^ V^  + ^ + ^ gr a d d i vu +X  =   QU+yB grad 6 +yc  grade.

Otrzymaliś my komplet równań termodyfuzji,  w którym ze sobą   sprzę ż one są   funkcje  c, u
i  0  [1].

Ale  ukł ad tych  równań  nie  cechuje  się   symetrią;  jest  niewygodny  w  rozwią zywaniu.
Dlatego  też  dokonamy  próby  zamiany  koncentracji  c  przez potencjał  chemiczny  Jt.

Rozwią ż my  równanie  konstytutywne  (3.16)  wzglę dem  c

(5.10)  ac  =   Jt  +ycskk+d0

i  wstawmy  koncentrację   z  (5.10)  do  zwią zku  konstytutywnego  (3.15).  Wtedy

(5.11)  aS  =  yoekk+n0+dJ/ ,

gdzie

yo  — Y<>a+dyc,  ń  =   art+d2.

Wstawmy  (5.11) do  równania  (5.5), a  (5.10) do  równania  (5.6). W  rezultacie otrzymamy
układ  równań:

(5.12)  QcV2- n8,) 6 =  yedivu+dJ,

(5.13)  (DV2~8t)Jt  =  y„divi+ <$,  k  =  ka/ T0,  y„  =   yc.

Eliminują c  koncentrację  c  z  równań  ruchu  (5.9) przy  uż yciu  zwią zku  (5.10), otrzymamy
równanie  wektorowe

(5.14)  iaV2uH- (A'+iM)graddivu+X = gu + — (y0 grad d+y^ grad  Jt),

X'  =  l- ylla,

Równania  (5.12)  (5.13) i  (5.14) stanowią   komplet równań dyfuzji  wyraż ony  przez  funkcje
u,  0  i  Jt.  Równania  te  cechują   się   pełną   symetrią,  co  ma waż ne  znaczenie przy  wypro-
wadzaniu twierdzeń takich, jak  twierdzenia wariacyjne, twierdzenie o wzajemnoś ci prac itd.
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Interesują cy  jest  przypadek  szczególny  równań  termodyfuzji,  mianowicie  pominię cie
wpł ywu  odkształ cenia na proces  termodyfuzji  w ciele. W tym  przypadku  ukł ad  równań
termodyfuzji  upraszcza  się do postaci

(5.15)  (kV2- nd,)6- dJ  = 0,

(5.16)  (DV2- dt)Jł - d0  = 0,

(5.17)  /aV2m- (A'+/ «)graddivu+X  =  QVL + — (y0 grad d+y^ grad  Jt).

Uproszczenie  to rozdziela  nam  ukł ad  równań  (5.15)  (5.16)  od równania  (5.17). Z roz-
wią zania  ukł adu  równań  (5.15)  (5.16)  wyznaczamy  funkcje  d, Jt.  Funkcje  te, już jako
funkcje  znane, wstawiamy  do równania  (5.17).

6.  Nierównoś ci  termodynamiczne

W  dalszych  rozważ aniach,  zwł aszcza  dotyczą cych  zagadnień jednoznacznoś ci  rozwią-
wią zań  potrzebne  bę dą  pewne  nierównoś ci  termodynamiczne.

Rozpatrzmy  energię  zewnę trzną (3.9)

(6.1)  2U(etJ,  S, c) =  2/ j.eijetj+Ke2- 2vsSc- 2vcec  +mS2  + uc2  - 2dcS.

Wprowadziliś my  tu w miejsce  tensora  odkształ ceń £y, dewiator  odkształ ceń ey , gdzie

(6.2)  etJ =  6W—y<5ystó,  ejj = 0,  e -   skk.

Rozwią ż my  teraz  równania  konstytutywne  (3.11),  (3.12)  wzglę dem  S i  c. Otrzymamy
nastę pują ce  zwią zki:

(6.3)

(6.4)  ^

gdzie

A = cmi- d2  ź  0,  vc =  v,d+vcm,  vs =   vsa+vcd.

Wstawienie  zwią zków  (6.3) i  (6.4) do (6.1)  prowadzi  po uporzą dkowaniu  do wyraż enia

(6.5)  W  m

Ale energia  wewnę trzna  jest  funkcją  kwadratową,  dodatnio  zdefiniowaną.  Powinno  być
zatem

(6.6)
/ *>0,   K>  ~j(v2a  +v2m  +2vsvcd),

=   ^- r(ttQ2+mJ('1- +2bQJ()  > 0.
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Rozpatrzmy  najpierw  ostatnie  wyraż enie,  które  przedstawimy  w  postaci

_  (<5*# + a0)2 + (ma—  dz)Jł 2

( 6 J )  i  =  a(ma- <52)  >  °-

Powyż sza  nierówność  bę dzie  speł niona, gdy  a  >  0,  m  >  0,  ma— ó2  >  0.  Na  tej  samej
zasadzie  sł uszna  jest  nierówność

(6.8)  j(v2a+v2rn+28vsvL)  >  0.

Zbadajmy  równanie  konstytutywne  (3.10)  i  rozwią ż my  je  wzglę dem  etJ.  Wtedy

Tutaj  ccc >  0,  as  >  0,  gdyż  ze  wzrostem  entropii  i  wzrostem  koncentracji  wzrasta  od-
kształ cenie.  Zatem  vs  =   3Kas  >  0,  vc  — 3Kac  >  0.

W  ten  sposób  otrzymaliś my  wszelkie  nierównoś ci  dotyczą ce  współczynników  wystę-
pują cych  w  równaniach  konstytutywnych  (3.10)—(3.12)

2
u  >  0,  X + —a  >  0,  v  >  0,  vc  >  0,  m  >  0,  a  >  0,  ma- ó2  >  0.

ó

7.  Równania  falowe.  Reprezentacje  typu  Lamego  i  G alerkina  [14]

W  dalszych  rozważ aniach  wprowadzimy  dla  wygody  dział ań nowe  oznaczenia. Pozo-
stawiając  wektor  u, oznaczymy pole temperatury przez d±,  a potencjał  chemiczny przez  d2.

Wprowadzając  intensywność ź ródła ciepła W1  i  ź ródła masy  dyfundowanej  W2,  otrzy-
mamy  ukł ad  równań:

(7.1)  D jU + t / l- l- ^graddivu+X  =  grad (y101+ y202) ,

(7.2)  - Oi î  — yidivu+ </ 02—  WX,

(7.3)  D202  =   y2divu+S1- W2.

Tutaj:

• 2  =   / J.V2 — Q8?,  Dy  m  k1V
2  — c1dt,  D%  — ifc2V

2 — c2dt,  yy  — 3Kai,  y2  =   3Ka2,

.  2  2
K  m  X + —fi,  ju >  0,  X + —u,>  0,  ki  >  0,  k2  >  0,  Cj  >  0,  c2  >  0.

Dokonajmy  dekompozycji  wektora  przemieszczenia  u  i wektora  sił  masowych  X na czę ść
potencjalną   i  solenoidalną:

(7.4)  u  =  grad</>+rot4>,  divij>  =  0,

(7.5)  X  =  grad0+ rotyj,  divv)  -   0.

Wstawiając  powyż sze  wektory  do  równań  róż niczkowych  termodyfuzji,  otrzymamy ukł ad
równań:

(7.6)  Di^>  =

(7.7)  n2<J> >
(7.8)  D^  j  =

(7.9)  D262  m y^t+ddi- Wi,  D i  -   (A+2,«)V2~e3(

2.
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Widoczne jest, że równania  (7.6) (7.8)  i  (7.9) są ze sobą  sprzę ż one.  Eliminując  z tych
równań  funkcje  d1,d2,  otrzymamy  równanie  fali  podł uż nej

(7.10)  [niH~(yiM 1+y2M2)8tV
2]<l>   =   ~(H&+M 1W1+M 2W2).

Wprowadziliś my  tu oznaczenia:

H=  D1D2- d28f,  Mt  =  yiD2+y2ddt,  M2 =   yld8t+y2D1.

Z  równania  (7.10)  spostrzegamy,  że fala  podł uż na podlega  tł umieniu i  dyspersji.  Nato-
miast  fala  poprzeczna  (7.7)  nie jest  zakł ócona (w przestrzeni  nieskoń czonej)  ani przez
pole  temperatury, ani przez  pole potencjału chemicznego.

Podamy poniż ej odmienną reprezentację funkcji  u, 6lt  62, przy  uż yciu  funkcji  wekto-
rowej  x  i dwu skalarnych  funkcji  \px, y>2.  Drogą  eliminacji  otrzymamy z ukł adu równań
(7.1),  (7.2),  (7.3) nastę pują ce  równania:

(7.11)  £ D 2 «=   - flX+ grad n iAfX- D a^ igrad ^ - D a^agrad JF i,

(7.12)  QOi =   - Pi AdivX-  D i H2 Wx -   UJ"W2,

(7.13)  Q62 =  - P2  Ą divX-  D i/ Wi -   D i # i W2.

Tutaj
Q =  H±H2- r2  =  Dl{D iH- {y1M1+y2M2)8tV

2)  =   Di© ,

P1 =  YlH2+y2r,  P2  -   y ^ i + y ^ ,  M =

W prawych  stronach równań  (7.11)—(7.13) wystę pują  jedynie  ź ródła X, W1;  W2. Wpro-
wadź my nastę pują cą  reprezentację funkcji  n,6l,62:

(7.14)  u =   -

(7.15)  et  =

(7.16)  e2 =

Wprowadzając  powyż szą  reprezentację  do równań  (7.11)—(7.13),  otrzymamy  proste
równania falowe

(7.17)  n2®X  = X, Qfi  = Wt,  Qf2  = W2.

Rozwią zanie tych równań daje funkcje  x> fi,  fi  •  Wstawienie tych funkcji  do reprezentacji
(7.14)—(7.16) prowadzi  do wyznaczenia  funkcji  u, 6t,  62.

Przedstawiony  tu sposób  mieś ci  w sobie  szereg przypadków  szczególnych.  Przykł a-
dowo, jeś li mamy do czynienia z dyfuzją  substancji  do ciała przy jednoczesnym zachowaniu
warunków  izotermicznoś ci  (6X =  0), to do dyspozycji  stoi  nam ukł ad równań:

(7.18)  D2U+ (A+ /a)graddivu+X =  y2grad02,

(7.19)  D2e2=y2dtdivn- W2.
Posł ugując  się reprezentacją

(7.20)  u =  - iffax+ graddiv[(A+ i«)i?a- yia, ]x- y2gradva,

(7.21)  62 -   -

dochodzimy  do równań  falowych

(7.22)  • 2
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Interesują ce  są  zwią zki  mię dzy  funkcjami  </>,  tj> a  funkcjami  %, ii\ ,  ip2.  Otrzymuje  się  je
z  rozpatrzenia  jednorodnych  równań  falowych:

(7.23)  D 2 ^ X  = 0,  Qy>i  = 0,  QVl  = 0.

Rozwią zanie  równania  (7.23)!  przyjmujemy  w postaci

(7.24)  X = X' + X"-

Funkcje  x'> X" spełniają,  w myśl twierdzenia  Boggio, równania:

(7.25)  Q%' = 0,  Q 2 X "  = 0.

Wstawiając  (7.24)  do reprezentacji  (7.14),  mamy

(7.26)  u =   - . Q x"+ gr a d n iM ( x' + x") - ^ igrady1- P2grad< / >2

1 przekształcając  powyż sze  wyraż enie  do postaci  (7.4),  otrzymujemy

(7.27)  <f>   =  -   P x V l -  P2  y>2 +  n  x  Mdivx',

(7.28)  i|>=   - r ot  D i  M x" .

Dowodzi  się , że zarówno  reprezentacja  (7.4) jak i  (7.14)- (7.16)  prowadzą   do rozwią zań
kompletnych  [14].  Zostało  ostatnio  przez  FICHERA  [15, 16] udowodnione  twierdzenie
o  jednoznacznoś ci,  twierdzenie  o  istnieniu  rozwią zań  ukł adu  równań  (7.1)—(7.3).

Wreszcie zostały ostatnio  [13] wyprowadzone  twierdzenia  ogólne, zasada prac wirtual-
nych  oraz  twierdzenie  o wzajemnoś ci  prac.  Zwłaszcza  ostatnie  twierdzenie  może  mieć
znaczenie przy  poszukiwaniu  rozwią zań  przy  uż yciu  funkcji  Greena.

Równania  termodyfuzji  stanowią   rozszerzenie  równań  sprzę ż onej  termosprę ż ystoś ci.
Równania te stanowią   nowy  typ  równań fizyki  matematycznej. Układ równań jest bowiem
hiperboliczny  ze wzglę du na czę ść  niewiadomych  funkcji,  a paraboliczny  ze wzglę du na
pozostałe  funkcje.

Jednak  poza  znaczeniem matematycznym, waż ny  jest  aspekt  mechaniczny — opisanie
zjawiska  termodyfuzji.  Dodać trzeba, że ze zbliż aniem  się  do rzeczywistoś ci  model  nasz
bę dzie  się  znacznie  komplikował.  Trzeba  bę dzie  odejść  od niektórych  poczynionych za-
łoż eń.  Jednym z założ eń tu poczynionych jest  stałość współczynnika  dyfuzji.  Ale  tylko
w nielicznych przypadkach założ enie to może się  ostać; przeważa zależ ność współczynnika
od koncentracji, co czyni od razu  równanie  dyfuzji  nieliniowym. W przyszłoś ci uwzglę d-
niać  trzeba  bę dzie  działanie  reakcji  chemicznych,  co znacznie  komplikuje  model  przez
wprowadzenie  członów nieliniowych.  Dalszym  istnieją cym  tu ograniczeniem jest  założ e-
nie  ukł adu  dwuskładnikowego.  Co prawda  wł ą czenie wielu  składników podwyż sza  trud-
noś ci  matematyczne  rozwią zania,  nie nastrę cza  jednak  dodatkowych  trudnoś ci  poję cio-
wych.
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P  e 3  IO M e

TEPM 0,n;H <I>*y3HH  B  TBEPflOM   TEJIE

B  HacTOHmeft o63opHo- npo6jieiwHoft  pa6oie  npefldaBJieHbi  npeflnojio>KeHHHj  3aBncHMocTH u  OCHOB-

H tie  ypaBHenHH  Tepivio,nnc})4>y3roi  B TBepfloiw  Tejie3  B  Tpai<ioBi<e  K>. C.  noflcrpH raqa.  PacowoTpeHbi

OCHOBM H HeKOTopwe TepMOflHHaMHqecKHe HepaBencTBa  pacciMaTpHBaeiwoH TeopHH.

CHCTeiwa ypaBHeHHii  TepMOflH(p4>y3HHj  onncbiBatomnx  nepeiwemeHHa  Tena H

jiaroAapH  BBefleHjno  ynpyrwx  noTeHi^iajios  H npeflCTaBJieHHii THna

K  6ojiee  npocTHM   BOjmoBbiiw  ypaBHeHHHM.

S u m m a ry

THERMODIFFUSION  IN SOLIDS

The  paper  of  a  problem- review  character  presents  the  assumptions,  relations  and  basic  equations

of  thermodiffusion  in solids  as  approached by  J. S. Podstrigać. Thermodynamic foundations  and certain

thermodynamic inequalities  are discussed.  The complicated system  of  thermodiffusion  equations  describ-

ing the field of displacements and chemical potential of the body are reduced to wave equations of a com-

paratively  simple  form  owing  to the  introduction of  elastic potentials and a Galerkin- type representation.
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