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Konferencje ’’ M ECHANIKA W  LOTNICTWIE”

Ogólnopolskie konferencje ’’ Mechanika w Lotnictwie” zostały zainicjowane 
w 1984 roku przez prof, dr hab. inż. Stanisława Dubiela i prof, dr hab. inż. 
Zbigniewa Dżygadłę z Wojskowej Akademii Technicznej oraz prof, dr hab. 
inż. Jerzego Maryniaka z ITLiMS Politechniki Warszawskiej, którzy stanowią 
niezmiennie Komitet Naukowy i Organizacyjny.

Zamiarem organizatorów było:

• stworzenie ogólnopolskiego forum stymulującego twórczo środowisko lot­
nicze różnych specjalizacji;

• ułatwienie i przyspieszenie przebiegu informacji o pracach naukowo- 
badawczych, konstrukcyjno-technologicznych i eksploatacji;

• integrowanie środowiska naukowo-technicznego różnych dyscyplin: lot­
nictwa, techniki rakietowej i uzbrojenia;

• współpracę środowisk naukowych wyższych uczelni, instytutów naukowo- 
badawczych przemysłowych i wojskowych oraz przemysłu.

W sześciu kolejnych konferencjach wzięło udział 335 Autorów z różnych 
ośrodków, którzy wygłosili łącznie 304 referaty, co wyszczególniono w tabli­
cach.

Tablica 1. Referaty

Tematyka ML-1’84 M L-II’86 M L-III’88 M L-IV ’90 M L-V ’92 M L-VI’94 Suma19.1 27-28.1 18-19.IV 26-27.III 29-30.IV 16-17.V
Modelowanie,
identyfikacja 2 3 8 5 0 8 26
Dynamika lotu 4 8 3 5 5 7 32
Aerodynamika 0 0 7 0 6 9 22
Rakiety, pociski, 
bom by 3 7 10 3 6 11 40
Śmigłowce 6 4 4 5 4 1 24
Symulatory lotu 2 3 3 5 0 6 19
Flatter i drgania 8 5 8 5 7 7 40
Konstrukcja,
materiały 0 0 4 5 5 5 19
Manewr, bojowa, 
naprowadzanie 1 1 6 4 5 6 23
Statecznosc,
sterowanie 4 11 3 6 7 12 43
Dynamika silników, 
śmigła 1 6 2 6 1 0 16
Suma referatów 31 48 58 49 46 72 304
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Tablica 2. Autorzy
Instytucja Autora ML-I ML-II ML-III ML-IV ML-V ML-VI Suma

ILot. 6 11 4 7 9 11 48
ITLiMS PW 11 12 17 23 12 27 102
ITW L 4 7 6 3 3 2 25
IDS-PZL W -wa Okęcie 0 0 2 0 0 4 6
Pol. Rzeszowska 2 0 5 0 0 4 11
OBR-W SK PZL Mielec 1 2 0 0 0 2 5
SZD-PZL Bielsko-Biała 0 2 3 0 0 0 5
WAT 13 12 20 11 19 24 99
WSI Radom 2 1 3 1 0 1 8
W OSL Dęblin 0 0 0 2 0 0 2
WSK PZL Świdnik 0 0 1 0 1 0 2
IPPT PAN W -wa 0 5 0 0 1 0 6
CAGI i MGTU GA Moskwa 0 0 0 3 0 1 4
Inne 0 6 1 1 4 0 12
Suma 39 58 62 51 49 76 335

Wszystkie obrady na konferencjach miały charakter plenarny. Referaty 
były podzielone na sesje tematyczne co ułatwia prezentację i dyskusję. Obrady 
przebiegały w twórczej i żywej atmosferze nacechowanej życzliwością.

Prace przedstawione na konferencjach zostały opublikowane w wydawnic­
twach Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Zarówno dotychczasowe konferencje jak i publikowane prace zyskały 
wysoką ocenę uczestników.

Zgodnie z dwuletnim rytmem w maju 1966 roku odbędzie się VII Ogólno­
polska Konferencja MECHANIKA W LOTNICTWIE ” ML-VII’96” , na którą 
serdecznie zapraszają organizatorzy.

Jerzy Maryniak
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ZA STO SO W A N IE  P R A W  STER O W AN IA JAKO W IĘ Z Ó W  
N IE H O L O N O M IC ZN YC H  W  D Y N A M IC E  LOTU  
SA M O N A P R O W A D ZA JĄ C E J SIĘ R A K IE T Y  N A  

SAM OLOT-CEL

T a r i q  A l A z a b  

J e r z y  M a r y n i a k

Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej 

Politechnika Warszawska

W  pracy przedstawiono model matematyczny i symulację numeryczną 
dynamiki lotu samonaprowadzającej się rakiety na samolot-cel przy zas­
tosowaniu praw sterowania jako więzów nieholonomicznych wykorzys­
tując równania Boltzmanna-Hamela

1. Wstęp

Jak wiadomo równania Boltzmanna-Hamela są uogólnionymi równaniami 
Lagrange’a drugiego rodzaju. Zastosowano równania Boltzmanna-Hamela dla 
układów mechanicznych w postaci [2,5,6]:

d dT* OT* A  , dT* 
dt d u ;  d ^  +  ^  ^  7^ d ^ Ua ~  (L1)f* r = 1 c*=l '

gdzie:
a ,f i ,r  = 1, 2 k -  liczba stopni swobody,
U  fi quasi-prędkości,
T *  - energia kinetyczna w ąuasi-prędkościach,
*H - quasi-wspłrzędne,
Q*n - siły uogólnione,
7 Lfi - trójwskaznikowe mnożniki Boltzmanna określone nastę­

pującą zależnością:
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Związki między ąuasi-prędkościami i prędkościami uogólnionymi mają postać:

k k
^ 6 /  , ^SaQa QS — ^  ^

a = l  fi= 1

gdzie:
qs -  prędkości uogólnione,
ascnbsa ~ współczynniki będące funkcjami współrzędnych uogólnio­

nych, Usa &8a(Ql) <72) ••••> Qk  ̂ bga — 5̂a(ęi 5 2̂) •••> %) 
qk ~ współrzędne uogólnione

przy czym istnieje następująca zależność macierzowa:

Jeżeli na układ nałożone są więzy kienematyczne niecałkowalne, to układ jest 
nieholonomiczny. Gdy te więzy mają postać: 

k
A =  0 /? =  1,2 (1.4)

A=1
W tedy wygodnie jest tak wprowadzić ąuasi-prędkości, aby na mocy równań 
więzów (1.4) k — l ostatnich ąuasi-prędkości było równych ’’ zeru” . Wystarczy 
założyć, że:

k
UI+/3 =  ai+pq\ = 0 p  =  1,2,..., k -  l (1.5)

A=i
a l pierwszych ąuasi-prędkości spełnia dowolny liniowy układ równań:

k
/i =  1, 2,... , /  ( 1.6)

A=1
Równania Boltzmanna-IIamela dla układów mechanicznych o więzach nie- 

holonomicznych w ąuasi-współrzędnych mają postać:

d dT* OT* * ' r OT*
+  X /  X /  pt. , — Q ^  (1 -7 )dt du)fi d-Kfj, i ,  m  du>r t—1 a=l

Równania (1.7) w liczbie l wraz z k — l równaniami więzów (1.4) i l rów­
naniami związków kinematycznych ( 1.6) stanowią układ k +  l rónań, z którego 
przv zadanych wartościach początkowych można wyznaczyć k +  l niezerowych 
1 "ji czasu: prędkości Wi,W2, ...,oji i współrzędnych q\, q2, ...,qk-
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2. Model fizyczny rakiety i przyjęte układy odniesienia

Przyjęto model fizyczny następującej postaci:

• rakieta traktowana jest jako układ mechaniczny, sztywny, o sześciu stop­
nieli swobody,

• nie występują żadne ruchy mas powietrza względem Ziemi,

• pominięto wpływ krzywizny Ziemi,

• rakieta jest traktowana jako obiekt sterowany, sterowanie odbywa się w 
trzech kanałach:

pochylania 0  -  przez wychylenie steru wysokos'ci <5// 
odchylania W -  przez wychylenie steru kierunku Sy 
przechylania -  przez wychylenie lotek 6l

Ruch rakiety jest opisany za pomocą współrzędnych i czasu w przestrzeni 
zdarzeń, w której położenie rakiety jest jednoznacznie wyznaczone wyłącznie 
współrzędnymi kątowymi i liniowymi (jest to przestrzeń konfiguracji).

Do opisu dynamiki obiektu ruchomego, jakim jest rakieta, niezbędne są 
następujące układy odniesienia:

• nieruchomy układ grawitacyjny związany z Ziemią ti\XiyiZx (rys.1,3),

• układ grawitacyjny 0gXgygzg związany z poruszającą się rakietą, zawsze 
równoległy do układu nieruchomego OiXxj/i^i (rys.l),

• układ 0xyz  związany sztywno z poruszającą się rakietą, posiadający 
początek w punkcie 0 (rys.l), którego oś 0x jest równoległa do średniej 
cięciwy aerodynamicznej,

• układ prędkościowy 0x ayaza (rys.l) związany z kierunkiem przepływu 
ośrodka opływającego rakietę, oś 0:ra posiada kierunek prędkości opływu 
a zawrót przeciwny.

Wszystkie podstawowe układy odniesienia stosowane przy opisie matema­
tycznym są układami prawoskrętnymi.

Składowe wektorów chwilowej prędkości liniowej V0 i kątowej f i  w 
układzie odniesienia 0xyz  związanym z rakietą (rys.2,3) są następujące:

—  wektor chwilowej prędkości liniowej V 0:

V0 =  Ui + Vj +  Wk (2.1)
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gdzie:
U -  prędkość podłużna,
V -  prędkość boczna,
W  -  prędkość pionowa,

—  wektor chwilowej prędkości kątowej:

Q = Pi +  Q j  +  Rk (2.2)

gdzie:
P  -  prędkość kątowa przechylania,
Q -  prędkość kątowa pochylania,
R -  prędkość kątowa odchylania.
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Składowe chwilowej prędkości kątowej P ,Q ,R  są liniowymi związkami 
prędkości uogólnionych <Ż>, 0 ,  ty o wspóczynnikach zależnych od współrzędnych 
uogólnionych # , 0 ,!? i wyrażają się następująco:

(2.3)
■ p  ■ ' $ '

Q = 0
R ty

gdzie macierz transformacji Aq ma postać:

A q =
0

cos $ 
-  sin $

— sin 0  
sin $  cos 0  
cos cos 0

U  ‘ X g a \ i a \ 2 «13 X g

V =  A V y a
= «21 0 -2 2 0 - 2 3 V a

W ż g «31 ®32 « 3 3 Ż g

Quasi-prędkos'ci liniowe związane są z prędkościami uogólnionymi nastę­
pująco:

(2.4)

gdzie macierz transformacji Au:

A„-=
costy cos 0  sin ty cos 0  — sin 0

sin #  cos ty sin 0  — sin # sin ty sin #  sin ty sin 0  -f cos <Ź> cos ty sin $  cos 0  
cos $  cos ty sin 0  +  sin sin ty cos $  sin ty sin 0  — sin #  cos ty cos cos 0

3. Prawa sterowania

Rakieta jest automatycznie sterowana przez autopilota zamontowanego 
w głowicy rakiety. Sterowanie automatyczne odbywa się w dwóch kanałach 
(rys.1,3):

• pochylania 0  -  przez wychylenie steru wysokości <$//,

• odchylania ty -  przez wychylenie steru kierunku Sy-

W kanale przechylania (P stabilizacja zapewniona jest dzięki wychylaniu 
samoczynnym girolotek Sl (rys.3).

Prawa sterowania w postaci ogólnej [1,2,3,5,6]:
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Rys. 2. Układ wychylenia girolotek, poziomo i pionowo

—  w kanale pochylania 0 :

T i Śh  +  T h Óh  =  K f f i O  — @ z )  +  ~  Q z )  +  K w ( W  — W z )  +
(3 .1 )

+  K ^ ( X g  -  XgZ) +  K ? { Z g  ~  Zg Z) +  ( U  ~  U Z)  +  SffQ

— w kanale odchylania W:

T̂ 'by + Tybv — K (̂JP — &z) + —&z) + — Wz) +
(3 .2 )

+ K y (Vg -  Vgz) +  K v ( V  -  Vz) + <Vo

gdzie:
Ti,T 2 ,T h ,T y  -  stale czasowe,
K $ ,K J * ,K H ,K « ,K ? ,K H ,  K V , K y , K v , K v , K v  _  współczynniki 

wzmocnienia.
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Rys. 3. Przyjęte układy odniesienia, współrzędne i prędkos'ci przy naprowadzaniu 
rakiety na celu w ruchu przestrzennym
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4. Ogólne równania ruchu rakiety sterowanej wyprowadzone przy 
zastosowaniu równań Boltzmanna-Hamela dla układów 

mechanicznych o więzach nieholonomicznych

Do opisu ruchu przyjęto współrzędne uogólnione i ąuasi-prędkości. Są to:
— współrzędne środka masy rakiety w układzie 0gXgygzg :

9 l =  Xg 92 =  y g 93 =  Zg

— kąty quasi-eulerowskie:

94 =  $  95 =  O  96 =  ^

—  kąty sterowania:

97 =  Sjj q8 =  Sv

—  rzuty wektora prędkości środka masy rakiety V c w układzie Oa:yz:

Wi ' U '
U>2 = V =
U3 _ w

a n  a i2 ai3 
a 2i «22  a  23 

a 31 a 32 «3 3

X g

y9
. *3 .

(4.1)

—  rzuty wektora prędkości kątowej rakiety fi w układzie 0xyz:

U) 1 ' P ' ' 1 0 — sin 0 ' i  '
= Q = 0 cos sin cos 0 0

R 0 — sin $ cos cos 0 V
(4.2)

Ostatnie dwie ąuasi-prędkości tak wprowadzono, aby zgodnie z (1.5) na 
podstawie praw sterowania (3.1) i (3.2) traktowanych jako równania więzów, 
były równe zero:

W7 =  K ? ( G  -  Gz) +  Kg (Q -  Qz) +  K « ( W  -  Wz) +  K » ( x g -  xgz) +
(4.3)

+ K?(zg -  zgz) +  Ku (U -  Uz) +  6ho -  Ti6H -  TH6H 

W8 = K l ( V - * z) +  I i y (R -  Rz) +  K l ( W  -  Wz) +  K l ( y g -  ygz) +  

+  K l  ( V - V z) +  Sv o -  T2óv -  Tv 6v

(4.4)
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Trójwskaznikowe mnożniki Boltzmanna 7 można obliczyć ze wzoru (1.2) 
lub wykorzystując następujące związki:

k k

dóirr — fidirr = J2 Y ,  r =  1,2 ,..., k (4.5)
Ai= 1 A=1

Po wykonaniu obliczeń otrzymujemy:

7^5 =  762 =  7l26 =  743 =  724 =  752 =  765 =  7 «  =  754 =  1 

726 =  753 =  7324 =  761 =  715 =  7 «  =  756 =  7®4 =  754 =  - 1

kH
753 =  ~ 735 =  726 =  762 =  759 =  COS# +  —

-t 1

7lT5 =  ~ 751 =  742 =  724 =  C  7679 =  *8  sin  $

764 =  746 =  729 =  ~ ^ x  a 2\ ~  k ^ 0,23

,T T, hH
7 i9  — ~ k x  f ln  -  k z a 13 +  7 j g =  - k rJ a 3i -  k ^ a 33 +

1 i 1 1

7l85 =  -7 5 81 =  742 =  724 =  719 =  - * ^ 1 2

761 =  —7 l6  =  734  =  743 — ^  729 =  — a 22 +  777~
J2

/Y® — —'Y® — ,̂8 _ Z-̂ /7 i m745 -  754 -  Lr 739 ~  _ S  a 32 +  T^TT2
8 _ _ , y S i n $  8 _  v  COS (J> kVv

759 “  ^ cos 0  769 ~ ~ ^ ^ 0  +  T^

Pozostałe współczynniki 7^  są równe zeru.
Po podstawieniu do równania (1.7) związków (4.1) -f (4.4) i (4.6) oraz po 

obliczeniu energii kinetycznej i jej pochodnych otrzymamy następujący układ 
równań w postaci ogólnej:

— równanie ruchów podłużnych:

M r (U +  Q W  -  R V) -  SxR(Q 2 +  R 2) +
(4.6)

+ 6 h  [ # (JxH -  Jził) — P \ J XH — JzH) ^2k^aii — 2 +  2k^a\3 — k ^ j  -f 

+ 6 v  [<Q\JxV -  Jyv) -  P 2(JxV -  Jyv)\ a12 -  kvwQ -  k^R ) =  X



—  równanie ruchów poprzecznych:

M r (V  +  RU -  P W ) +  SxR(R  +  QP) +
(4.7)

+ 6 h  \R2 { J xH  -  J z H ) -  P 2 ( J x H ~  J z h )\ { ^ k ^ a 2i -  a 23 +  P k %  -  R k ^  +

+ s v  [q V * v  - J y v ) ~  P\JxV -  Jyv)\ (^kvy a22 +  k ^ P  -  2 ^ )  =  Y

— równanie ruchów wznoszących:

M r ( W  +  P V - Q U ) -  SxR{Q -  PR)  +
(4.8)

i Hi/'
+SH [R 2(JxH -  J z h )  ~  P\JxH ~  J z h )\  (2^ 0 31  -  2 ^  +  2k ^ a33 -  Q k ^  +

+^V \p2{JxV -  JyV) -  P 2(JxV -  Jyvj\ a32 +  k„ P  -  ) =  Z

—  równanie ruchów przechylających:

Jxr P  (Jyr Jzr'jQR  “1“

+ 6 h [ R 2(JxH -  J z h )  -  P 2(JxH -  JzH)] { k ? R  -  k **v ) +  (4.9)

+^V \iQ 2{JxV -  Jyv ) -  P 2(JxV -  JyV)] ( ^ V  — Q +  k„ — L

—  równanie ruchów pochylających:

J v r Q - ( J „ - J „ ) R P - S x r { W  +  P V  +  Q U )  +
(4.10)

kH
+ 6 h [ R 2 (J x H  ~ J z h )  -  P 2 (J x H  -  J z h )\  (2^  c o s # -  2 - j r  +  k * U  -  k” W )  +

+  ̂ V [Q2(</xK -  JyV ) -  P 2{JxV -  JyV)] (k^, U +  k^ P  +  2 ) =  ^

— równanie ruchów odchylających:

J zR-R — ( J xr  — J y r ) R Q  +  S x r ( V  — P W  +  R U )  +
(4.11)

+8h [r 2(JxH -  JzH) ~ P 2{JxH -  Jzh)\ ( - 2 k$  sin $  +  k " V  -  fcf p )  +

+Sv [Q2(JxV - J yv ) ~  P 2(JxV -  Jyv)\ ( ~ C  U -  +  2k% ̂ | )  =  N
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5. Symulacja numeryczna i wyniki

Program symulacji numerycznej ruchu rakiety napisano w języku Fortran 
dla rakiety klasy ” Sidewinder” . Po dobraniu współczynników wzmocnienia 
w prawach sterowania wykonano wiele obliczeń symulacyjnych przy różnych 
warunkach początkowych -  start rakiety.

Wyniki symulacji numerycznej naprowadzania rakiety na cel (rys.3) przed­
stawiono na rys.4 -r rys.7. Na rys.4 pokazano liczbę Macha w funkcji czasu. 
Po 3s liczba Ma maleje, ponieważ rakieta klasy ’’ Sidewinder” ma jeden silnik, 
którego praca trwa 3s. Na rys.5 pokazano wychylenia sterów wysokości %  i 
kierunku Sy w funkcji czasu, a na rys.6 kąt pochylenia 0  i kąt odchylenia W.

t[«] 10 11 ’ 2

Rys. 4. Liczba Macha =  /(< )

Rys.7 przedstawia przebiegi zmian w czasie: wysokości lotu rakiety i celu, 
odległości na osi X ,  Y, Z  rakiety-cel, odległość zbliżania Rrc rakiety do celu i 
strefy rażenia.

Rakieta osiąga strefę rażenia celu w czasie 9.5s. Takie wyniki symulacji 
oceniono bardzo wysoko.
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t(s ]

Rys. 5. K ąty  w ychylen ia  sterów  wysokos'ci i kierunku SH ,Sv =  / (< )

t [ s ]
10 11 12

Rys. 6. Kąt pochylenia 0  i kąt odchylenia ty — f ( t )
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Application of Control Laws in a Form of Nonholonomic Constraints to 
Flight Dynamics of a Self-Guided Air-to-Air Missile

Summary

The paper presents a mathematical model and numerical simulation of the flight 
dynamics of a self-guided air-to-air missile. The set of control laws has been presented 
in a form of nonholonomic constraints. Equations of motion have been derived by 
application of the Boltzmann-IIamel equations (Lagrangian equations in terms of 
quasi-coordinates).
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U W A G I O REALIZACJI P R O G R A M O W E G O  RUCH U  
SAM O LO TU  PO ZAŁOŻONEJ TR AJEKTO R II

W o j c i e c h  B l a j e r

Wyższa Szkoła Inżynierska, Radom

Program ruchu samolotu konstruuje się za pomocą żądanej trajekto­
rii lotu (dwa warunki więzów programowych), warunku nakładanego 
na położenia kątowe platowca względem tej trajektorii i ograniczenia 
na ruch wzdłuż trajektorii. Sterowanie samolotem realizowane jest za 
pomocą wychyleń powierzchni sterowych i zmian siły ciągu. Uwy­
puklany jest szczególny sposób realizacji więzów trajektorii lotu -  za 
pomocą stycznych reakcji sterowania. Implikuje to dodatkowe ogra­
niczenia nakładane na położenia kątowe platowca (więzy toru lotu są 
’’ podwójne” ). Weryfikowana jest tym samym klasyczna definicja pro­
gramu niezupełnego dla układu sterowanego. W  pracy przytacza się 
równania dla symulacji ruchu programowego oraz zależności dla syntezy 
sterowania programowego. Omawia się aspekty efektywnego numerycz­
nego badania tych zagadnień. Demonstruje się przykład numerycznej 
symulacji beczki sterowanej samolotu TS-11 ’’ Iskra” .

1. Wprowadzenie

Praca niniejsza stanowi komentarz do wcześniejszych opracowań autora 
(m.in. [1,4]) i wynikłej wokół nich dyskusji, dotyczących realizacji ruchu pro­
gramowego samolotu. Zagadnienie omawiane jest w świetle nowych aspektów 
teoretyczny cli [2,3].

W najpełniejszym modelu [4], program ruchu konstruuje się za pomocą 
czterech ograniczeń: postulowanej przestrzennej trajektorii lotu (dwa wa­
runki więzów programowych), żądanych zmian orientacji kątowej płatowca 
i żądanego ruchu wzdłuż trajektorii (zmian prędkości lotu). Samolot trak­
tuje się jako sztywny, sterowany za pomocą wychyleń powierzchni stero­
wych (lotek oraz sterów wysokości i kierunku) i zmian siły ciągu. Generuje 
się równania pozwalające na symulację przebiegu ruchu programowego oraz 
zależności dła syntezy wymaganego sterowania samolotem. Zaproponowany
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model umożliwia symulację szerokiej gamy manewrów przestrzennych samo­
lotu [1].

Reakcjami sterowania są zmiany momentów aerodynamicznych działają­
cych na samolot w wyniku wychyleń sterów (parametrów sterowania) i zmiany 
siły ciągu, która jest jednocześnie parametrem sterowania. Pociąga to za 
sobą zróżnicowany sposób realizacji więzów programowych składających się 
na wspomniany wyżej program ruchu. Realizacja dwóch warunków, ograni­
czeń nakładanych na położenia kątowe płatowca i na ruch wzdłuż trajektorii 
jest ’’ ortogonalna” [3,8]. Reakcje sterowania są jawnie reprezentowane na kie­
runkach skrępowania tych więzów i mogą bezpośrednio regulować warunki 
zerowania się przyspieszeń od sił czynnych i bezwładności na tych kierunkach, 
co warunkuje realizację więzów.

Realizacja więzów trajektorii lotu ma zgoła odmienny charakter. Ruch 
po trajektorii sterowany jest za pomocą skoordynowanych wychyleń sterów, 
a towarzyszące im reakcje sterowania (momenty aerodynamiczne) nie są jaw­
nie reprezentowane na kierunkach skrępowania (ortogonalnych do toru). W 
sensie geometrycznym (w sześciowymiarowej przestrzeni konfiguracji samo­
lotu) reakcje sterowania są styczne do więzów toru lotu [8]. Realizacja tych 
więzów wymagać więc będzie bilansowania się sił czynnych i bezwładności 
na tych kierunkach bez bezpośredniego udziału sił sterujących. Wymóg ten 
uznać można jako dodatkowe ograniczenia nakładane na konfigurację płatowca 
względem trajektorii lotu. Od konfiguracji tej zależą bowiem wartości i kie­
runki sił aerodynamicznych decydujące o bilansowaniu się sil na kierunkach 
skrępowania, a tym samym o realizacji więzów trajektorii lotu. Ponieważ 
zmiany położeń kątowych płatowca sterowane są za pomocą wychyleń sterów, 
w ten niebezpośredni sposób, ’’ dopasowując” konfigurację samolotu do wspo­
mnianych wymogów, ruch samolotu po trajektorii realizowany może być za 
pomocą ’’ stycznych” reakcji sterowania [2^-4,8].

Formalnie, opisany ruch programowy powinien być sklasyfikowany jest jako 
’’niezupełny” [6] -  liczba więzów programowych (równa liczbie kanałów ste­
rowania) jest mniejsza od liczby stopni swobody układu. Klasyfikacja ta jest 
w niniejszej pracy weryfikowana. Więzy trajektorii lotu uznać można bowiem 
za ’’podwójne” , co jest konsekwencją niemożności ich ortogonalnej realizacji i 
dodatkowych warunków nakładanych na położenia kątowe samolotu. Tym sa­
mym, program ruchu składający się z opisanych wyżej czterech więzów progra­
mowych dla samolotu o sześciu stopniach swobody (sterowanego w klasyczny 
sposób) jest ’’ programem zupełnym” , w pełni determinującym przebieg ru­
chu samolotu. Jednoznaczne sterowanie ruchem o sześciu stpniach swobody 
możliwe jest też za pomocą tylko czterech kanałów sterowania.

Dla zilustrowania istoty ’’ realizacji stycznej” więzów programowych i wy-
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Rys. 1. Ilustracja realizacji stycznej więzów programowych

jaśnienia ’’ podwójności” ograniczeń nakładanych przez więzy realizowane w 
ten sposób, prześledźmy następujący prosty przykład. Niech na ruch układu 
przedstawionego na rys.la, opisanego równaniami:

mi'x i =  —k(xi — x 2 — do)
( 1.1)

m2x 2 =  k(x i -  x2 -  d0) +  F

nałożony będzie warunek więzów programowych:

xi -  a(t) =  0 ( 1-2)

gdzie a(t) wyraża żądane zmiany położenia masy rai, natomiast do jest 
długością nienapiętej sprężyny. Załóżmy, że warunek ten ma być realizowany 
za pomocą siły F  przyłożonej do masy nn2.

Na rys.Ib zagadnienie realizacji więzów (1.2) zilustrowane jest w dwuwy­
miarowej przestrzeni konfiguracji układu, który reprezentowany jest w niej 
jako punkt. Siła F  jest styczna do więzów (1.2) i nie może bezpośrednio 
regulować warunku nakładanego przez te więzy na przyspieszenia układu na 
kierunku skrępowania. Z uwzględnieniem dynamiki układu, warunek ten ma 
postać:

k
--------[a(ż) -  x2 -  d0] -  a(t) =  0 (1.3)rai

Z powodu braku jawnej zależności warunku (1.3) od reakcji sterowania F, 
jedyną możliwością jego wypełnienia, a jednocześnie realizacji więzów ( 1.2), 
jest sterowanie wartością siły w sprężynie. Żądanie takie jest w swej istocie 
dodatkowym ograniczeniem nakładanym na przebieg x2(t):

x 2 -  b(t) =  0 (1.4)
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gdzie b(t) =  mi'd(t)/k +  a(t) -  do. Zmiany x2 regulowane są natomiast przez 
F, której wymagany przebieg wyznaczyć można z warunku x 2 — b(t) = 0 jako:

F(t) =  m2b(t) -  k[a(t) -  b(t) -  d0] = 7?̂ —« (4)(0  +  (m a +  m2)a(t) (1.5)

W ten sposób więzy (1.2) realizowane mogą być za pomocą stycznej reakcji 
sterowania F. Ponieważ niemożność realizacji ortogonalnej tych więzów na­
rzuca dodatkowe ograniczenia na położenia układu, uznać je można za ’’więzy 
podwójne” (przy założonym modelu sterowania). Program ruchu składający 
się formalnie z jednego warunku jest tym samym programem zupełnym dla 
układu o dwóch stopniach swobody, determinującym całkowicie jego ruch.

Powyższy przykład jest prostym analogiem zagadnienia sterowania ro­
botami z uwzględnieniem odkształcalności w przegubach [7,9]. Zagadnienie 
sterowania ruchem programowym samolotu jest koncepcyjnie o tyle bardziej 
złożone, że mamy najczęściej do czynienia z realizacją mieszaną więzów pro­
gramowych -  część z nich realizowana jest za pomocą ortogonalnych, a część 
za pomocą stycznych reakcji sterowania. W ogólnym wypadku wymaga to za­
stosowania daleko bardziej złożonego aparatu analizy matematycznej [l-i-4,8].

2. Modelowanie ruchu programowego

łak wspomniano, w najpełniejszym modelu program ruchu stanowią:
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• Żądana trajektoria lotu. Ze względów przytoczonych w pracy [4], 
równania toru lotu formułuje się w następującej formie parametrycznej:

r — r(s) = 0

czyli:
X £(s) ■ 0 '

y - y(s ) = 0
z _ z(s) _ 0

gdzie r = [x , y, z]T jest wektorem wodzącym środka, masy samolotu w układzie 
inercjalnym (rys.2), s jest parametrem naturalnym krzywej toru lotu, zmienne
0  oznaczają wielkości programowe (żądane, zadane). W pracy [1] proponuje 
się efektywny sposób ’’ szkicowania” trajektorii (2.1) za pomocą ciągu kolej­
nych punktów w przestrzeni, a następnie interpolowania/aproksymowania jej 
funkcjami sklejanymi (splajnami) o odpowiedniej gładkości.

Równanie (2.1) odpowiada dwu warukom więzów programowych. Realiza­
cja tych więzów jest styczna [2-j-4,8], co prowadzi do dwu dodatkowych ogra­
niczeń nakładanych na położenia kątowe płatowca [4] (więzy są ’’ podwójne” ). 
Sumaryczna ilość warunków nakładanych przez więzy (2.1) na uogólnione 
położenie samolotu wynosi więc cztery.

• Warunek na orientację kątową płatowca. Przy modelowaniu 
większości manewrów więzy te modelowane są jako [1]:

/3 -  ]}(s) = 0 lub -  M s )  =  0 (2.2)

gdzie f3 jest kątem ślizgu, a tpi kątem przechylenia układu aerodynamicznego 
względem układu grawitacyjnego [4]. Pierwszy rodzaj więzów (2.2) stosuje 
się przy modelowaniu zakrętów prawidłowych (/? =  0) lub ślizgu bocznego, 
drugi rodzaj więzów (2.2) wykorzystywany jest na przykład dla modelowania 
beczki sterowanej lub pętli nożowej [1,4]. Niezależnie od rodzaju, realiza­
cja więzów (2.2) jest ortogonalna (za pomocą momentów aerodynamicznych 
wywoływanych bezpośrednio wychyleniami sterów).

• W ięzy na ruch wzdłuż trajektorii. Zakłada się je w postaci:

v — v(s) =  0 lub s — s(t) =  0 (2-3)

gdzie v jest prędkością lotu. Drugą postać więzów (2.3) traktować można jako 
całkową formę postaci pierwszej. Realizacja więzów (2.3) jest ortogonalna (za 
pomocą siły ciągu).
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Wyróżnia się dwa podstawowe rodzaje programu ruchu: (I) -  gdy stanowią 
go tylko trzy warunki programowe (2.1) i (2.2) oraz (II) -  gdy na ruch samo­
lotu nakładane są wszystkie cztery ograniczenia (2.1) 4- (2.3). W  rozumieniu 
tej pracy mamy wówczas do czynienia z programem ruchu odpowiednio ” nie­
zupełnym” (I) i ’’ zupełnym” (II). W wypadku II, program ruchu i sposób jego 
realizacji determinują ściśle wymagane przebiegi stanu ruchu samolotu. W wy­
padku I, ruch wzdłuż trajektorii (prędkość lotu) nie jest ’’ krępowany” więzami 
programowymi.

Samolot modelowany jest jako sztywny, sterowany za pomocą wychyleń 
lotek 6l , sterów wysokości 6fj i kierunku Sy oraz zmian siły ciągu T. Ten 
ostani parametr sterowania ’’ uruchamiany” jest tylko przy realizacji programu
II, gdy realizowane są więzy (2.3). Przy realizacji programu I, T może być 
dowolną funkcją czasu i stanu ruchu samolotu.

3. Równania ruchu programowego

Równania ruchu programowego I są następujące (szczegółowe wyprowa­
dzenie prezentowane jest w pracy [4]):

v — — —pSv2cx +  T  cos a  cos /3 — mg sin 0 2 ^  (3-1)

(3.2)

COS 02 COS 03 ' *' '
cos 02 sin 03 = y'

-  sin 03 z'
(3.3)

pSv2cy + T sin (3 — mg sin 0 j cos 0 2 +

+ m v2 ^ "(sin  0 X sin 02 cos 0 3 — cos 0 i sin 0 3) +

-fy "(s in  0 i sin 02 sin 03 +  cos 0 X cos 0  3 ) +  z "  sin 0 i cos ^ 2] =  0

(3.4)

-pSv2cz + T  sin «  cos f3 — mg cos 0 j cos 02 +

+m v2 |j"(cos if)i sin 02 cos 0 3 — sin 0 i sin 03) +

+ y " (cos 0 j sin 0 2 sin 0 3 +  sin 0 j cos 03) +  z"  cos 0 i cos 0 2J =  0
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/3 — P(s) =  0 lub (j> -  cj)(s) =  0 (3-5)

gdzie:
m -  masa samolotu,
p -  gęstość powietrza,
S -  powierzchnia nośna piata,
cx(ot,(i),Cy(a,(3),cz(a,/3) -  współczynniki sił aerodynamicznych

oporu, bocznej i nośnej, 
a -  kąt natarcia,
ipi, tp2 i ^3 -  kąty quasi-Eulerowskie (Bryanta) defi­

niujące wzajemne położenie kątowe uk­
ładów grawitacyjnego i aerodynamicz­
nego [4],

(•)' -  różniczkowanie po s.
Inne oznaczenia wyjaśnione zostały wcześniej.

Równania (3.1) 4- (3.5) stanowią układ siedmiu RRA (równań rózniczkowo- 
algebraicznych) względem v, s, a, f3, ipi, V>2 i ^3 - Równania różniczkowe (3.1) 
i (3.2) opisują ruch samolotu wzdłuż trajektorii. Równania (3.3) wyrażają 
dwa warunki nakładane przez więzy toru lotu na uogólnione położenie 
płatowca, definiując skierowanie wektora prędkości liniowej samolotu w funk­
cji położenia na torze. Równania (3.4) są natomiast dodatkowymi ogranicze­
niami nakładanymi na konfigurację płatowca, wymuszonymi styczną realizacją 
więzów trajektorii lotu. Równania (3.5), w końcu, są równaniami więzów
(2.2). Indeks powyższych RRA jest równy jeden [3], tzn. jednokrotne 
zróżniczkowanie po czasie równań algebraicznych (3.3) -i- (3.5) przekształciłoby 
te RRA w odpowiedni układ RRZ (równań różniczkowych zwyczajnych).

Rozwiązywanie RRA (3.1) 4- (3.5) polega na całkowaniu równań różnicz­
kowych (3.1) i (3.2) przy jednoczesnym wyznaczaniu zmiennych algebraicznych
a, (3, "01, V72 i ^3 w funkcji aktualnych wartości zmiennych różniczkowych v 
oraz s przy każdym szacowaniu prawych stron równań (3.1) i (3.2). Innymi 
słowy, dokonuje się analizy ruchu wzdłuż trajektorii (nie krępowanego progra­
mem ruchu I) oraz syntezy uogólnionego położenia samolotu w funkcji stanu 
ruchu wzdłuż toru lotu. Otrzymywane są przebiegi v(t) i s(t), a na tej posta­
wie z równań (3.3) -f (3.5) otrzymywane są programowe zmiany a(t), /?(£)> 
V’i(O) ^2(0 i ^ ( t ) .  W pracy [4] przytacza się zależności dla jednoznacznego 
wyznaczania klasycznych kątów samolotowych <f>, 8 i ip w funkcji a , /3, ipi, 
V>2 i V>3-

Równania ruchu programowego II otrzymuje się zastępując równania (3.1) 
i (3.2) ograniczeniami (2.3) nakładanymi na ruch wzdłuż trajektorii. Otrzy­
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muje się wówczas układ sześciu równań algebraicznych względem t , a ,  (3, ip i , 
i V’a- Rozwiązując te równania w funkcji czasu t, otrzymuje się charak­

terystyki ruchu programowego a(ż), /?(*), V>i(t), ip2(t) i 03(O -  dokonywana 
jest synteza w pełni zdotermonowanego ruchu samolotu. Przebiegi s(t) i v(t) 
otrzymywane są bezpośrednio z warunków (2.3).

4. Synteza sterowania programowego

Zmiany wychyleń sterów 6 = [6 ^ , £//, f>v] wymagane dla realizacji zarówno 
programu ruchu I, jak i programu ruchu II wyznaczane są z równania:

S(t) =  N f1 (jf t  +  -  N0) = 6 (v ,a ,f3 ,P ,Q ,R ,P ,Q ,R )  (4.1)

gdzie:

jX 0 ■' X Z
Ni = lp S v 2

bcn o K i  '
J = 0 Jy 0 0 1 0

Jxz 0 ■h
Z

ucnl 0

0 - R Q
No = \pSv2

bcio
n = R 0 - P â̂ mO

. ~Q P 0 Z
bCjiO

^  — [P ,Q ,R ]T są składowymi prędkości kątowej samolotu w centralnym 
układzie własnym, J jest macierzą momentów bezwładności w tym układzie, b 
jest rozpiętością płata, ca oznacza średnią cięciwę aerodynamiczną, natomiast 
współczynniki momentów aerodynamicznych modeluje się jako:

c, =  ci0(a,/3, P, R) + cn(a, p, P, R)6L + c%(a, (3, P, R)6V
Cm =  cm0(a, fi ,Q )  +  Cml(a,/3,Q)6H (4.2)

c„ =  cn0(a,f3,P,R) + c™1(a,f3,P,R)óL + cnl{a,f3,P,R)fiv

a (•)”' oznacza efekty wtórne wychyleń lotek i steru kierunku.
Jak demonstruje się w pracy [1], możliwe jest wyznaczenie P (t ), Q (t )

i R{t) w zależności od a(t), 0(t), ih(t),  i f e ( t )  oraz a(t), /?(/),
V’l (*)> ^2(0 i (*)• Pierwszą grupę tych charakterystyk otrzymuje się jako 
rozwiązanie równań ruchu programowego, ich pochodne najwygodniej jest wy­
znaczać numerycznie. Podobnie, P(t), Q(t) i R(t) najprościej wyznaczyć nu­
merycznie na podstawie wcześniej określonych przebiegów P(t), Q (t ) i R(t).
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Dysponując tak określonymi charakterystykami ruclui programowego, przebieg 
sterowania programowego otrzymuje się z równania (4.1) jako S(t).

Gdy realizowany jest program ruchu II (nakładane są więzy na ruch wzdłuż 
trajektorii), sterowanie programowe ciągiem silnika wyznaczane jest z równa­
nia (3.1), przekształconego do postaci:

T(t) — cos-1 a cos-1 (3 (mi) +  -p S v 2cx +  mg sin ^2) =
2 (4-3)

= T(v,v,a,p,ip2)

Wymagane w tej zależności charakterystyki programowe v(t), a(t), (3(t) i 
ip2 (t) otrzymywane są z rozwiązań równań ruchu programowego, natomiast 
v(t) najlepiej otrzymywać jest numerycznie na podstawie przebiegu v(t).

5. Przykład: beczka sterowana

Do obliczeń wykorzystano dane samolotu TS-11 ’’ Iskra” zebrane w pracy 
[5]. Dla uzależnienia współczynników momentów aerodynamicznych od 
możliwie dużych wartości P, Q i R zgodnie z równaniem (4.6) korzy­
stano z ’’ metody pasowej” liczenia sił aerodynamicznych. Ze względu na 
przybliżony charakter stosowanego modelu aerodynamicznego, prezentowane 
wyniki należy traktować jako jakościowe.

Rozważono dwa warianty manewru, o różnych kątach kątach pochylenia 
toru lotu: 0° (beczka pozioma) i 60° (beczka na wznoszeniu). Zakładane tra­
jektorie przedstawione są na rys.3a. Na rys.3b pokazane są natomiast żądane 
zmiany kąta ipi, który jest w przybliżeniu równy kątowi przechylenia samolotu 
4>. Manewry rozpoczynały się od poziomego lotu ustalonego z prędkościami 
odpowiednio 120 i 180 m/s. Ciąg silnika przyjmowano jako stały, równy 
wartości w locie początkowym (wynosił on odpowiednio 2300 i 4500 N). Nie 
nakładano tym samym ograniczeń (2.3) na ruch wzdłuż trajektorii -  program 
ruchu był rodzaju I.

Przebiegi wybranych parametrów stanu symulowanego ruchu programo­
wego oraz wymaganych wychyleń sterów ilustruje rys.4. Charakterystyczne 
jest wymuszenie lotu niesymetrycznego (/3 /  0). W położeniu nożowym, dla 
tpi =  <j> bliskim 90° lub 270°, siłą równoważącą ciężar samolotu jest bowiem 
aerodynamiczna siła boczna, zależna głównie od kąta (3. Sterowanie samolo­
tem wymaga reagowania wszystkimi sterami. Wychylenia ł>L odpowiedzialne 
są za realizację żądanych zmian kąta ipi, a skorelowane wychylenia Óh i
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b)

Rys. 3. Model symulowanej beczki sterowanej

dopasowują wymaganą konfigurację platowca tak, by cały czas w locie z obro­
tem wokół osi podłużnej siły aerodynamiczne równoważyły ciężar samolotu.

6. Uwagi końcowe

Program ruchu samolotu budowany jest obligatoryjnie za pomocą więzów 
trajektorii lotu (2.1) i ograniczeń (2.2) na zmiany konfiguracji płatowca 
względem tej trajektorii. Dodatkowo nakładane mogą być warunki (2.3) na 
ruch wzdłuż trajektorii. Program taki, składający się z trzech (program I) 
lub czterech warunków (program II), odpowiada ’’ celowi” sterowania przy wy­
konywaniu zamierzonych manewrów. Podkreślany jest szczególny charakter 
realizacji więzów trajektorii lotu -  za pomocą stycznych reakcji sterowania, 
w porównaniu z ortogonalną realizacją więzów (2.2) i (2.3). Powoduje to, że 
na samolot nakładane są dodatkowe ograniczenia na jego położenia kątowe
-  więzy toru lotu są ’’podwójne” . Program ruchu II jest więc programem 
zupełnym pomimo, że liczba więzów programowych jest mniejsza od liczby
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Rys. 4. Numeryczna symulacja beczki sterowanej
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stopni swobody układu. Nie można więc dodać żadnych dodatkowych warun­
ków w programie II, a jedynym warunkiem, który można dodać do programu 
I jest ograniczenie (2.3) na ruch wzdłuż trajektorii.

Wywód powyższy wyjaśnia obserwację że samolot, układ o sześciu stop­
niach swobody, może być jednoznacznie sterowany za pomocą tylko czte­
rech kanałów sterowania. Jest to możliwe dzięki istnieniu sil aerodynamicz­
nych. Siły te, zależne od konfiguracji płatowca. względem toru lotu (wektora 
prędkości liniowej), pozwalają na zbilansowanie przyspieszeń na kierunkach 
prostopadłych do toru lotu bez bezpośredniego udziału sił sterujących. Stero­
wanie w ruchu po trajektorii ukierunkowane jest na odpowiednie dopasowy­
wanie tej konfiguracji. Taki sposób sterowania nie jest możliwy w wypadku 
statków kosmicznych z oczywistego faktu braku atmosfery i oddziaływań aero­
dynamicznych. Sterowanie obiektem w przestrzeni kosmicznej odbywać musi 
się za pomocą sześciu kanałów sterowania, a program zupełny jego ruchu sta­
nowić będzie sześć ograniczeń.

Uzyskiwane przebiegi zmiennych stanu ruchu samolotu w ruchu progra­
mowym i parametrów sterowania programowego mogą mieć duże znaczenie 
poznawcze przy studiowaniu charakterystyk i realizowalności poszczególnych 
manewrów. Mogą też stanowić wytyczne do budowy praw sterowania ” do 
przodu” (w układzie otwartym) przy wykonywaniu tych manewrów. W lo­
cie rzeczywistym sterowanie takie powinno być uzupełnione o sterowanie w 
układzie zamkniętym (sprzężenie zwrotne) celem niwelowania odchodzenia od 
więzów.
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R em ark s o il R ea liza tio n  o f  A ircra ft P rog ram  M o tio n  along a Specified
T ra jecto ry

Summary

The program of aircraft motion is composed of a specified trajectory (two program 
constraints), of a requirement imposed on the airframe angular configuration with 
respect to the trajectory, and of a condition imposed on the aircraft motion along the 
tra jectory. The aircraft is controlled by changes in the deflections of control surfaces 
and the thrust value. The attention is focused on a specific way of realization of the 
trajectory constraints -  by means of tangent control reactions, which yields additional 
conditions imposed on the airframe angular orientation (the trajectory constraints 
are ’’ doubled” ), and verifies the classical definition of partly specified program of 
motion for a controlled system. The equations for the program motion simulation 
and the relations for the synthesis of program control are reported, and some aspects 
of effective numerical investigations of the problems are discussed. An example of 
numerical simulation of a slaw roll of the aircraft TS-11 ’’ Iskra” is included.
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Przedstawiono uogólniony belkowo-brylowy model samolotu wyposa­
żonego w zdwojone usterzenie pionowe. Rozpatrzono układ o niesy­
metrycznej budowie masowej i sztywnos'ciowej. Podano równania ru­
chu odksztalcalnych zespołów i sprzęgające je warunki dynamiczne, ki­
nematyczne oraz brzegowe. Otrzymano globalny zestaw równań do 
badania podlużno-bocznych drgań własnych samolotu o przyjętym uk­
ładzie aerodynamiczno-konstrukcyjnym. Analizie numerycznej poddano 
współczesny samolot naddźwiękowy. Wyznaczono dziesięć pierwszych 
częstości widma oraz poddano je identyfikacji.

1. Wykaz ważniejszych oznaczeń

Ixp, łyp, Izp -  masowe momenty bezwładności przedniej sztywnej bryły ka­
dłuba względem osi 0x, 0?/ i Oz, [kgm2];

IxtJytJzt  -  jak wyżej, lecz dla tylnej sztywnej bryły kadłuba, [kgm2];

Ixypi Jxzpi lyzp ~ masowe dewiacyjne momenty bezwładności przedniej bryły 
kadłuba, [kgm2];

I x y t , I x z t , I y z t  ~ jw., lecz dla tylnej bryły kadłuba, [kgm2];

Izhilzs — masowy moment bezwładności usterzenia wysokości oraz płata 
względem osi Oz, [kgm2];

Ipijti ~ odpowiednie odległości z indeksem i-tym dotyczące przedniej oraz 
tylnej sztywnej bryły kadłuba pokazane na rys. 2-r4, [m];

mp,m t -  masa przedniej i tylnej sztywnej bryły kadłuba, [kg];

3 — Mechanika w lotnictwie
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m.h,ms,m v -  masa usterzenia poziomego, skrzydeł i pionowego usterzenia 
zdwojonego, [kg];

Mkpo, Mkpi i Mkpbo, Mkpbi -  momenty zginające działające w skrajnych prze­
krojach nosowej części kadłuba w płaszczyźnie symetrii 0xz  i płasz­
czyźnie bocznej 0xy  (indeks 0 oznacza przekrój początkowy tj. 
przy sztywnej bryle kadłuba, indeks 1 -  swobodny koniec tej części 
kadłuba), [Nm];

Mkso,Mks\ i Mksbo, Mksb\ -  jw. lecz dotyczą środkowej odkształcalnej części 
kadłuba łączącej bryły sztywne samolotu, [Nm];

M sio, Msi\ i M sp0, Msn -  momenty zginające działające w skrajnych przekro­
jach lewego oraz prawego skrzydła (indeks 0 oznacza swobodny koniec 
skrzydła, 1 -  przekrój mocowania do bryły kadłuba), [Nm];

M hl0,M hn i Mhpo, Mhp\ -  jw. lecz dotyczy połówek usterzenia wysoko­
ści, [Nm];

Mu/o, Mvi\ i Mvpo, Mvv\ -  jw. lecz dotyczy zdwojonego usterzenia pionowego: 
lewego (patrząc w kierunku lotu) i prawego, [Nm];

Nkpbo, Nf,pbi i Nksbo, Nksbi ~ momenty skręcające działające w przekrojach 
skrajnych odksztalcalnych zespołów kadłuba (cz. nosowej i środko­
wej), [Nm];

Ngio, Nsii i Nspo, iVspl -  momenty skręcające w skrajnych przekrojach lewego 
i prawego skrzydła, [Nm];

Nhio, Nhii i Nhpo,Nhpi -  jw. lecz dotyczy lewej i prawej części zdwojonego 
usterzenia pionowego, [Nm];

QkpO-, Qkpi i Qkpbo) Qkpbi ~ siły poprzeczne działające w skrajnych przekrojach 
nosowej części kadłuba odpowiednio w płaszczyźnie symetrii 0xz  oraz 
w płaszczyźnie (bocznej) -  indeks 0 dotyczy przekroju początkowego tj. 
przy sztywnej bryle kadłuba, 1 -  przekroju końcowego, [N];

QksO,Qksi i QksbOiQksbi ~ jw. lecz dotyczy środkowej odkształcalnej części 
kadłuba, [N];

Qsio, Qsil i QspOiQspi ~ siły poprzeczne działające w skrajnych przekrojach 
skrzydła lewego oraz prawego, [N];

Qhio,Qhii i QhPo,QhPi -  jw. lecz dotyczy usterzenia wysokości, [N];
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Qvlo,Qvii i QvpO,Qvpi ~ jw. lecz dotyczy lewego i prawego (patrząc w kie­
runku lotu) usterzenia pionowego, [N];

rpi rt ~ promienie równe połowie średnicy zastępczej przedniej oraz tylnej 
bryły kadłuba, [m];

ws, Wk, Wh, wv -  przemieszczenie w odpowiednim przekroju skrzydła, kadłuba, 
usterzenia wysokości i kierunku, [m];

<p -  kąt skręcenia w określonym przekroju odkształcalnego zespołu samo­
lotu, [rad];

X  -  kąt skosu osi sztywności skrzydła lub usterzenia w stopniach, [1°];

ij> -  kąt ugięcia w określonym przekroju odkształcalnego zespołu samo­
lotu, [rad];

0  -  kąt obrotu przedniej lub tylnej bryły kadłuba w płaszczyźnie 0xz  
(rys.2), [rad];

$  -  kąt skręcenia sztywnej bryły kadłuba w płaszczyźnie 0yz (rys.3a i 
4a), [rad];

!? -  kąt odchylenia sztywnej bryły kadłuba w płaszczyźnie 0xy  (rys.3b i 
4b), [rad];

2 . W stęp , sform ułow anie problem u

W  dotychczasowych pracach (np. [6,7,10] i in.) zaproponowano dys­
kretne dynamiczne modele bądź rozpatrzono drgania własne samolotów 
stosując metodę rekurencyjnego składania równań elementów w układ glo­
balny wykorzystując metodę elementów skończonych [4,11,14] i wielostopniową 
syntezę struktury [9]. Wpływ symetrycznej oraz niesymetrycznej zmiany geo­
metrii skrzydeł na drgania własne samolotu analizowano w [13,15]. W  pracach 
innych autorów,do analizy drgań samolotu proponowano metodę agregacji (np.
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[12]), bądź aproksymowano rzeczywistą strukturę szeregiem mas skupionych 
połączonych nieważkimi więzami sprężystymi [5].

W cytowanych pracach rozpatrywano samoloty o symetrycznej budowie 
i z reguły w konwencjonalnych układach aerodynamiczno-konstrukcyjnych. 
Czyniono założenie,że wszystkie zespoły płatowca, tego samego przeznacze­
nia (skrzydła, połówki usterzeń) są identyczne co do geometrii oraz rozkładów 
masy i sztywności.

Rys. 1. Przyjęte układy współrzędnych samolotu

W niniejszej pracy proponuje się dyskretny dynamiczny model na bazie 
współczesnego samolotu myśliwskiego, o stałej geometrii płata, ze zdwojonym 
usterzeniem pionowym. Poczynione wcześniej uwagi, odnośnie aproksymacji 
układu sztyw'nymi i odkształcalnymi zespołami są aktualne i w tym modelu. 
Rozpatrzono samolot o niesymetrycznej budowie tj. przyjęto, że układ nie 
ma pionowej, podłużnej płaszczyzny symetrii 0xz  (rys.l) zarówno masowej 
jak i sprężystej. Przyjmuje się, że odkształcalne zespoły mogą charakteryzo­
wać się rozkładami mas i sztywności znacznie różniącymi się (prawe i lewe 
skrzydło, prawa i lewa połówka usterzenia wysokości oraz obydwa usterzenia 
pionowe) między sobą. Niesymetria ta może wynikać z nieciągłości struktury 
(przestrzeliny, zniszczenie fragmentu konstrukcji płatowca itp.) bądź np. z 
niesymetrycznego zrzutu podwieszeń zewnętrznych lub niewłaściwego ’’wypra­
cowania” paliwa itp. W rozpatrywanym modelu przyjęto również możliwość
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bocznego przemieszczenia się środka masy przedniej bryły kadłuba co w prak­
tyce występuje dowolnie często.

W wyniku braku płaszczyzny symetrii, w rozpatrywanym modelu ma miej­
sce sprzęganie podłużnego i bocznego ruchu samolotu. Dla przyjętego samo­
lotu o niesymetrycznej budowie założono,że: skrzydła, połówki usterzenia wy­
sokości i obydwie części zdwojonego usterzenia kierunku wykonują drgania 
skrętne oraz giętne:

pi =  Vpii.Vpiity w pi =  WpiiVpiit)
(2 .1 )

<Pli =  <Pli{yii,t) w u =  wu(yu,t) i = 1 , 2 , 3

gdzie p i l -  odpowiednio prawa oraz lewa część (połówka) i-tego zespołu 
patrząc w kierunku lotu.

Odkształcalne części kadłuba, środkowa i nosowa wykonują drgania skrętne 
oraz giętne w dwóch płaszczyznach 0xz  i 0xy  (rys.l):

*pki — ki(%ki 7 ^) ^ki — ^̂ ki (^ki ? )̂
(2.2)

^kbi '— Wkbi^Eki 1 ty Ż = 1,2

Poczyniono również założenie,że takie zespoły jak skrzydła i usterzenia są 
idealnie sztywne w swoich płaszczyznach.

W dalszej części pracy podano równania odkształcalnych zespołów, spre­
cyzowano dynamiczne i kinematyczne warunki sprzęgające te równania oraz 
wyznaczono warunki na swobodnych brzegach. W konsekwencji otrzymano 
globalny układ równań umożliwiający analizę problemu drgań własnych roz­
patrywanego układu samolotu.

3. Równania odkształcalnych zespołów

Równania dynamicznej równowagi odkształcalnych zespołów samolotu 
wykonujących ruchy (2.1) i (2.2), zostały wyprowadzone w [6,9]. Dla skrzydeł 
i usterzeń wykonujących sprzężone drgania giętno-skrętne związki te można 
zapisać w macierzowej postaci:
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gdzie gzij i gzi0 są wektorami stanu w j-tym  oraz początkowym przekroju i- 
tego zespołu. Macierz Yz,j o wymiarze 6 x 6 wyznaczana jest z rekurencyjnej 
zależności [6].

Równania (3.1) są ogólnymi i dla zespołów wykonujących izolowane ruchy 
skrętne oraz giętne, tj. dla obydwu części kadłuba, przyjmują inną postać. Dla 
giętnych drgań kadłuba w płaszczyźnie 0xy  (rys.l), równania (3.1) zapiszemy 
w formie:

9 kij — XkijQkio | j r i f 3* -  (3.2)

oraz drgań skrętnych:

qkij = Zkijqki0 | • I 11; 22 ,3 ’ " ‘ (3-3)

gdzie wektory gk i qk mają składowe jak wektory g z określone wzorem
(3.1), a macierze Xkij i Z kij są odpowiednio wymiaru 4 X 4 i 2 x 2 .  Należy 
pamiętać,że kadłub podlega drganiom giętnym równeż w płaszczyźnie bocz­
nej, stąd w dalszych wywodach trzeba uwzględnić dodatkowo podobny układ 
równań do (3.2).

W dalszej części pracy podane zostaną w ostatecznej formie, dła skończonej 
liczby elementów j  =  nk równania dynamicznej równowagi skrzydeł: prawego 
(dla k — 1) i lewego (k = 2), połówek usterzenia wysokości: prawej (k =  3)
i lewej (k = 4), usterzeń kierunku: prawego (k =  5) i lewego (k =  6) oraz 
odkształcalnych części kadłuba: środkowej (k — 7) i nosowej ( k =  8).

Zgodnie z tym, wykorzystując związki (3.1), równania dynamicznej rów­
nowagi skrzydeł i usterzeń można zapisać w postaci:

9zi\ =  Yziiffzio i =  •••>6 (3-4)

w których wektory g zil i gzi0 mają składowe:

9zil =  [^ z il ; Ipzil > tyzi\ i Qzil i M ZH , Ń zn\ (3  5 )

9 z i 0  —  i f t z iO i  ^ p z iO i  Q z i O i  ^ z i O i  - ^ 2: i o ]

będące uogólnionymi bezwymiarowymi przemieszczeniami i siłami prawego i 
lewego skrzydła, prawej i lewej połówki usterzenia wysokości oraz prawego i le­
wego usterzenia kierunku w przekrojach mocowania do sztywnych brył kadłuba 
(gzii) oraz na swobodnych końcach (<72,-0) tych zespołów. Bezwymiarowe prze­
mieszczenia i siły zdefiniowano następująco:
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zi (3.6)

gdzie: /*,- -  jest długością i-tego zespołu samolotu; EJ0d, GJood ~ sztywność 
zginania i sztywność skręcania przyjęte jako wielkości odniesieniowe.

Równania dynamicznej równowagi środkowej i nosowej części kadłuba 
wykonujących ruchy (2.2), otrzymujemy w podobny sposób. Wykorzystując
(3.2), oraz podział zespołów na skończoną liczbę elementów, otrzymujemy dla 
podłużnych drgań giętnych (płaszczyzna 0xz):

Występujące wre wzorach (3.10) parametry bezwymiarowe zostały zdefinio­
wane podobnie jak dla skrzydeł i usterzeń -  wzorami (3.6).

Zależności (3.4) dotyczące drgań skrzydeł i usterzeń, (3.7), (3.8) i (3.9) -  
giętnych i skrętnych drgań kadłuba, są równaniami dynamicznej równowagi 
tych zespołów i stanowią punkt wyjściowy do otrzymania globalnego układu 
równań obejmującego cały samolot.

9kil ~~ ^kil SkiO 

i giętnych drgań bocznych (płaszczyzna 0xy):

QkbiX =  ^ kbi\9kbi0 

oraz dla drgań skrętnych:

9kii =  -̂kii9kio 

w których wektory gk i qk mają składowe:

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

4. Równania ruchu sztywnych brył kadłuba

Jak wspomniano wcześniej człony kadłuba w obszarze mocowania skrzydeł 
oraz usterzeń traktuje się jako sztywne bryły. Rozpatrzono ich płaski ruch
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(b)

Rys. 2. Siły i momenty działające na przednią (a) i tylną bryłę (b) samolotu w
płaszczyźnie 0xz
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oraz w płaszczyźnie 0x y  (b)
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w płaszczyźnie symetrii Oxz  i bocznej 0xy oraz obrotowy wokół osi 0x 
przechodzącej przez ich środki mas. Oddziaływanie odkształcalnych zespołów 
na te bryły przyjęto przez wprowadzenie odpowiednich sił i momentów. Na 
przednią bryłę kadłuba o masie mp oddziaływują skrzydła oraz nosowa i 
środkowa część kadłuba; odpowiednie siły pokazano na rys.2 (w płaszczyźnie
0xz) i rys.3 -  w płaszczyznach Oxy i 0yz. Na tylną bryłę kadłuba o ma­
sie mt działają siły od połówek usterzenia poziomego i usterzenia pionowego 
(rys.2b i 4).

Równania ruchu brył sztywnych kadłuba podano przy założeniu małych 
drgań oraz wykorzystaniu zasady pędu i krętu w układzie współrzędnych 
związanych z ciałem. Zatem dla przedniej bryły kadłuba otrzymujemy (por. 
rys.2a i 3):

mpzp(t ) =  QkPo(t) -  Qksi{t) ~ Qsii(t) ~ QsPi(t )

(mp + ms)yp{t) +  ms[(lsx -  lpi)&p(t) +  lP3 $ P(.t)\ =  QkPbo(t) -  Qksb\(t)

I y p Q p { t )  — I x y p $ p ( t )  ~  I y z p ^ p ( ł )  —  ~ l p l Q k s l { t )  — M f c s l  ( 0  +

+  G p 2 -  l p l ) [ Q s p l ( t )  +  Q s l l ( t ) ]  +  ( l p i  ~  l p 4 ) Q k p o ( , t )  +  M k p O ( t )  +

~ N s p l( t )  -  N s, i ( t )  (4.1)

-Cp^p(0 ~  I x z p $ p { t )  ~  I y z p @ p ( t )  ~  7n«(̂ pl -  h x ) y p ( i )  —

=  M k s b l ( t )  +  l p l Q k s b l ( , t )  +  M k s b i  ( 0  — M k pb o ( t )

p $ p ( t )  — ^x  zp^p(0 — I x y p @ p ( t )  +  m s^p32/p(0 — - M SpX{ t )  +
+ M sii(t) +  (rp +  yPc)Qsi\{t) ~  (rP ~  yVc)Qsp\{t) +  lP$Qkpbo(t) +

_l_ - ^ f c p 6o ( 0  lp&Qksb\{t') -^A:s6l(0

gdzie:

Ix p  ~  I x p "I" m slp3 I zp =  Izp  +  Iz s  +  m s(Jpl ~  ł s x )

ł y p  — ły p  +  m slp'3 Ix zp  ~  Ixzp  +  rris ( lp i  — l Sx ) lp 3

ms =  msi +  ms2

w których msl i ms2 oznaczają masę prawego i lewego skrzydła. Występujące 
w równaniach (4.1) wielkości M* i N* są odpowiednio wypadkowymi mo­
mentami zginającymi i skręcającymi działającymi w płaszczyznach mocowania 
skrzydeł do bryły kadłuba, a określają je związki:
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M* x -  M spi cos x s -  Nspl sin x« M*n = M sn cos x s -  Nsn sin x s
(4.2)

Nspi = Nspi cos +  M spl sin Xs N*n = NM c o s  Xs +  M3n sin x s

w których Xs jest kątem skosu osi sztywności skrzydła.
Podobnie zapiszemy równania dla tylnej bryły kadłuba (por. rys.2b i 4):

(^■< "1" "ł~ ^ v { } t l  ż(^) — Qfcso(0 Q /ip l(0  Q A /l(0

(m, + mh)yt{t) +  m ^[(/n -  lhx) t̂(t) +  hz$t{t)\ =
— Qfcs6o(0 “  Q  vpli.ty

~ł“ [(mvZ<(0 -f“ (TTlyl v̂2')lvy&t(t')\{lvx hi) —
=  ( h l  — U 2 ) [Q  h p \ {i ) +  Q h l l ( t ) ]  — h l Q k s o ( t ) +  M ksC)(t ) +

- ^ w i ( 0 - ^ f c p i ( 0
(4.3)

I z t & t i t )  ~  I x z t $ t ( t )  +  rr ih ilti  — l h x ) y t ( t )  — h \ Q k s b o { t )  +

— Mksbo(t) +  [Qvll{t) +  Q vpl(t)](lt4 — hl) — N*[i(t) — N ;pl{t)

Ixt$t(t) — Iizt^tit) +  mhhzytit) =  hsQksbo(.t) +

+ f ( [ Q / i ; i ( 0  — < 3 /ip i(0 ] ~  h § [ Q v i i { t )  +  Q u p i (0 ]  +  M h i i ( t )  +  

-M *hpl(t) -  M ;;i (0  -  M *pl(t) +  N ksb0(t)

gdzie:

^xt =  Ix t  "ł" m hh3  "ł~ Tftylyy

l y l  —  l y t  “ 1“  "f"  ^ h ^ t 3  "ł” 'm , v ( l v x  h l ) ^ v x  

I z t  —  ^ z t  “ ł“  I z h  "t" ^ h ( } h x  h l )

=  I x z t  "i" m h (lh x  h l ) h 3

™h =  m/j! +  m/j2 =  rnvl +  m„2

w których m/ji i m 2̂ oraz mv\ i mV2 są masami połówek usterzenia wyso­
kości oraz pojedynczych usterzeń pionowych.

Podobnie jak dla przedniej bryły kadłuba, symbole M* i N* określają 
związki pomiędzy momentami zginającymi i skręcającymi występującymi w 
płaszczyznach połączeń z bryłą kadłuba. Dla tylnej bryły kadłuba, do której
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mocowane są połówki usterzenia poziomego i zdwojone usterzenie pionowe, 
związki te mają postać:

M lpl =  M hpi cos Xh -  Nh.li sin Xh M£n =  Mhii cos \h ~ Nhn sin Xh

M*pi =  Mvpi cos Xv +  Nvpi sin Xv M*n =  Mvn cos Xv +  Nvn sin Xv
(4.4)

NhPi =  Nhpi cos Xh +  M hpi sin Xh N£n =  Nhn cos Xh + M hn sin Xh

N*pl = Nvpi cos Xv ~ Mypi sin Xv N*n =  Nvn cos Xv ~ Mvn sin Xv

gdzie Xh i Xv są kątami skosu osi sztywności usterzenia poziomego oraz 
pionowego.

5. Związki kinematyczne i warunki brzegowe

Do równań ruchu sztywnych brył (4.1), (4.3) należy jeszcze dodać związki 
występujące w przekrojach połączeń zespołów odkształcalnych i sztywnych. 
Są to warunki zgodności przemieszczeń przedniej bryły kadłuba. Związki te 
zapiszemy w postaci (por. rys.2a i rys.3):

ZpO — ^ k s l  Ip l'& ksl "f" Upc^pO  — ^ kpO  “1“ (JpĄ ^ p l)0 p O  “1“ Vpc^pO  

=  lVsp i  +  ( /p 2  — I p l^ tp s p l  "ł" i.r P ~~ V pc)^P sp l ~

=  W sll +  ( Ip 2  ~  Ip l  ) (p * l l  +  ( r P +  V p c W s l l

VpO =  Wksb\ 4" Ipl^pO  IpC^pl) — ’Wkpb0 "ł" U ] ! — ^p4)^p0 ^p5#p0
(5.1)

0pO =  — V’fcsl — ~  V’fcpO — spl ~  V’s/l 

#p0 — tpkpbo =  (pksbl =  ~'^spl =  V7sil

VpO — iftksbl — iftkpbO

gdzie ip* i <p* są kątami obrotu sztywnej bryły kadłuba. Wyrazić je można 
przez kąty ugięcia i skręcenia skrzydeł w ich końcowych przekrojach prosto­
padłych do osi sztywności tych zespołów.

Wielkości te można przedstawić w postaci związków:



46 J .B ł a s z c z y k

V sp i =  V’spi cos X* +  tpspl sin Xs V sii =  V’s/i cos x a +  <Psli sin x s
(5.2)

V’spl =  <fispl COS Xs -  Ipspl sin Xa <Psll =  ¥>s/l COS Xs -  $ s l l  sin Xa
Podobnie można przedstawić związki, łączące przemieszczenia i obroty,w 

przekrojach połączeń sztywnej części kadłuba z zespołem usterzeń. M ają one 
postać:

Zto =  IVksO +  h \ @ lO  — w hpl +  { h l  — lt2 )<Phpl ~  r t$tO  =
=  W Ml +  (hl — lt2)(Phll +  rt$tO

Vt — ^ksbO hl^PksbO hs^PksbO =  ^ v l l  "t" ( h i  h l ) lfivll h & ^yli =
=  W ypl +  (lt4  ~  h l ^ t p l  +  h & ^ lp l

(5.3)

@ t0  =  (phpl =  V hll =  ~ ‘4>ks0

* t 0  =  '■pksbO — —'tphpl ~  4>hll =  — V’uil — ~ ^ v p l  

* t0  ~  ^ v ll  ^ksbO

gdzie ip* i (f  *, podobnie jak dla przedniej bryły kadłuba, są kątami obrotu 
bryły tylnej. Dla połówek usterzenia wysokości można je przedstawić analo­
gicznymi równaniami do (5.2), dotyczącymi prawego i lewego skrzydła. Dła 
obydwu części usterzenia pionowego kąty te można przedstawić w formie:

i ’ vpi -  i>vpi cos X v  ~  <fvpi sin X v  V v ii =  ^ v l !  cos X v -  <Pvii sin X v
(5.4)

<P*vp\ =  <Pvpi cos X v  +  i>vVi sin X v  <p*vn  =  <Pvli cos +  i p v l is in x v

Do związków (5.2) i (5.4) będących kinematycznymi warunkami sprzę­
gającymi równania odkształcalnych zespołów (3.4), (3.7) -f- (3.9) należy dodać 
jednorodne warunki na swobodnych końcach skrzydeł:

Q  spo =  M Spo =  N spo =  0 Q  sio =  M sio =  N sio =  0 (5 -5 )

połówek usterzenia poziomego i zdwojonego usterzenia pionowego:

Q  hpo — M hpo — Nhpo =  0 Q  mo — M mo  =  N mo =  0
(5.6)

Q  vpO — ^lypO  —' N Vp0 — 0 Q  vlO — ^^vlO — N — 0
oraz dla nosowej części kadłuba:

Q  kpO — M kpO  — QkpbO — M  kpbO =  ^kpbO =  0 (5.7)
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6. Globalny układ równań; równanie częstości i postać drgań
własnych

Dla otrzymania globalnego układu równań i zbudowania macierzy cha­
rakterystycznej badanego układu samolotu, należy związki (4.1) i (4.3) -  
będące dynamicznymi warunkami sprzęgającymi równania odkształcalnych ze­
społów -  przedstawić w postaci bezwymiarowej. Podobnie należy uczynić ze 
związkami kinematycznymi (5.1) i (5.3) oraz warunkami na swobodnych koń­
cach (5.5) -i- (5.7).

Bezwymiarową postać tych związków otrzymuje się wprowadzając odpo­
wiednie parametry odniesieniowe,podobnie jak to uczyniono z przemieszcze­
niami i siłami dla skrzydeł i usterzeń -  wzory (3.6).

Otrzymane w bezwymiarowej postaci dynamiczne i kinematyczne warunki 
sprzęgające równania odkształcalnych zespołów (3.4) -  dla skrzydeł i usterzeń, 
oraz (3.7) -f- (3.9) -  dla kadłuba, wraz z jednorodnymi na swobodnych końcach
(5.5) 4- (5.7), stanowią kompletny układ zależności do analizy drgań własnych 
samolotu.

W celu wyznaczenia równania częstości rozpatrywanego problemu prze­
prowadzono eliminację stopni swobody zespołów samolotu w odpowiednio do­
brany sposób. Prządkując zależności (4.1), (4.3) zapisane w bezwymiarowej 
postaci, wprowadzono związki:

bp — — i WkpbOi ••• > N  kpb0? Q spli •••? N Sp i , Q sil  5 •••5 N ,n ]  
(6 .1 )

bt — [^ArsO? •••? M k sO i '^ksbO') •••? N ksbO i Q h l l  i •••? ^ h l l^  Q v l h  •••? ^ v l l\

za pomocą których zdefiniowano wektory qp i qt uogólnionych bezwymiaro­
wych sił w końcowym przekroju środkowej części kadłuba oraz w przekrojach 
mocowania prawej połówki usterzenia wysokości i prawej części usterzenia kie­
runku do tylnej bryły samolotu w postaci macierzowych zależności:

(Zp — [Qksl 5 M k sl: Q  ksbl 3 ^ksbl  > -^A:s6l]
(6 .2)

Qt — [Qh.pl 5 M h p \, N frpl 1 Q  vpl 1

Następnie w równaniach odkształcalnych zespołów uwzględniono warunki 
kinematyczne (5.1) i (5.3) oraz jednorodne na swobodnych końcach skrzydeł i 
usterzeń (5.5) -i- (5.7). Dalej wykorzystano zależności (6.2) i wykonano szereg 
prostych przekształceń. W  konsekwencji otrzymano końcowy układ równań 
algebraicznych w macierzowej postaci:

Cp =  0 (6.3)
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gdzie składowymi wektora p są uogólnione przemieszczenia swobodnych ko­
ńców zespołów odkształcalnych, przemieszczeń i sił działających w skrajnych 
przekrojach środkowej części kadłuba w dwu płaszczyznach, przemieszczeń i 
sił w początkowym przekroju nosowej części kadłuba (w dwu płaszczyznach) 
oraz sił w przekrojach mocowania skrzydeł, prawych części usterzeń poziomego
i pionowego do sztywnych brył kadłuba.

Macierz C53X53 zawiera elementy których wyrazami są składowe macierzy 
skrzydeł i usterzeń Vkii (i = 1, 2, ...,6), środkowej i nosowej części kadłuba dla 
drgań skrętnych ( i = 1, 2) oraz giętnych w płaszczyznach prostopadłych 
Xhi i XfcHi (i =  1, 2).

Poszukiwane równanie częstości drgań otrzymuje się z warunku znikania 
wyznacznika charakterystycznego układu (6.3):

A =  det C = 0 (6-4)

Po wyznaczeniu częstości drgań z formuły (6.4), postacie drgań samolotu 
określa się z układu (6.3). Może być tu zastosowana metodyka wykorzysty­
wana w poprzednich pracach (np. [7]), bądź przedstawiona w innych pracach 
(np. [8,16,17]).

7. Analiza numeryczna

Wykorzystując wyprowadzone wcześniej zależności matematyczne, opraco­
wano algorytm obliczeń i zredagowano w języku FORTRAN program nume­
ryczny na mikrokomputer klasy IBM PC. Program ten umożliwia obliczanie 
częstości i postaci drgań własnych samolotu w dowolnej jego konfiguracji maso­
wej i sztywnościowej, włącznie z niesymetrią układu wynikającą z awaryjnych 
przypadków lotu. Program testowano na przykładach hipotetycznych kon­
strukcji z pracy [7], charakteryzujących się stałymi rozkładami parametrów 
masowych i sztywnościowych zespołów samolotu.

Do obliczeń, skrzydła i nosową część kadłuba dzielono na n\ elementów 
a połówki usterzenia wysokości, obydwa usterzenia kierunku i środkową część 
kadłuba na 712 elementów. Przy czym zachodziła relacja nj = 2 rc2. Wszystkie 
części płatowca w obszarze każdego z zespołów, dzielono na elementy o różnej 
długości w zależności od ich rozkładów masy i sztywności.

Obliczenia wykonano dla samolotu myśliwskiego konstrukcji Mikojana o 
masie startowej 16500 kg tj. dla konfiguracji masowej do akcji myśliwskiej 
z pełnymi integralnymi skrzydłowymi zbiornikami paliwa. Niezbędne masowe
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Rys. 5. Badanie zbieżności obliczeń

4 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 6 . Pierwsza postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
symetrycznego zginania kadłuba u>\ — 12.08 Hz
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Rys. 7. Druga postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
niesymetrycznego zginania kadłuba u>2 — 13.66 Hz
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Rys. 8 . Trzecia postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
skrętnych drgań kadłuba u>3 =  18.16 Hz
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Rys. 9. Czwarta postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
symetrycznego zginania skrzydeł w4 =  22.97 Hz
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i sztywnościowe dane samolotu zaczerpnięto z dostępnych źródeł oraz na ba­
zie znajomości obciążeń działających na strukturę wyznaczonych zgodnie z 
amerykańskimi przepisami budowy samolotów wojskowych MIL.

Wyniki obliczeń widma samolotu zestawiono w tabeli 1 oraz pokazano 
na rys.6 -f- rys.15. Zbadano również zbieżność obliczeń pierwszych pięciu 

-f u>5 częstości widma co ilustruje rys.5. Zamieszczone tu wykresy 
potwierdzają poprawność przyjętego algorytmu oraz zastosowanej metodyki 
obliczeń. Przedstawiają one zmianę względnego błędu:

Aujk = uk -  uk,n 1QQ%

U>k

od zastosowanego podziału odkształcalnych zespołów n =  (ra*, 712), gdzie u>k,n 
oznacza częstość obliczoną przy podziale n. Jako wielkości odniesieniowe 
przyjęto częstości obliczone dla podziału n\ =  20 i n2 =  10 elementów, czyli 
układ zawierał 428 stopni swobody.

Na rysunkach 6-^14 pokazano rezultaty obliczeń częstości -f u>w i 
odpowiadające im postacie drgań samolotu o symetrycznej budowie. W y­
kresy ilustrują przebiegi linii ugięcia kadłuba Wk w płaszczyźnie symetrii i w 
płaszczyźnie bocznej Wkb oraz kąta skręcenia tph] dotyczy to zarówno środ­
kowej części kadłuba jak i nosowej. Przedstawiono również ugięcia i skręcenia 
skrzydeł: prawego wsp, <psp i lewego wsi, <psi, połówek usterzenia wyso­
kości: prawej Whp, Vhp i lewej Whi, Phi oraz zdwojonego usterzenia pio­
nowego prawego wvp, (pvp i lewego wv[, <pvi. Wykresy postaci wykonano 
przy założeniu jednostkowego ugięcia swobodnego końca prawego skrzydła tj. 
przyjęto wsp0 =  1.

W celu przyporządkowania kolejnych częstości badanego widma odpo­
wiednim odkształcalnym zespołom samolotu zastosowano metodykę przedsta­
wioną w [7].

W wyniku przeprowadzonych obliczeń widma drgań samolotu wyznaczone 
częstości można przyporządkować zespołom układu. I tak, dla u\ dominujące 
znaczenie ma zginanie kadłuba w płaszczyźnie symetrii samolotu, dla lj2 -  
zginanie kadłuba w płaszczyźnie bocznej, dla u>3 -  skręcanie kadłuba, dla 
o>4 -  symetryczne zginanie skrzydeł, dla o>5 -  symetryczne zginanie usterze­
nia wysokości, dla -  niesymetryczne zginanie usterzenia wysokości, dla 
u 7 -  symetryczne zginanie usterzeń kierunku, dla -  zginanie kadłuba w 
płaszczyźnie symetrii samolotu (druga postać), dla -  zginanie kadłuba 
w płaszczyźnie bocznej (druga postać) i dla wjo podstawowe znaczenie ma 
niesymetryczne zginanie skrzydeł.
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Rys. 10. Piąta postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
symetrycznego zginania usterzenia wysokos'ci 0)5 =  27.96 IIz
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Rys. 11. Szósta postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
niesymetrycznego zginania usterzenia wysokości u>e =  29.38 Hz
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Rys. 12. Siódma postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości 
symetrycznego zginania usterzeń kierunku u>7 =  30.71 Hz
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Rys. 13. Ósma postać widma drgań samolotu; odpowiada drugiej częstości
symetrycznego zginania kadłuba wg =  32.74 Hz
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Rys. 14. Dziewiąta postać widma drgań samolotu; odpowiada drugiej częstości
niesymetrycznego zginania kadłuba ug =  33.61 Hz
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Rys. 15. Dziesiąta postać widma drgań samolotu; odpowiada pierwszej częstości
niesymetrycznego zginania skrzydeł wio =  41.35 Hz
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Tabela 1. Zestawienie częstości samolotu
Częstości u>i Zespół samolotu,

i [Hz] postać drgań
1 12.08 Kadłub, I giętna, sym.
2 13.66 Kadłub, I giętna, nies.
3 18.16 Kadłub, I skrętna, nies.
4 22.97 Skrzydło, I giętna, sym.
5 27.96 Ust. wysokości, I giętna, sym.
6 29.38 Ust. wysokości, I giętna, nies.
7 30.71 Ust. kierunku, I giętna, sym.
8 32.74 Kadłub, II giętna, sym. (II postać)
9 33.61 Kadłub, II giętna, nies. (II postać)

10 41.35 Skrzydło, I giętna, nies.

Z przedstawionych wyników obliczeń dziesięciu częstości samolotu z zamo­
cowanymi na sztywno ruchomymi powierzchniami sterowymi, można wyciąg­
nąć wnioski:

• w widmie występuje po pięć częstości odpowiadających symetrycznym 
(cji,u>4,u;5,u;7,u;8) i niesymetrycznym (w2,w3,w6,o;9,cjio) postaciom ze­
społów samolotu; w tym osiem częstości jest pierwszymi, dwie -  drugimi;

• najwięcej częstości w widmie dotyczy kadłuba (pięć), w tym trzy 
występują jako najniższe w widmie (wi 4- u3) i dotyczą giętnych drgań 
tego zespołu w dwu płaszczyznach oraz drgań skrętnych; jednym z czyn­
ników mających istotny wpływ na niskie ich wartości ma fakt, że ponad 
85% masy samolotu jest rozłożone wzdłuż długości kadłuba, ponadto 
w przyjętym modelu samolotu nosowa część kadłuba (traktowana jako 
belka wysięgnikowa) jest stosunkowo długa;

• wysoko jest umiejscowiona w widmie i ma dużą wartość giętna częstość 
skrzydła (^4), co wynika ze stosunkowo małej rozpiętości oraz dużej 
sztywności płata; jest to charakterystyczne dla samolotów manewrowych 
przenoszących duże obciążenia, przy tym naddźwiękowych;

• w wyznaczonym widmie brak jest częstości, które mogłyby świadczyć o 
podatności konstrukcji na wystąpienie flatteru; chodzi tu głównie o takie 
zespoły jak skrzydła i usterzenia.

Przedstawiony w niniejszej pracy uogólniony dynamiczny model samolotu 
ze zdwojonym usterzeniem pionowym, będący rozwinięciem poprzednich prac,
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jest dobrym przybliżeniem rzeczywistych konstrukcji. Można go zastosować 
dla dowolnych konfiguracji masowych i sztywnościowych samolotu.

W  następnych pracach, dla zaproponowanego modelu samolotu, będzie 
przedstawiony wpływ niesymetrii geometrycznej i masowej na jego właściwości 
dynamiczne.
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Summary

In the paper, the beam-solid type model of an aircraft with the twin-fin tail 
unit is presented. The structure showing asymmetrical mass and stiffness distribu­
tion is considered. Equations of motion of deformable assemblies and their dynamic, 
kinematic, and boundary coupling conditions are given. Finally, a complete set of 
aquations is obtained for studying longitudinal-lateral free vibrations of an aircraft 
with the aerodynamical and constructional configuration defined. A supersonic air­
craft is considered. The first ten natural frequencies of the spectrum are found and 
identified.
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ID E N T Y F IK A C JA  D Y N A M IK I SAM O LOTU M E TO D Ą  
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W artykule przedstawiono i porównano dwie spośród wielu metod iden­
tyfikacji dynamiki samolotu jako obiektu sterowania: metodę Kal- 
mana i Corbina. Obiektem sterowania był samolot szkolno-bojowy 
typu ’’ Iryda” . Identyfikowana dynamika przedstawiona została za 
pomocą zlinearyzowanego modelu typu SISO. Model dynamiki samolotu 
opisuje właściwości izolowanego krótkookresowego ruchu podłużnego. 
Identyfikację przeprowadzono w oparciu o pomiar wielkos'ci wejściowej 
i wyjściowej metodą ’’ off-line” . W metodzie Corbina model dynamiki 
traktowany jest jako ciągły, natomiast w metodzie Kalmana ten sam 
model traktowany jest jako dyskretny. Wymienione metody porównano 
z punktem widzenia szybkości i dokładności identyfikacji.

1. Wprowadzenie

Identyfikacja dynamiki samolotu jako obiektu sterowania jest podstawo­
wym problemem w układach adaptacyjnego sterowania lotem. Od dokładności 
identyfikacji zależy poprawność wypracowania sygnałów sterujących i zapew­
nienie optymalnych procesów sterowania. Dynamika samolotu ulega w czasie 
lotu ciągłym zmianom w wyniku zmian właściwości środowiska, masy samolotu 
i parametrów ruchu. W dotychczas stosowanych rozwiązaniach, na naszych 
samolotach bojowych, wykorzystuje się identyfikację pośrednią przez pomiar 
wysokości i prędkości lotu lub ciśnienia dynamicznego i na tej podstawie doko­
nywana jest korekcja parametrów praw sterowania pilotów automatycznych. 
Identyfikacja taka nie uwzględnia jednak niektórych czynników jak np. zmiany 
masy samolotu, temperatury otoczenia itp.

W układach adaptacyjnych z zamkniętymi obwodami strojenia identyfiko­
wana jest rzeczywista dynamika obiektu sterowania lub procesu sterowania.

5 — Mechanika w lotnictwie
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Proces identyfikacji w tym przypadku jest trudniejszy, jednak ma to istotne 
zalety.

Zaprezentowane zostaną dwie metody identyfikacji dynamiki samolotu jako 
obiektu sterowania -  metoda Corbina i metoda Kalmana [1]. Badania algo­
rytmów identyfikacji przeprowadzono metodą symulacji komputerowej o sche­
macie przedstawionym na rys.l. Identyfikowano dynamikę samolotu szkolno- 
bojowego ’’ Iryda” , którego charakterystyki aerodynamiczne uzyskano meto­
dami badań tunelowych. Rozpatrując ruch samolotu w płaszczyznę symetrii, 
dynamikę można przedstawić w postaci układu zlinearyzowanych równań ope­
ratorowych:

(s +  nn )AVk +  n i 3A 6  +  n w A a  -  bu A n n 
n u s A 6  +  (5  +  n 26) A a  =  b2i A ń n +  b22A 6 m 
s(s + n 34) A 9  +  (n37s +  n36)Aa = 631Ańn -f h 2A 8 n 
n34 A 6  -f n 4e A a  +  s A H  =  0

(1.1)

gdzie:
Tlik
Aa, AO, AVk, AH  
A nn, A6m 
s

współczynniki operatorowych równań ruchu, 
przyrosty parametrów ruchu samolotu, 
przyrosty wymuszeń sterujących, 
operator Laplace’a.

Z identyfikow ane param etry

Rys. 1. Identyfikacja dynamiki obiektu sterowania w układzie ’’ SA M O L O T -P IL O T
A U T O M A T Y C Z N Y ”

Układ symulacji komputerowej przedstawia dynamikę systemu ” SAMO- 
LOT-PILOT AUTOM ATYCZNY” pracującego na zakresie ’’ Stabilizacja” .
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Zadaniem tego układu jest stabilizacja kąta pochylenia samolotu. Układ ma 
dwie pętle regulacji. Pętla wewnętrzna pełni funkcję tłumienia krótkookreso­
wych drgań samolotu natomiast pętla zewnętrzna realizuje proces stabilizacji. 
Dynamika serwonapędu przedstawiona jest w postaci transmitancji Wfy-(s), 
Wm \v {$) i W sz(s ).  Wypadkowa transmitancja serwonapędu przedstawiona 
jest w postaci członu oscylacyjnego drugiego rzędu. Element nieliniowy z na­
syceniem odzwierciedla ograniczenie ruchu steru wysokości.

Algorytmy identyfikacji wykorzystują dwa sygnały zmienne w czasie: wy­
chylenie steru wysokości 6m(t ) i zmianę pochodnej kąta pochylenia 9(t). Na 
tej podstawie identyfikowane są parametry dynamiki samolotu jako obiektu 
sterowania.

Dla potrzeb identyfikacji przyjęto, że stany nieustalone w układzie wywo­
łane zostaną przez zmianę wartości zadanej kąta pochylenia 6z jako funkcji 
liniowo narastającej.

2. Metoda Corbina

Jako pierwsza zaprezentowana zostanie metoda Corbina. W metodzie tej 
przyjęto, że identyfikowane będą parametry transmitancji operatorowej samo­
lotu w krótkookresowym izolowanym ruchu podłużnym. Schemat algorytmu 
tej metody przedstawiono na rys.2. Identyfikowana transmitancja ma postać 
układu oscylacyjnego drugiego rzędu z forsowaniem:

\ _  A#(-s) kg{Tvs + 1) , .
; A  6m(s) TgS2 +  2£eT8s +  1 1 ‘ 1

gdzie:
A 9 -  przyrost prędkości kątowej pochylenia,
A 6m -  przyrost wychylenia steru wysokości,
kg -  wzmocnienie statyczne,
Tv -  stała czasu forsowania,
ug -  częstość drgań własnych nietłumionych, uig = ^  = u>q
Ęg -  współczynnik tłumienia.

Zależność na transmitancję otrzymuje się z układu równali operatorowych
(1.1). Po dwukrotnym scałkowaniu jej równoważnego równania różniczkowego 
w przedziałach czasu (0 T\),..., (0 -=- r4) otrzymuje się układ czterech równań 
i czterech niewiadomych, którymi są poszukiwane parametry transmitancji 
operatorowej. Jak widać, w każdym równaniu przedział całkowania powinien
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Rys. 2. Algorytm identyfikacji dynamiki samolotu metodą Corbina

być inny. Wynika z tego, że możliwa jest dowolna kombinacja wyboru tych 
przedziałów. Powstaje więc problem podziału przedziału czasu 14 na po­
szczególne podprzedziały Ti -7- 1 3 . W  dalszych badaniach przyjęto, że różnica 
przedziału czasu maksymalnego t4 i minimalnego Tj zostanie podzielona na 
jednakowe odcinki, czyli:

tĄ — T3  — r3 — 72 — T2 — Ti

oraz wprowadzono wielkość nazwaną stosunkiem podziału spełniającą nastę­
pującą zależność:

Badania dotyczące dokładności identyfikacji przeprowadzono więc nie tylko 
w funkcji przedziału czasu identyfikacji r4 ale również dla kilku wybranych 
wartości stosunku podziału Sp.

Przykładowe wyniki identyfikacji przedstawiono na rys.3 -r rys.6. Z przed­
stawionych rysunków wynika, że w badanym przedziale czasu identyfikacji 
błąd względny maleje ze wzrostem czasu dla każdego z identyfikowanych pa­
rametrów transmitancji operatorowej. Jest on również wyraźnie zależny od
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Czas identyfikacji [s]

Rys. 3. Błąd względny określenia parametru £0 transmitancji samolotu w funkcji
przedziału czasu identyfikacji

Czas identyfikacji [s]

Rys. 4. Błąd względny określenia parametru kg transmitancji samolotu w funkcji
przedziału czasu identyfikacji
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Czas identyfikacji [s]

Rys. 5. Błąd względny określenia parametru u>o transmitancji samolotu w funkcji
przedziału czasu identyfikacji

1.5 2.0 2 5  3.0 3.5 4 0  4 5 50
Czas identyfikacji [s]

Rys. 6. Błąd względny określenia parametru Tv transmitancji samolotu w funkcji
przedziału czasu identyfikacji
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przyjętego stosunku podziału Sp. Przyjęcie małej wartości stosunku podziału 
(np. 1.25) powoduje, że błąd względny szybciej osiąga wartość minimalną, 
jednak w niektórych przypadkach może to spowodować pojawienie się oscyla­
cji błędu po osiągnięciu minimalnej jego wartości. Wynika z tego, że istnieje 
optymalny stosunek podziału przy którym przedział czasu identyfikacji jest 
minimalny bez występowania oscylacji błędu.

Z przedstawionych rysunków widać, że najbardziej podatnym parametrem 
na identyfikację jest wzmocnienie statyczne kg, przy którym nie zaobserwo­
wano niekorzystnych zjawisk oscylacji błędu identyfikacji. Najbardziej trud­
nym natomiast do zidentyfikowania jest współczynnik tłumienia Ęg.

W większości przypadków przedział czasu w którym następowała pełna 
identyfikacja parametrów transmitancji operatorowej z minimalnym błędem 
zawierał się w granicach 1.5 -f 3.5 s.

3. Metoda Kalmana

Następną rozpatrywaną metodą identyfikacji dynamiki samolotu jest me­
toda Kalmana. Schemat algorytmu tej metody przedstawiono na rys.7.

54 4
IDENTYFIKOW ANA t r a n s m it a n c j a  im p u l s o w a

Ó(z) a, + a,-z~'
0(0

ALGORYTM IDENTYFIKACJI

o.Ź 8iw*-* + ‘3,H 5»5.-,tt\v-i -6 ,L M * - 'łVv-, = X®*8*hv .A-O k-0 »‘ 0 k‘ °

,wv.t +a ,S8l-iw#-i — 8*-i©*-' wv-* - 62S 8i-|Ó<-! = ZÓ‘6*-,W»-*
k-0 4-0 » = 0 4 = 0

—a „ Ó i - I  Wy-. -  “ . Z 8 . - , ^ - '  + 0.-1
k -  0 i - o  * -0  i ’-O

- o0X 8*®‘ -! “  a. Ż 5i-|Ó‘-j w,., +61X 8 w 9 i-!ifv.1 +6iŻ 0 I .jw»-.i

a, 5, b.
V 1r ' r T

Rys. 7. Algorytm identyfikacji dynamiki samolotu metodą Kalmana; z -  operator 
przekształcenia Z ; w ^ -k  ~ funkcja wagi; N  -  ilość próbek sygnału
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W metodzie Kalmana identyfikacji podlega transmitancja impulsowa sa­
molotu w krótkookresowym izolowanym ruchu podłużnym. Postać transmi- 
tancji impulsowej można wyznaczyć z transmitancji operatorowej (2.1). Ana­
logicznie jak w poprzedniej metodzie wykorzystano zmianę w funkcji czasu 
wychylenia steru wysokości i pochodnej kąta pochylenia. Stany nieustalone 
w układzie wywołano w identyczny sposób jak w metodzie Corbina. Wyniki 
identyfikacji przedstawiono na rys.8.

Czas identyfikacji [s]

Rys. 8. Błąd względny okres'lenia parametrów transmitancji impulsowej samolotu w 
funkcji przedziału czasu identyfikacji

Z rysunku wynika, że najlepiej identyfikują się parametry mianownika 
transmitancji impulsowej. Porównując przedział czasu identyfikacji z poprzed­
nią metodą widzimy, że dla metody Kalmana błąd identyfikacji nieznacznie 
szybciej maleje do zera. Nie wystąpiły w tej metodzie oscylacje błędu identyfi­
kacji po osiągnięciu jego wartości minimalnej jak to miało miejsce w metodzie 
poprzedniej. Wykresy na rys.8 zostały sporządzone dla okresu próbkowania 
sygnałów 0.02 s. Dalsze zwiększenie częstotliwości próbkowania nie polepsza 
procesu identyfikacji ze względu na zbyt małe różnice w wyznaczonych współ­
czynnikach układu równań algorytmu identyfikacyjnego. Zwiększenie okresu 
próbkowania sygnału powyżej 0.1 s również nie prowadzi do zmniejszenia 
czasu pełnej identyfikacji ze względu na wymaganą liczbę początkową próbek 
sygnału, niezbędną dla startu algorytmu identyfikacji.
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Z przedstawionych rozważań wynika, że w zakresie przeprowadzonych ba­
dań identyfikacji dynamiki samolotu, metoda Kalmana jest lepsza od metody 
Corbina.
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Aircraft Dynamics for Adaptive Flight Control

Summary

In the paper Kalman’s and Corbin’s methods of an aircraft dynamic parameters 
identification for flight control purposes are presented and compared. The military 
training-aircraft ’’ Iryda” was a control plant. The plant dynamics is described by 
a linear SISO model. The model describes properties of the uncoupled short-time 
longitudinal motion of the aircraft. For identification purposes the model input and 
output variables were ’’ off-line” measured. The continuous-time model was used in 
the Kalman’s method while the same but sampled model was used in the Corbin’s 
method. The accuracy and fastness of identification algorithms in the above two 
methods are compared.
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PRZESTRZEN N E N A P R O W A D ZA N IE  RAK IET  
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Opracowanie poświęcono przestrzennemu ujęciu lotu sterowanego, jako 
złożonego ruchu nieswobodnego z więzami uogólnionymi. Celem roz­
dzielenia ruchu sterowanego idealnie od ruchu w przestrzeni błędów sko­
rzystano z bardzo przejrzystego wyznaczenia prędkości względnych w 
ruchu złożonym. Z warunku zerowania się normalnej i bocznej prędkości 
względnej wyznaczono idealnie sterowany lot wiązką prowadzącą. Rze­
czywiste warunki lotu sterowanego wiązką dopełniają równania ruchu w 
przestrzeni błędów w obszarze osiągalności.

Stosowane oznaczenia

0 xyz -  nieruchomy układ współrzędnych,
-  ruchomy układ współrzędnych,
-  oś pola obserwacji celu i obiektu sterowanego,

P n -  kąty podniesienia i elewacji osi pola obserwacji,
£ ,v , ( -  położenie rakiety względem ruchomego układu 

współrzędnych,
v,C -  błędy sterowania (uchyby),
V -  prędkość rakiety,
Vc -  prędkość celu,
7,/c -  kąty wektora prędkości rakiety,
6 -  odległość celu od bieguna obserwacji,
P,q,r -  prędkości kątowe: przechylenia, pochylenia i od­

chylenia,
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L , M , N momenty: przechylający, pochylający i odchyla­
jmy,
siły aerodynamiczne: nośna, boczna, i oporu, 
ciąg układu napędowego.F

1. Wprowadzenie

Metody zdalnego naprowadzania, jako klasyczny przykład ruchu złożonego, 
wyodrębniają ruch unoszenia, jako ruch związany z układem obserwacji [3]. 
Podłużna oś 0£ układu unoszenia jest zarazem linią obserwacji układu 
śledzącego obiekt sterowany, a w przypadku sterowania wiązką pojedynczą, 
jest również linia obserwacji celu. Naziemne zestawy przeciwlotnicze mają 
nieruchomy biegun obserwacji, a więc i początek układu ruchomego będzie 
również nieruchomy i pokrywać się będzie z początkiem układu nieruchonego 
(patrz rys.l).

Ruch unoszenia dla przestrzennego lotu sterowanego dla. nieruchomego 
bieguna jest ruchem kulistym Eulera, dlatego też dla określenia położenia 
układu unoszenia w przestrzeni ” geograficznej” korzystniej będzie posługiwać 
się kątami Eulera. Odpowiednikiem kątów Eulera w układach śledzenia są 
kąty: podniesienia £ i kąt elewacji fin (rys.l).

Analogia między ruchem złożonym a metodami zdalnego naprowadzania 
wyłoniła się z ujęcia lotu sterowanego jako ruchu nieswobodnego z więzami 
uogólnionymi [2]. Podział lotu sterowanego w równaniach ruchu nieswobod­
nego z więzami uogólnionymi na ruch sterowany idealnie i ruch sterowany 
w przestrzeni błędów upraszcza znacznie badanie dynamiki lotu sterowanego. 
Ruch w przestrzeni błędów jest niczym innym jak ruchem względnym i jego 
współrzędne //, Q są błędami sterowania (uchybami). Zmienna £ natomiast 
jest rzutem rzeczywistego położenia rakiety na oś 0£. Określa ona również 
położenie rakiety w locie sterowanym idealnie.

Zmienne r] i (  wejdą więc razem z odpowiednimi pochodnymi i ewen­
tualnie całkami w związkach sprzęgających do funkcji formowania sygnału 
sterującego [2,4]. Położenie zaś układu unoszenia określają, nazywane w litera­
turze niecałkiem ściśle ” kinematyczne równania, ruchu rakiety” [1,9]. W rzeczy­
wistości są niczym innym jak równaniami więzów niccholonomicznych [8,10]. 
W układzie równań ruchu sterowanego jako ruchu nieswobodnego z więzami 
uogólnionymi, występować będą jako równania, więzów we współrzędnych bie­
gunowych. Ujęciu przestrzennego lotu sterowanego z nieruchomym biegunem



obserwcji poświęca się niniejsze opracowanie.
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Rys. 1. Nieruchomy Oxyz i ruchomy ()£//(,’ układ współrzędnych

2. Ruch układu unoszenia

Ruch układu unoszenia można wyznaczyć z programu sterowania lub z rów­
nań więzów, jeśli oś 0  ̂jest zarazem linią obserwacji celu. Poniżej przyjęto za 
podstawę wyznaczenia, równań ruchu układu ruchomego ten drugi przypadek.
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Macierze transformacji między poszczególnymi układami zezwalają na 
przejście z jednego układu do drugiego. Jeżeli układ ruchomy posiada wspólny 
początek z układem nieruchomym wówczas dokonuje się wzajemnego przejścia 
przy pomocy następujących związków [10]:

x  =  h i i £  +  « 1 2 ? /  +  ^  13  C

y = « 2l£ + « 22V + «23C (2.1)
2  =  « 3 l £  +  « 3 2 ? /  +  « 3 3 C

i przejście odwrotne:

f  = au x +  a2ly +  a3lz

1) = Cl 12 X + « 22 V +  «32^ (2.2)
C  =  O l 3 *  +  a 2 3 U  +  « 3 3 ~

gdzie ciij -  cosinusy kierunkowe kątów między odpowiednimi osiami.
Związki (2.1) i (2.2) mają przejrzystą formę i przy dzisiejszych możli­

wościach obliczeniowych mogą okazać się przydatnymi. Szczególnie wygodne 
mogą się okazać przy korzystaniu z uniwersalnych programów rozwiązywania 
równań ruchu. Jeśli jednak zamierzeniem są badania jakościowe, czy optyma­
lizacja procesu badanego, wówczas korzystniej będzie posługiwać się kątami 
Eulera i wykorzystać współrzędne biegunowe. Między innymi wyznaczenie 
prędkości kątowych linii obserwacji jest znacznie prostsze we współrzędnych 
biegunowych. Wypływa to z faktu, że współrzędne •// i £ są bardzo małe 
w porównaniu ze współrzędną £. Promień wodzący r, określający położenie 
rakiety względem początku układu ruchomego i nieruchomego jest związany 
ze współrzędnymi obu układów następującymi wzorami:

r2 = x2 +  y2 + z2 = t 2 + i)2 + C2 (2.3)

Ponieważ r] <C £ i C £ zatem r = Uprości to w wielu przypadkach 
dalsze badania. Odpowiednie kąty położenia wektora prędkości V  oraz kąty 
natarcia i ślizgu, zarówno celu jak i rakiety, oznaczono na rys.2.

Niech wiązka prowadząca rakietę będzie zarazem wiązką śledzącą cel. 
Współrzędne celu oznacza się z indeksem dolnym c. O prędkościach kątowych 
linii obserwacji decydować będzie odległość celu od bieguna obserwacji £c i 
jego prędkość Vc. Pochodne współrzędnych biegunowych r, £, /3n (patrz 
rys.l) uzyskuje się z następujących związków kinematycznych:

tc = [cos 7C cos £ cos( kc - / ? n) +  sin 7c sin s]
=  Vc[ -  cos 7c sin 5 cos(/cc -  (3n) +  sin j c cos e] (2.4)

£c0n cos £ = vc cos 7C sin(nc -  (in)



P r z e s t r z e n n e  n a p r o w a d z a n i e  r a k i e t . 7 9

Rys. 2. Kąty: pochylenia i kierunku (a), natarcia i ślizgu (b)

Równania powyższe są niczym innym jak równaniami więzów w problemie 
sterowania rakietą. Określają ruch linii obserwacji celu, która jest osią wiązki 
sterującej i zarazem osią 0£ układu ruchomego.

3. Lot sterowany wiązką jako ruch nieswobodnny z więzami
uogólnionymi

Układ równań opisujących lot rakiety sterowanej wiązką, podaje się poniżej 
jako układ równań ruchu nieswobodnego z więzami dynamicznymi w formie 
nieco zmodyfikowanej. Równania ruchu środka masy rakiety podaje się w 
układzie ’’ półprędkościowyin”
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Równania ruchu dokoła środka, masy w układzie związanym z rakietą:

Ixp -  L -  ( / -  -  Iy)qr

Iy(i ~ M -  (Ix -  Iz )rp (3.2)
Izr = N -  (Iy -  Ix )pq

Równania wiązów:

<pi =  £ c -  V c [ c o s 7 c c o s £■ c o s ( k c -  f i n ) +  s in  7 c s i n 5] =  0
</?2 = też ~  vc[ -  cos 7 c sin £ cos(kc -  f)n ) + sin 7 c cos f] = 0 (3.3)

<̂ 3 =  6  cos -/?« -  K  cos 7c sin(/vc -  f)n ) =  0

Związki sprzęgające:

^  v { ^ v  t 1 ^ ( ̂ kw i tk e  )  0 (  Vi  Hi Vi I

(3,1)

$ h ( ł > h , i > h , 6 h )  ~  ^ { h e w ,  t ke  )< ! ' { (■ , ( ,  C- I

Zmienne 77 i £ namierza układ obserwacji rakiety, dlatego korzystniej jest 
wyznaczyć ich pochodne jako prędkości względne. Korzysta się w tym celu z 
rys.l:

?) =  V  cos 7  sin(k -  p n) -  j3n i  cos £
(3.5)

(  =  V [— cos 7  sin £ cos( k -  )3n) +  sin 7  cosf] -  £5

Zarówno równania ruchu obiektu latającego co najmniej płasko-symetrycz- 
nego, jak i wyrażenia na prędkości względne ulegają rozprzężeniu, przy pew­
nych uzasadnionych zresztą uproszczeniach. Rozprzężenie równań ruchu (3.1) 
i (3.2) jest uzasadnione szczególnie dla obiektów osiowo-symetrycznych, jakimi 
są rakiety przeciwlotnicze. Siła, nośna jest generowana bez potrzeby przechy­
lania rakiety zatem przujmuje się jej stały kierunek pionowy. Półprędkościowy 
układ współrzędnych pokrywa się z układem prędościowym, którego oś 0za 
leży w płaszczyźnie pionowej. Zatem kąt y  =  0 i równania ruchu ulegają 
automatycznie rozprzężeniu. Dodatkowe uproszczemie wypływa, z równości 
momentów bezwładności względem osi normalnej i bocznej Iy = Iz. Pełny 
układ równań ruchu obiektów latających osiowo-symetrycznych przyjmie po­
stać:

dV
m —— =  Z cos o cos jj  — r x  — //?<7 sin 7  

dl
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cl'V
mV  —  — F  sin a cos j3 + P- -  mg cos 7

mV  cos 7 —-  = F  cos a sin 3 -  P„ 
dt
dn

)S 7 

dm
m  <3-6>

I .p  =  L
Iyq -  M  -  ( / ,  -  Ix)rp 
L r  =  N -  ( 4  -

Celem wyznaczenia położenia środka masy rakiety w przestrzeni ’’ geograficz- 
nej” dochodzą dodatkowe rónania:

—  =  v  cos 7 COS K 
d t  1

dy T/ • ->>—  = V cos 7 sin /c (3. m 
d t

_ ( h  _  dl,. _

~dt ~ ~dt. ~

Kąty 7 , k, £, (3n mogą być dowolne, ale ich różnice 7 -  e i k — f3n ze 
względów technicznych są na ogół małe, co daje:

cos(7 — £■) =  1 sin(7 — 5) = 7 — £
c o s ( k  -  pn) =  1 sin(K -  /3n) = n -  fin

Wyrażenie na (  (3.5)2 Jcst niezależne od wyrażenia na 1) (3.5) 1. Ponieważ 
równania ruchu podłużnego, przy pomijalnie małym iloczynie rp =  0, są 
również niezalezne od ruchu bocznego, zatem i proces sterowania ruchem 
podłużnym jest niezależny od procesu sterowania ruchem bocznym. Równa­
nia sterowanego ruchu podłużnego mogą być rozwiązane niezależnie od równań 
ruchu bocznego.

Sterowany ruch boczny rakiety jest sprzężony z ruchem podłużnym funkcją 
cos7 . Po rozwiązaniu równań ruchu podłużnego funkcja ta jest wiadomą 
funkcją czasu, a więc i rozwiązanie równań ruchu bocznego w następnej kolej­
ności nie stanowi już żadnego problemu.

6 — Mechanika w lotnictwie
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Koncepcja ujęcia lotu sterowanego jako ruchu nieswobodnego z więzami 
uogólnionymi daje możliwość wyodrębnienia równań ruchu sterowanego ideal­
nie od równań ruchu w przestrzeni błędów. Równania ruchu sterowanego ide­
alnie określają żądany przebieg lotu sterowanego. Odchylenia rzeczywistego 
przebiegu lotu ujmują równania ruchu sterowanego w przestrzeni błędów. Od­
chylenia te są addytywne do parametrów lotu sterownago idealnie z uwagi na 
fakt, że błędy sterowania rj i £ oraz ich pochodne są bardzo male w porówna­
niu z przemieszczeniami y i z, określającymi rzeczywiste położenie obiektu.

Zmienne 77, £ jako funkcje czasu, wyznaczone z równań ruchu sterowanego 
w przestrzeni błędów, opisują procesy przejściowe rzeczywistego sterowania. 
Innymi słowy opisują efekty dynamiczne sterowania automatycznego lotem. 
Badanie lotu sterowanego idealnie i efektów dynamicznych sterowania przed­
stawiono poniżej.

Zależność sił aerodynamicznych: nośnej i bocznej oraz momentów aero­
dynamicznych ogranicza się do zależności liniowej od kątów a, /?, 6, oraz 
ich pochodnych przy czym q = a + 7 i analogicznie dla ruchu bocznego. 
Zależności te można wyrazić następującymi związkami:

Pz = p ° a +  P bJ h  M  = M aa  +  M «a  + M'>q + M sSk +  M s6h
(4.1)

Py =  p p (3 +  p£sv N = N fi(i + s \ )  + N rv +  N sSv + N S6V

Sterowanie idealne pomija efekty dynamiczne wywołane zmianą położenia 
równowagi momentów. Jest to równoznaczne z pominięciem prędkości 
kątowych rakiety, czyli z przyjęciem ich zerowych wartości łącznie z ich po­
chodnymi. Otrzymuje się wówczas związki wypływające ze statycznej równo­
wagi momentów w postaci:

M s C ‘M t A"'- Cf,,
a = M ^ a = C f , h  =

Uzyskuje się w ten sposób następujący układ równań lot u sterowanego idealnie:

(IV . , 1 o\ni—— = - m y  sin 7 +  mnx(j (4.2)
dt

(I'y c
mV  —  = - m y  cos 7 + mbk6it (4.3)

dt

mV  cos 7 —  =  mbsSv (4-4)
dt

4. Lot sterowany idealnie
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gdzie:

- v i  = —/.i (4.5)

— V  cos 7 cos k (4.6)

— V  cos 7 sin K (4-7) 

- §  =  v s ii , 7 (4.8)

_  F -  Px lS _ F +  P ? C j ,  , t y
x mg h m m

,6 F + J1 C ’i, , P t  
F  ~ Wefl v ~  w  7 7^ w

Równania więzów:

V?1 = 6  -  Vrc[cos 7c cosf cos(kc -  /?„) + sill 7c siu s] = 0
</52 = ŹJ = vc[ -  cos7Csin 5 c o s ( k c -  fin) + sin 7c coss] =  0 (4.9)
<P3 =  £c cosefin =  Vrc cos7csin(Kc -  fia)

Związki sprzęgające dla lotu sterowanego idealnie sprowadzają się do rów­
nań na prędkości względne (3.5), przy założeniu: i) = 0 i Q =  0:

0 = V cos 7 ( k -  (5n) -  £ cos eftn
(4.10)

0 =  V (7 - £ ) - &

Dodatkowe uproszczenia we wzorach (4.10) wypływają z małości różnic 
( fi — /3n) i (7 — e) w procesie sterowania jednowiązkowego. Związki sprzęgające
(3.4) nie są potrzebne bo kąty wychylenia sterów niezbędne do sterowania 
idealnego uzyskuje się z przekształcenia równań ( 1. 10) i wykorzystaniu równań 
ruchu (3.3) i (3.4). Różniczkuje się w tym celu związki sprzęgające (4.10) 
względem czasu:

I/KCOS7 = T/ /3n cos7 — (V  COS7 — K7 sin 7 )(k — /3n) +  £/3n cos£ +
—ężfin Sin £ +  £Pn COS £ (4.11)

V 7 =  -  y (7 -  e) -1- ęś +
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Lewe strony otrzymanych pochodnych (4.11) są identyczne jak lewe strony 
równań ruchu (3.3) i (3.4). Z łatwością uzyskuje sic związki między kątami 
wychylenia sterów a odpowiednimi składowymi przyspieszenia normalnego, 
niezbędnego do idelnego sterowania wiązką. Celem skrócenia zapisu odpo­
wiednich związków porządkuje się prawe strony (4.11). Małe różnice kątów 
( « —/?„) i (7 —5) prowadzą do następujących uproszczeń: £ = V, cos7 = cose. 
Po ich wprowadzeniu do związków (4.11) otrzymuje się formę składowych 
przyspieszeń w ruchu złożonym, jakim jest lot sterowany idealnie wiązką 
prowadzącą:

0 , U  —  u u  “ 1" C l y C

(4.12)

«/i =  u-hu + a/iC

przy czym:

avu - Ępncose -  [V  cos 7 -  V j  sin 7 )(k -  fin ) -  £śpn - 

/̂iu — &  —  ̂ (7 £) 

są składowymi przyspieszenia unoszenia, natomiast:

a V C  =  ' l i f i n C O S S

«/tC = 2^5

są składowymi przyspieszenia Coriolisa.
Dzięki powyższemu uporządkowaniu zapisu związki określające kąty wy­

chylenia sterów niezbędne do przestrzennego sterowania, wiązką przyjmują bar­
dzo przejrzystą postać:

.. a u au +  fj cos 7 
v = Ts óh =  -------7/-------

V Uli

Drugie wyrażenie odpowiada przypadkowi sterowania bez programowej kom­
pensacji składowej siły grawitacyjnej. Postać taka jest wskazana, jeśli 
wyrażenie (4.13)2 ma być wykorzystane do rozwiązania równań ruchu celem 
wyznaczenia toru lotu sterowanego idealnie wiązką w przestrzeni geograficznej. 
Podstawiasię w tym celu wyrażenia (1.13) odpowiednio do równali (3.3) i (3.4), 
a następnie rozwiązuje pełny układ równań (3.2) — (3.8). Sposób rozwiązania 
może być dowolny zależnie od potrzeby. Ustalone warunki lotu celu i stała 
prędkość rakiety umożliwiają wykorzystanie znanych metod. Między innymi 
metody znanej pod nazwą metody ’’ trzech punktów” , która jest niczym innym 
jak przykładem rozwiązywania równań więzów holonomicznych.
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Wprowadzenie założeń idealnego sterowania wiązką nie wymagało przyję­
cia (  =  0, jak to ma miejsce przy metodzie ’’ trzech punktów” . Wynika to 
z zasadniczej różnicy ujęcia proponowanego w niniejszej pracy. Sterowanie 
idealne jest bowiem przypadkiem sterowania ustalonego, do jakiego zmierza 
sterowanie rzeczywiste po zaniknięciu procesów przejściowych. Przejrzysty 
obraz takiego ujęcia wykaże rozwiązanie równań ruchu sterowanego w prze­
strzeni błędów.

5. Lot sterowany w przestrzeni błędów

Równania ruchu sterowanego w przestrzeni błędów, jako odchylenia lotu 
rzeczywistego od żądanego sterowania idealnego, wyprowadza się również ze 
związków sprzęgających, tym razem kompletnych (3.1) i (3.5). Zapisuje się je 
poniżej w formie znacznie uproszczonej (3.5 ) jak w punkcie poprzednim, nato­
miast związki (3.-1) w formie najprostszej jaka. jest niezbędna do skutecznego 
sterowania. Ich postać będzie więc jak poniżej:

i) = V (k -  (in) cos 7 -  Ę/3n cos 5
(5.1)

Ć = V ( l  -  fi) -  &

K  = Y{tkw,tke)[-kluf(v)'l -  I'Ovfiv)]
(5.2)

Funkcję włączeń i wyłączeń ogranicza się do jednokrotnego włączenia 
układu sterowania, ponieważ ta jednokrotna, skokowa zmiana położenia rów­
nowagi w wystarczający sposób wykaże efekty dynamiczne sterowania rzeczy­
wistego. Zamiast więc funkcji Y(tkw,tke) wprowadza się funkcję Ileaviside’a 
II(t — tw). Podobnie jak w poprzednim punkcie różniczkuje się równania (5.1) 
względem czasu. Uzyskuje się w ten sposób wyrażenia, które po ponownym 
wykorzystaniu równań (3.3) i (3.1) zwiążą ruch w przestrzeni błędów z ru­
chem sterowanym idealnie i w ten sposób zezwolą na badanie warunkoów lotu 
rzeczywistego. Pochodne te zapisuje się w następującej formie:

i] — 1 k cos 7 — av

C =  v i  -  ah

(5.3)
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gdzie av i ah wyrażają sic; identycznio jak dla równań (1.12). Znak minus 
zmieni ich rolę w równaniach ruchu w przestrzeni błędów. Jeżeli w równa­
niach (4.12) określały składowe przyspieszenia normalnego, niezbędnego do 
idealnego sterowania wiązką, to w równaniach, które uzyskuje się po podsta­
wieniu do równań (5.3) równań ruchu (3..'3) i (3.1) a zamiast 6V i 6h związków 
sprzęgających (5.2), będą pełnić rolę funkcji wymuszających sygnały sterowa­
nia. Równania te przyjmują następującą postać:

Niezależność sygnałów sterujących sprawia, że równania (5.4) i (5.5) są 
sprzeżone tylko wymuszeniem a„. Ponieważ jednak proces przejściowy jest 
krótkotrwały, więc występujące w składowej uv funkcje zmiennej 7 i jej po­
chodnej można z nieznacznym błędem przyjąć jako wiadome funcje czasu z 
rozwiązania równań lotu sterowanego idealnie. W ten sposób wykazano, że 
równania (5.4) i (5.5) są od siebie niezależne. Jest to jedna z najistotniejszych 
zalet koncepcji ujęcia lotu sterowanego jako ruchu nieswobodnego z więzami 
uogólnionymi [2]. Równania lotu sterowanego w przestrzeni błędów można 
więc badać czy rozwiązywać niezależnie od siebie, co niezwykle upraszcza ba­
dania i rozwiązywania obu równań.

Postać obu równań jest identyczna z równaniem jakie uzyskiwano przy 
badaniu płaskiego lotu sterowaniego [2,5]. Toteż i metody rozwiązywnia jak 
i badania równań (5.4) i (5.5) mogą być z pełnym powodzeniem wykorzy­
stywane jak w cytowanych pracach. Równania wyprowadzone z nieliniowej 
postaci związków sprzęgających mają formę nieliniowych równań Lienarda i 
celem ich rozwiązania dla t £<  tw, 00), nadaje się doskonale kwadratowa me­
toda rozwiązywania takich równań [5,6]. Jej zaletami są: większa dokładność 
od innych metod graficzno-analitycznych, a najważniejsza to łatwość progra­
mowania na cyfrowe maszyny obliczeniowe. Rozwiązywanie tych równań dla 
t < tw polega na scałkowaniu prawych stron jako wiadomych funkcji czasu, a 
więc nie stanowi problemu obliczeniowego.

Liniowe związki sprzęgające w postaci:

(5.4)

C +  II (t — *«,)[*!/,/ ;(C)C +  'W /(C )] — ~ah (5.5)

óv -- II {t I lL! ) [ /v 1 y I] kuU ̂ /]
(5.6)

6h = II(t -  tw) [ - k i/iC -  k0kC] 

prowadzą do również liniowych równań dystrybucyjnych [2]:

i) + / / (<  — tw)[X[uii +  \0vV] — a (5.7)
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C +  11 {l — tw)[^iki, + A ok(] — (ih (5-8)

Równanie (5.7) jest sprzężone z równaniem (5.8) jedynie funkcją wymuszającą 
av, natomiast równanie (5.8) jest równaniem niezależnym. Jeżeli funkcja 
dh =  const, co może mieć miejsce przy i  — const, wówczas uzyskuje się 
rozwiązanie równania (5.8) w całym przedziale czasu, a zatem dla t < tw 
i dla t > tw jak to wykazano w pracy [2]. Rozwiązanie to jest pewną 
kombinacją funkcji regularnych z elementarną dystrybucją Il(t — tw). Da­
leko lepsze rezultaty badawcze uzyskuje się po sprowadzeniu równań zarówno
(5.4) i (5.5) jak i równań (5.7) i (5.8) do równoważnych układów równań na 
płaszczyznach fazowych {r/,?/} i {C C }- Wyznacza się oddzielnie rozwiązania 
dla t < tw i oddzielnie dla t > tw, a następnie ’’ zszywa się” rowiązania 
obszarami osiągalności [2,4].

Problemowi wyznaczania obszarów sterowalności i osiągalności dla stero­
wania lotem płaskim poświęcono już wiele prac oprócz powyżej cytowanych. 
Dlatego też w niniejszym opracowaniu nie rozważa się ich szczegółowo. W y­
kaz ważniejszych pozycji poświęconych temu problemowi można znaleźć w 
publikacjach [4,6]. Na rys.3 podaje się sposób przedłużania ( ’’ zszywania” ) 
rozwiązań obszarami osiągalności dla liniowych (5.6)2 * nieliniowych (5.2)2 
związków sprzęgających. Obszar sterowalności ograniczają linie przeciążeń 
dopuszczalnych sterowania, zgodnie z nierównością:

ni -  11 j < 0 (5-9)

Przeciążenie normalne wiąże z silą sterującą następująca, zależność:

nsg =  -  A i / 'K K -A o /K )  (5-10)

Zatem krzywe ograniczające obszar sterowalności na płaszczyźnie {C, C) wy_ 
znacza równość wynikająca z więzów jednostronnych (5.9):

[ - A i A O Ć - A o / ( C ) ] 2 =  ( i W ) a ( 5 - u )

Równość (5.11) wyznacza granice obszaru sterowalności również dla liniowych 
związków sprzęgających jeśli przyjąć /(£ )  =  ;  zaś / '(£ )  — 1. Obszar ograni­
czony tymi krzywymi oznaczono przez Q . Trajektorie fazowe, reprezentujące 
lot sterowany, asymptotyczne względem obszaru sterowalności Q w sensie 
Ważewskiego (te, które wchodzą do obszaru J? ale już z niego nie wychodzą) 
wyznaczają obszar osiągalności i?o-

Rozwiązania układu równań na płaszczyźnie fazowej, równoważnego rów­
naniom (5.5) i (5.8) dla t < tw wyznaczają trajektorie lotu niesterowa- 
nego. Naniesione na obszar osiągalności J?u są przedłużane trajektoriami
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Rys. 3. Obszary osiagalnos'ci dla nieliniowych (a) i liniowych (b) związków
sprzęgaj ącycli
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lotu sterowanego. Bezpieczne przejście na lot sterowany jest możliwe tylko z 
tych trajektorii lotu niesterowanego, które przecinają obszar osiągalności Qq. 
Wyznaczają one zarazem warunki bezpiecznego startu rakiety.

6. Podsumowanie i wnioski

Ujęcie lotu sterowanego jako nieswobodnego ruchu złożonego daje bardzo 
cenne korzyści badawcze. Rozdzielenie ogólnych równań ruchu z wiązami uo­
gólnionymi na równania rucliu sterowanego idealnie i równania ruchu w prze­
strzeni błędów, stwarza możliwość przejrzystej a zarazem znacznie prostszej 
formy badawczej złożonego procesu sterowania. Ponadto wprowadzenie ru­
chomego układu współrzędnych wykazuje istotne związki lotu sterowanego ze 
znanymi powszechnie zasadami badania ruchu złożonego w mechanice teore­
tycznej. Związki te do tej pory nie były zauważane.

Szczególnie wyraźnie upraszczają się bada.nia.nia lotu sterowanego obiektów 
osiowo-symetrycznych i to wcale nie w wyniku specjalnie do tego celu stoso­
wanych uproszczeń. Ograniczono się jedynie do uzasadnionych uproszczeń, 
wynikających z rozwinięcia funkcji trygonometrycznych w szereg potęgowy. 
Wykazano uniezależnienie się równań ruchu w płaszczyźnie pionowej od rów­
nań ruchu bocznego, a jeszcze bardziej przekonywujące uniezależnienie równań 
więzów dla kąta podniesienia, od równań więzów dla kąta kierunku. Jak to wy­
nika z rezultatów w formie równań lotu sterowanego w przestrzeni błędów (5.4) 
-r (5.8), badania tych równań można przeprowadzać znacznie rozwiniętymi do 
tej pory metodami badania lotu płaskiego.

Powyższe wnioski, wynikające z rezultatów przedstawionego opracowa­
nia, są jedynie wnioskami ogólnymi o dość istotnym znaczeniu praktycznym. 
Nie wyczerpują korzyści jakie daje opracowane ujęcie lotu sterowango, któ­
rym poświęci się dalsze opracowania. Jednym z najważniejszych korzyści 
przewidywanych będzie bez wątpienia możliwość wyznaczenia równań więzów 
realizujących miniinalno-czasowe przechwytywanie celów ruchomych. Zaga­
dnieniu temu poświęci się najbliższe opracowanie.
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Space Guidance of Rockets with a Fixed Point of Observation in Terms
of a Compound Motion

Summary

In this paper a controlled flight of rockets is defined as a compound non-free 
motion with generalized constrains. A simple way to separate the equations of an 
ideal controlled motion from those motion in an error space is described using the 
concept of relative velocity in a compound motion. Allowing the normal and side 
relative velocites to be zero, ideal beam-controlled flight is determined. It is shown 
that the equations of Cor a ideal controlled (light, arc supplemented by the equations 
of motion in the error space in the attainment region. In this way we can describe a 
controlled real flight.
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Osobliwym rozwiązaniem w problemie minimalno-czasowego przechwy­
tywania jest równolegle zbliżanie przy stałej prędkości lotu celu i rakiety, 
jako druga faza sterowania. Eliminowanie ograniczeń bezpiecznego ste­
rowania w fazie pierwszej prowadzi do skracania czasu wykonywania 
manewru dla dojścia do zbliżania równoległego, który w granicy ma- 
leje do zera. Czas przechwytywania jest wówczs czasem równoległego 
zbliżania z impulsową zmianą kierunku wektora prędkości rakiety w 
chwili rozpoczęcia procesu sterowania.

Stosow ane oznaczenia

t -  czas,
0.r y -  nieruchomy układ współrzędnych,
0 ̂ -  ruchomy układ współrzędnych,

-  os' pola obserwacji układu śledzącego cel,
Ai -  kąt elewacji w układzie śledzenia.,
u -  sterowanie,
tw — t0 -  chwila włączenia sterowania,
tp -  chwila przełączania sterowania,
V -  prędkość rakiety,
Vc -  prędkość celu,
X,Xc -  kąt odchylenia wektora prędkości: rakiety, celu
p -  kąt ślizgu rakiety,
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£c -  odległość celu od bieguna obserwacji,
-  wydatek masowy paliwa, // = — m,

W e prędkość wylotowa gazów z dyszy silnika,
F -  ciąg silnika rakietowego, F  = fiwe,
Tly -  jednostkowe przyspieszenie boczne (przeciążenie),
nd -  dopuszczalne przeciążenie,
y(t) -  poszukiwana ekstremala,

-  funkcja tworząca problem optymalizacji,
C -  pewna nowa zmienna w zadaniu w formie Mayera,
A, -  nieokreślone mnożniki Lagrange’a.

1. Wprowadzenie

Spotykana w literaturze interpretacja garnicznej fazy proporcjonalnej 
nawigacji, którą jest faza równoległego zbliżania, nie jest jednoznaczna. 
Większość autorów traktuje strategię zbliżania równoległego jako zbliżanie 
proporcjonalne z nieskończenie wielkim współczynnikiem proporcjonalności 
[5,6,7]. Pojawia się również przekonanie, że zbliżanie równolegle jest nawigacją 
proporcjonalną z zerowym współczynnikiem proporcjonalności. Można, wyka­
zać, że faza zbliżania równoległego jest fazą zbliżania z zerowym sygnałem 
sterowania kierunkiem z czego można wyciągnąć wniosek, że współczynnik 
proporcjonalności może być równy zeru.

Na gruncie funkcji rególarnych obie interpretacje posiadają pewne uza­
sadnienie, z tym, że pierwsza, posiada pewne pozory słuszności dla punktu 
początkowego, drugą natomiast również można ’’ uzasadnić” dla ustalonego 
już procesu zbliżania równoległego. Istotnie w chwili rozpoczęcia procesu ste­
rowania z warunkami początkowymi nie spełniającymi warunku równoległego 
zbliżania niezbędny jest impuls zmieniający kierunek wektora do położenia 
realizującego zbliżenie rónolcgle. Konieczna jest do tego celu siła. normalna 
nieskończenie wielka i działająca w nieskończenie krótkim czasie.

Rozwiązanie minimalno-czasowego problemu przechwytywania zezwala na 
jednoznaczne ujęcie zbliżania równoległego jako granicznej fazy tegoż stero­
wania [1,5,6.7]. Konieczne będzie wykorzystanie do tego celu elementarnych 
dystrybucji, przy pomocy których można będzie wykazać istotę mechaniki tego 
sposobu sterowania. Zagadnieniu temu poświęca się niniejszą pracę.
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2. Sformułowanie problemu

Problem minimalno-czasowego przechwytywania, a więc i jego zazwy­
czaj druga faza, zbliżanie równolegle, posiada już duże znaczenie prak­
tyczne. Program takiego sterowania jest stosowany w wielu zestawach ra­
kietowych, zarówno przeciwlotniczych jak i morskich. Znaczenie jego wzra­
sta wraz ze wzrostem zdolności manewrowych rakiet, które dla nowoczesnych 
rakiet dochodzą do dopuszczalnych jednostkowych przyspieszeń normalnych 
(przeciążeń) n,i =  40. Przy tak dużych zdolnościach manewrowych rakiet 
zmiana kierunku lotu sarną rakietą, zachodzić może w znacznie krótszym cza­
sie, aniżeli zmiana kierunku nosiciela (samolotu czy okrętu, a nawet wyrzutni). 
Dopuszczalne bowiem przeciążenia normalne samolotu ze względów technicz­
nych są mniejsze od nd = 10; nie pociągające natomiast utraty świadomości 
pilota powinny być mniejsze od ns =  5.

Zadanie minimalno-czasowego przechwytywania rakietą polegać będzie na 
realizacji takiego manewru, który z dowolnego kierunku lotu rakiety zezwoli 
na osiągnięcie punktu spotkania z celem w jak najkrótszym czasie. Problem 
sprow'adzi się do poszukiwania optymalnej strategii sterowania, którą opisze 
program minimalno-czsowego sterowania, rakietą przechwytującą cel. Zadanie 
formułuje się następująco:

• Wyznaczyć minimalno-czasowy program sterowania rakietą o stałej 
prędkości lotu, przechwytującą cel w ustalonym locie.

Zadanie tak sformułowane jest, z punktu widzenia teoretycznego, banal­
nie proste, ale daje bardzo przejrzysty sposób przejścia do granicznego ujęcia 
przechwytywania metodą zbliżania równoległego.

3. Program mninimalno-casowego przechwytywania

m —— = F  cos (3 -  Px
dt

(3.1)

(3.2)
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(3.3)

Warunki bezpieczeństwa, (więzy jednostronne):

0 < n y < iid dla fln > 0
(3.4)

0 > — ny > —n-d dla (3n < 0

Założenie V  =  const, zezwala pominąć równanie (3.1), zatem do 
rozwiązania problemu wystarczy wykorzystać pozostałe równania od (3.2). 
Ponadto w miejsce równań (3.3) wprowadzić można równania więzów dwu­
stronnych, określających wzajemne położenie rakiety i celu, które powszechnie 
nazywa się kinematycznymi równaniami ruchu:

Sytuację bieżącą, opisaną powyższymi więzami przedstawia rys.1.
Wprowadzenie związków (3.5) ujmuje lot sterowany jako ruch złożony, po­

nieważ związki te określają ruch układu ruchomego. Warto przy okazji zwrócić 
uwagę, że w procesie samonaprowadzania ruch rakiety jest zarazem ruchem 
unoszenia, ponieważ rakieta znajduje się w początku układu ruchomego. Jej 
położenie wyznaczą całki z równań (3.3). Położenie bieżące rakiety można 
również wyznaczyć ze związków (3.5) względem bieżącego położenia celu, po­
nieważ związki te spełniają rolę równań więzów, które przy ustalonym locie 
celu i stałej prędkości rakiety są więzami holonomicznymi.

Zgodnie ze sformułowanym zadaniem lot celu jest lotem prostoliniowym 
ze stałą prędkością, a zatem Vc — const i \c — const. Nieruchomy układ 
współrzędnych można więc tak ukierunkiwać, że \c =  0, natomiast położenie 
rakiety w chwili włączenia układu sterowania przyjąć w początku układu nie­
ruchomego, czyli: x (tw) = 0, y(tw) — 0 i tw = t0.

ĉ~dt = ~V Sil̂ X ~~ +

“  =  - V  COs(X  -  P n )  +  vc C O S(X c -  f i n )

(3.5)
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Potrzebne do optymalizacji związki ograniczą się do (3.2) i (3.5) uzupeł­
nione jednostronnymi więzami, jako warunkami bezpieczeństwa (3.4). Wa­
runki te przedstawia się w formie równości, po wprowadzeniu nowej zmiennej
C [ 4 , 7 ] :

ny(ny +  n,i) +  ( 2 = 0
(3.6)

ny{nd -  ny) -  C'2 = 0

Funkcjonałem jakości jest czas, zatem jego forma dla to = 0 jest 
następująca:

t
I  =  J  dt =  t (3.7)

o
Zadanie polega na znalezieniu minimum funkcjonału (3.7) z warunkami w 

postaci równań więzów:

Vl =  ^  = 0 (3.8)

92 s  ^  + ~ { V sin(x -  A.) + vesin /)„] = 0 (3.9)
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< P 3 = ^  +  V  COs(x -  P n )  -  V c COS Pn  = 0 (3.10)

y 4 =  ny(ny +  nd) +  ( 2 = 0 (3.11)

Poszukuje się z pośród zmiennych niewiadomych x? pn, Ęc, ny i £ funkcji 
minimalizujących funkcjonał (3.7). Buduje się w tym celu rozszerzoną funkcję 
tworzącą F{x,Pn,ic,ny>  C) °  postaci:

4

F(yi,yi,t)  = 1 +  ^3 (:3-12)
i=0

dla której wyznacza się równania Eulera-Lagrange’a z formy:

= 0 (3.13) 
dyi dt. diji

Uzyskuje się następujące postacie równań Eulera-Lagrange’a dla poszczegól­
nych zmiennych niewiadomych:

— dla zmiennej \:

A l  -  —̂  cos(x -  P n )  +  Vc sin( \ -  pn) = 0 (3.14)
Sc

— dla zmiennej /3:

A2 +  7^[—̂  cos(x — /?n) +  K  sin /?„] + A3 [— V  sin(x — /?«) +  Vc sin /?„] = 0 (3.15)
Sc

—  dla zmiennej £c:

A3 + sin(x -  P n )  + vc cos P n ] = 0 (3.16)

— dla zmiennej ny = u:

— ^ i y  +  A,i('2« +  7 id ) =  0 (3 .1 7 )

—  dla zmiennej (:
A4(  =  0 (3.18)

Funkcja F  nie zależy w sposób jawny od czasu, a zatem całka pierwsza równań 
Eulera-Lagrange’a sprowadzi się do postaci:

C  =  —Aj —̂  +  -jr-\Y sin(X — Pn) + Vc sin pn] +
(3.19)

+ X3[V cos(X -  Pn) -  vc cos /?„] +  A,,[« (u +  nd) +  ( 2]
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Warunki w punktach załamania (Erdmanna-Weierstrassa):
(W  _ 0 F _  
d j/i -  din 

czyli:
A j- = A1+ A2— = A 2+ A3-  = A3+

Warunki transwersalności:

dają C  =  — 1.
Rozwiązywanie równań Eulera-Lagrange’a najlepiej rozpocząć od równa­

nia (3.18), które jest rozwiązaniem alternatywnym:

(a) A4 =  0 lub (b) C =  0 (3.20)

Rozwiązanie (a) pociąga za sobą w mysi równaia (3.17) A] = 0 co przy 
dowolności Aj jest wykluczone. Wyklucza to zarazem rozwiązanie zmiennego 
u(t). Rozwiązanie natomiast (b) daje dwie graniczne wartości:

n \ =  —na u 2 =  0

Zależnie od znaku początkowej prędkości kątowej linii obserwacji pierwsze 
rozwiązanie można, zapisać jako:

. d/3n u i = n(/sign—— 
dt

W  myśl równania (3.2) prowadzi to do następujących zależności kąta x ( 0 :

X(t) ~ X(to) = -  /  7- ~  dr = -  *0) (3.21)
*0

Wyrażenie (3.21) można wstawić do wzoru na prędkość kątową linii obserwacji
(3.5), przy czym jej wyznaczenie wymaga, określenia zmiennych (3n i £c. 
Można tego dokonać za pomocą wpólrzędnych położenia rakiety i celu. Zmianę 
położenia rakiety zezwala określić rozwiązanie (3.21) z zależności (3.3). Po ich 
scałkowaniu uzyskuje się:

t
f  V 2 

x(t) = x(t0) +  I V  cos \'(t ) dr = x(t0) -------- (sin y -  sin \o) 
J-------------------------------------- n,i(i

(3.22)
t

<0

/• V 2
2/(0 = y{to) +  / V  sin x (r )  dr = y(l0) -------- (cosx -  cos \0)

J n d tj

7 — Mechanika w lotnictwie
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Analogicznie wyznacza się współrzędne położenia celu, które dla ustlonego 
lotu celu: Xc =  0 i Vc =  const dają końcowe wzory:

xc(t) = x c(t0) +  Vc(t — to)
(3.23)

yc =  II0 = const

ponieważ dla lotu prostoliniowego celu dobiera się tak nieruchomy układ 
współrzędnych aby os' O.i' była równoległa do kierunku prędkości celu Vc. 
Z zależności (3.22) i (3.23) już bardzo łatwo wyznaczyć £c(/) i /3n(t):

ec = (xc -  x )2 +  (yc -  y f  (3.24)

ctg/3)t =  ^  (3.25)
V c~ y

Prędkość kątową /3n można wyznaczyć po zróżniczkowaniu (3.25) lub z 
wyrażenia (3.9). Z uwagi na fakt, że istotny jest jedynie znak tejże prędkości 
kątowej (3n, wystarczy potraktować wyrażenie w nawiasie zależności (3.9) jako 
funkcję przełączania:

a(t) = - n  sin(\' -  /?„) -  sin j3n (3.26)

gdzie n =  V/Vc, zaś kąty \ * Pn wyznaczyć można odpowiednio z zależności 
(3.21) i (3.25). Rozwiązanie na sterowanie w formie ogólnej można więc zapi­
sać:

u(t) =  signa(t)[.II(t -  t0 ) -  II(t -  tp)]nd (3.27)

Forma (3.27) obejmuje oba rozwiązania = signa(t)nd dla t £ ( /0, tp) i 
U2 =  0 dla t > tp, przy czym tp odpowiada cr(lp) = 0. Zmiana kierunku 
lotu rakiety wymaga impulsu sterowania, który można wyznaczyć z równania 
(3.8) po podstawieniu doń sterowania (3.27). Obustronne scałkowanie daje:

X(tp) ~ x(to)  =  sign<r(t)[II(t -  /0) -  U(t -  tp) ] ^ { t p -  t0) (3.28)

Oznacza się dalej: Iop =  nj,{tp — to) jako impuls całkowity niezbędny do do­
prowadzenia sterowania do zbliżenia równoległego. Impuls l op jest wielkością 
malejącą wraz ze zmniejszaniem się przedziału czasu [/q ,/p], a. więc przy 
zwiększaniu dopuszczalnej wielkości sterowania. 7?̂ . Przy /p -> io, a wrięc 
Ud —* oo wartość Iop zmierza do warości określonej gwałtownym przejściem 
do zbliżenia równoległego, czyli:

lim Iop = —{Xr -  Xo) = I'oP (3.29)tp^i o (]
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gdzie x r j est kątem realizacji zbliżenia równoległego od chwili t = /0. W y­
znaczyć go można z warunku:

a{t) = 71 sin(\r ~ Pno) + sin ,6no =  0 (3.30)

Sterowanie minimalno-czasowe można dalej zapisać w formie:

u(t) =  sign/30 11 {t ~ toJ  ~ 11 ̂  ~ lp)Iov (3.31)
tp — IQ

Przy tp —>• t.0 sterowanie u(t) zmierza do wyrażenia:

u(t) =  signp05(t -  t0)I'op (3.32)

Jest to graniczne rozwiązanie miiiiinalno-czasowego sterowania, praktycznie 
nierealne z uwagi na nj —*■ oo. Posiada natomiast istotny sens teoretyczny 
jako dystrybucyjny zapis logiczny sterowania metodą zbliżania równoległego
i to w ścisłym ujęciu. Celem ilustracji tego problemu rozważa się przykład z 
odpowiednimi danymi dla małych rakiet samonaorowadzających się.

4. Przykład sterowania minimalno-czasowego

Ilustrację sterowania minimalno-czasowego prezentuje się dla małej rakiety 
samonaprowadzającej się o następujących danych:

• prękość rakiety V = 500 ms-1 =  const,

• początkowy kąt kierunku x(/o) = 7t / 2 ,

• położenie rakiety w chwili t =  t0: x(l0) =  0, y(t-o) = 0,

• prędkość celu Vc =  300 ms-1 ,

• odległość linii lotu celu od początkowego położenia rakiety, czyli para­
metr cl =  6000 m,

• początkowy kąt pochylenia linii obserwacji j5no = 7t / 3,

• dopuszczalne przyspieszenia jednostkowe: nui = 4.274, n,n = 10, 
nd3 =  2.5, ndĄ -  50, nd5 =  100, ndG =  oo.
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Program minimalno-czasowego przechwytywania celu dla poszczególnych 
dopuszczalnych przeciążeń ridi zgodnie z wyrażeniami (3.31):

u(t) = n(t) =  sign/3n— — ^  ^ — — Iopi (4.1)
tp l o

gdzie:
Iopi — (iI ( t p t Q )

przy czym chwilę tp wyznacza zerowanie się funkcji przełączania a(t). Dla 
różnych wartości iidi zmianę tej funkcji przedstawia rys.2. Warto podkreślić, 
że dla t > tp a(t) =  0. Poprawny zatem zapis sterowania przyjmuje postać:

-  to )~  II(t ~ tp )  r /1 0 ,u(t) =  n(t) =  signcr(/.)----------- ---------------------I0pi (4.2)
tp — to

Ilustrację zmian impulsu potrzebnego do doprowadzenia procesu sterowa­
nia do zbliżenia równoległego dla różnych n,n podano na rys.3. Przebieg 
wykazuje zmniejszanie się I0Vl wraz ze wzrostem nu. Jest to zrozumiałe po­
nieważ czas wykonania manewru potrzebnego do doprowadzenia do zbliżenia 
równoległego maleje, a zatem maleje \{tp) -  ,\(/u)-

Zmniejsza się również minimalny czas przechwycenia celu, jak to przedsta­
wiono na rys.4. Droga rakiety sterowanej programami minimalno-czasowego 
przechwytywania jest różna dla różnych przeciążeń dopuszczalnych. Propor­
cjonalnym do długości drogi jest i czas przechwytywania ze względu na stalą 
prędkość lotu rakiety.



R ó w n o l e g l e  z b l i ż a n i e  j a k o  g r a n i c z n y  p r z y p a d e k . 101

Rys. 4. Tory lotu rakiety sterowanej programami minimalno-czasowymi
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Rezultaty powyższe wykazują również istotę problemu minimalno-cza- 
sowego przechwytywania jako zadania warunkowego. Bez ograniczenia dopusz­
czalnych przeciążeń normalnych, jedynym rozwizaniem minimalno-czasowego 
przechwytywania byłoby graniczne rozwiązanie, czyli zbliżenie równolegle 
(3.32). Ma ono jednak tylko znaczenie symboliczne ponieważ sterowanie takie 
jest niemożliwe do realizacji praktycznej.

Zbliżenie równolegle posiada znaczenie realne jedynie jako druga faza. ste­
rowania minimalno-czasowego. Współczynnik proporcjonelności przy takim 
sterowaniu nie może być ani równy zeru ani równy nieskończoności. Dla re­
alizacji sterowania metodą zbliżania równoległego potrzebna jest skończona 
jego wartość i to tak dobrana aby jak najszybciej wygasić wszelkiego rodzaju 
odchylenia lotu od zbliżania równoległego. Problemowi temu należy poświęcić 
oddzielne opracowanie.
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Parallel Approach Method as a Limit Case of the Minimum-Time
Interception Program

Summary

A parallel approach at a constant velocity of both the target and the rocket, as 
a second phase of control, is a singular solution to the minimum-time interception 
problem. Elimination of safe Height control restrictions in the first phase results in 
the execution time shortening changes of direction of flight to the parallel approach. 
In the limit case this time approaches zero. The time of interception is then equal to 
the time of a parallel approach with the impulsive change of direction of the rocket 
velocity vector at the begining of the control process.
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E FE K T Y D Y N A M IC Z N E  M IN IM A L N O -C ZA SO W E G O  
STE R O W A N IA  R A K IE T Ą

S t a n i s ł a w  D u b i e l

Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa

Realizacja minimalno-czasowego programu sterowania pociąga za sobą 
pojawienie się procesów przejściowych, odchylających rzeczywisty prze­
bieg sterowania od sterowania idealnego. Program sterowania idealnego 
wyznaczono dla rakiety potraktowanej jako punkt materialny [2]. Rze­
czywisty ruch rakiety jako bryły pociąga za sobą pojawienie się odchy­
leń, wywołanych bezwładnością samej rakiety jak i dynamiką układu 
napędowego sterów.

1. Wprowadzenie

Program minimalno-czasowego przechwytywania określa kształt sygnału 
sterującego i ideałem byłoby takie sterowanie, które wywoływałoby siły nor­
malne, realizujące ten program bez odchyleń. Reprezentantem sił normal­
nych są jednostkowe przyspieszenia normalne riy (przeciążenia). Ich przebieg 
winien być identyczny do sygnału sterującego. Realizcję takiego sterowania 
nazywa się sterowaniem idealnym.

Generacja siły normalnej, zmieniającej kierunek lotu, jest mocno złożona. 
Wymaga bowiem najczęściej zmiany położenia rakiety jako bryły o taki 
kąt natarcia, jaki jest konieczny do powstania siły nośnej (łub bocznej) 
odpowiadającej programowemu przeciążeniu. Pociąga to za sobą pewne opó­
źnienia wywołane bezwładnością rakiety i mechanizmu napędu sterów. Efekty 
te pociągają za sobą dość znaczne odchylenia przebiegów przeciążeń rzeczy­
wistych w odniesieniu do minimalno-czasowego programu idealnego. Zasadni­
czym zamierzeniem niżej zapoczątkowanych badań będzie zbadanie w jakich 
warunkach odchylenia te będą najmniejsze.
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2. Układ równań lotu w warunkach sterowania rzeczywistego

Badania rzeczywistych warunków raelizacji minimalno-czasowego sterowa­
nia rakietą przeprowadza, się dla lotu płaskiego w płaszczyźnie poziomej, ana­
logicznie do wyznaczonych programów sterowania, idealnego [2]. Proces stero­
wania bada się dla ustalonych warunków lotu celu i stałej prędkości rakiety. 
Równania lotu rakiety w płaszyźnie poziomej ogranicza się w myśl równań z 
układu przestrzennego [3] do postaci:

dV
m —  = F cosp  -  Px =  0 (2.1)

mV ~  = F  sin fi +  Py (2.2)

i\ ,0 ...
rn =  m u  =  - 777- (2 .3 )

'»  e

I x P = L  (2.4)

I ,r  = N  -  ( Iy -  Ix )i>([ (2.5)

Równania więzów, które są zarazem równaniami linii obserwacji celu jako 
osi 0q£ układu ruchomego [3] przedstawiają się następująco:

<̂ 1 = 6 +  ' o cos(xo -  A i) -  Vc cos(^e -  fjn) = 0
(2 .6 )

^2 =  ŻcPn +  V0 sin(xo -  A i) -  Vc cos(^c -  /3n) = 0 

Związek sprzęgający:

&(6v,óu J v) = Y(tw ,te)<P(y,i/,ii,j3n) (2.7)

Zarówno równania więzów (2.6) jak i równanie związku sprzęgającego (2.7) 
wyrażono dla punktu obserwacji celu Oo nie pokrywającego się z położeniem 
rakiety [3]. Dla. rakiet samonaprowadzających się układ obserwacji znajduje 
się na pokładzie rakiety, a więc położenie rakiety pokryje się z początkiem 
układu ruchomego. W związku z tym // =  0, ?/ =  0 i i) =  0, zaś w miejsce \0 
wejdzie kąt pochylenia wektora prędkości rakiety

3. Równanie wahań bocznych

Zależności sił i momentów aerodynamicznych ogranicza się do związków
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liniowych od kąta. ślizgu i odpowiednich prędkości kątowych. Ponadto przy 
ciągu silnika równoważącego opór aerodynamiczny zmiana masy określona 
równaniem (2.3) jest nieznaczna i wpływa w bardzo małym stopniu na efekty 
dynamiczne w procesie sterowania. Ruch obrotowy rakiety osiowo syme­
trycznej (2.4) nie jest sprzężony z ruchem bocznym, dlatego w dalszych 
rozważaniach zostaje pominięty. Kąt ślizgu (3 jak i prędkości kątowe p i q są 
nie wielkie, zatem znaczący wpływ na. efekty dynamiczne zachow u ją równania
(2.2) i (2.5). Wymienione powyżej ograniczenia, upraszczają układy równań: 
lotu, więzów i związków sprzęgających do następujących postaci:

X  =  b ' p

v = —a'0l3 — (i\/3 — (i'-2 r +  b'0S — b\6 

przy czym r = /3 +  x  oraz:

(3.1)

b' =
F  +  Pg , NP , N ?

a 0 =

(3.2)

m V  u L  1 / .  

. N ł N s . N*a0 = ---- bn = ----  f/t = ----
2 Iz h  Iz

Równania więzów:

i c +  V sin(x -  fiu) +  Ve sin fin =  0

( c P n  +  Vc[p C O s(\  -  f i n ) +  COS / ? „ ]  =  0 

Związek sprzęgający dla minimalno-czasowego sterowania [2]:

6 = //(/. -  t0) [a,,up(t) +  «(,(/)„,, -  /)„)] (3.3)

przy czym:
aog <kio

a* = W b  ah =  wT
zaś a jest współczynnikiem proporcjonalnej nawigacji.

Równania (3.1) wykazują, że bardzo łat wo można wyeliminować jedną ze 
zmiennych, a mianowicie \ lub fi.

Ponieważ celem głównym niniejszego opracowania są efekty dynamiczne 
procesu sterowania, zatem korzystniej będzie wyeliminować zmienną /3. Rów­
nania zatem zredukują się do postaci:

X +  niX 4" (loX — M  -f b[ó (3.4)
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gdzie:
Uq =  (i[) +  (L^b CL[ =  I) +  ft j +  fi2 

fc! = bb\

Równanie (3.4) jest właściwie równaniem drugiego rzędu zatem należy 
wprowadzić nową zmienną. Z uwagi na fakt, że sterowanie optymalne wy­
prowadzono w formie przeciążeń zatem w miejsce zmiennej \ wprowadza 
się przeciążenie n(Z). Związek między tymi zmiennymi przedstawia się 
następująco:

X =  f « (0  (3-5)

zatem równanie (3.4) można zapisać w postaci:

h(t) + +  a0n(t) =  sign/3n[II(t -  t0) -  II(t -  tp)\nd (3.6)

Równanie (3.6) zezwala na wyznaczenie efektów dynamicznych sterowa­
nia minimalno-czasowego i dla uzyskania rezultatów zamierzonych w niniej­
szym opracowaniu posiada formę zadawalającą. Można jednakże uogólnić 
jego postać na formę ujmującą sterowanie rakietą samonaprowadzającą się 
łącznie z efektami dynamicznymi przez wprowadzenie wymuszenia związkiem 
sprzęgającym dla zasady zbliżenia proporcjonalnego. Oznacza się w tym celu 
wymuszenie w równaiu (3.6) przez np(l) czyli:

np(t) -  sign/)(l[7/ 0 -  Hp]nd (3.7)

Celem skrócenia zapisu funkcje Heaviside’a oznaczono następująco:

II (t — to) — Ho II {t — Lp) =  II p

Wykorzystanie związku na zbliżanie proporcjonalne w formie nieco zmo­
dyfikowanej:

X  =  a ( 0 p  +  P )  ( 3 - 8 )

zezwala na wprowadzenie uogólnionej postaci wymuszenia do równania (3.6), 
którego postać przyjmie formę:

ii(t) +  «!/>(<) +  a0n(t) = u—(fi, + (3) (3.9)
!J

W równaniach (3.8) i (3.9) i poniżej fi jest prędkością kątową linii obserwacji 
(pominięto indeks dolny n).
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Równanie (3.9) podane w powyższej formie wykazuje, że ’’ sterowanie rów­
nolegle” wymaga skończonego współczynnika proporcjonalności, a jedynie wy­
muszenie programowe przyjmie formę:

a—Ł  =  sign/?o/>'(/ -  lp)lop (3.10)
<7

zgodną z graniczną formą sterowania miniamalno-czasowego [2].

4. Realna forma sterowania minimalno-czasowego

Rozwiązanie równania (3.9) zezwala na określenie warunków radnego ste­
rowania minimalno-czasowego. Opisuje ono elekty dynamiczne wywołane 
realizacją programu minimalno-czasowego, kóre wykluczą program graniczny 
powyższego sterowania. Program taki jest nie realny ze względów technicz­
nych. Jednakże efekty dynamiczne zezwolą ustalić realne warunki realizacji 
sterowania minimalno-czasowego.

Przebieg rozwiązań wywołany efektami dynamicznymi zezwala ustalić naj­
krótszy skończony czas wykonania zmiany kierunku lotu rakiety dla osiągnięcia 
drugiej fazy sterowania minimalno-czasowego (zbliżania równoległego). Efekty 
dynamiczne sterowania, opisują następujące rozwiązania równania. (3.6), któ­
rych forma zależy od relacji między współczynnikami a o i ■

Dla małych wysokości (np. II = 1000 m) u{ > 4«o i pierwiastki charak­
terystyczne równania jednorodnego (3.6) są tylko rzeczywiste. Rozwiązania 
przyjmą postać:

ny(t) =  signP0n d {(n 0 -  / / P) [ l  ~ ^  ^ Aie Al(< ,o) ~ ^  A' (< ,o)] +
(4.1)

A2 — Ai A 2 — Ai

Dla relacji aj =  4a0, a. więc dla a 1, który daje najkrótszy czas uspokojenia 
procesów przejściowych: włączania i przełączania, równanie charakterystyczne 
ma jeden pierwiastek podwójny: A =  0.5«i i rozwiązanie przyjmuje postać:

ny(t) =  signPonĄtflo -  JIP)\ 1 -  [1 + A(t -  <0)]e -A(- |o)l +
1 L (4.2)

+ IIP[1 +  \(t -
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Dla a2 < 4(iq rozwiązanie ma postać:

ny(t) =  sign/?0W( / { ( / /0 -  (cosu ;(/- /0) +  -  sinu(t -  / 0) )e -A(t_<o)| +
(4.3)

+ IIp(cosu(t  -  tp) +  ^ s in u(t -  }

gdzie:

0 1 - A  A2 =  ^  + A  A 2 = «o
2 2 

Oi 2 al
T  “  = “ “ - T

Efekty dydnamiczne zbadano dla różnych wysokości lotu przy tych sa­
mych charakterystykach aerodynamicznych. Charakterystyki te wyznaczono 
dla malej rakiety lotniczej o dużym wydłużeniu kadłuba (Â . = 20) ze 
skrzydełkami umieszczonymi w tylnej części kadłuba i dość dużymi destabili- 
zatorami z przodu. Układ taki daje bardzo duże współczynniki tłumienia przy 
dostatecznym zapasie stateczności statycznej [4]. Ponadto umożliwia dobiera­
nie współczynnika tłumiona zależnie od potrzeb w procesie projektowania, a 
co ważniejsze nawet jego zmiany w czasie lotu.

Współczynniki «o i «i ulegają zmianie proporcjonalnie do zmiany 
gęstości względnej powietrza i ich wartości dla wybranych do badań wyso­
kości: II =  1000 m, II = 11000 m i II = 18000 m przedstawiwją się 
następująco:

II [m] «o a i
1000 80.24 45.82

11000 29.72 14.21
18000 10.01 5.26

Możliwość zmiany współczynnika tłumienia wykorzystano dla dobrania 
optymalnych jego wartości i mniejszych, które dają przebiegi oscylacyjne. 
Stwierdzono przy okazji, że dla wyskości; II = 1000 m i II — 1 1000 m 
wyznaczone dla przyjętego modelu współczynniki: «o i <> i dają rozwiązania 
nieoscylacyjne i nawet celem uzyskania, rozwiązania, optymalnego współczynnik 
aj dla obu wysokości należałoby zmniejszyć. Dla wysokości II =  1000 m do 
a\ = 17.92, a dla II =  11000 m do <i\ — 10.90. Dla, wysokości //  = 18000 m 
współczynnik ci\ jest już mniejszy od wartości optymalnej i dla uzyskania 
najszybszego tłumienia procesów przejściowych należałoby go zwiększyć do 
wartości a\ = 6.33.
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Rys. 1. Rzeczywiste zmiany przeciążeń względnych dla różnych wysokości: 
-  -  -  aj > 4«0; — a\ = 4n0; -  • -  • -  aj < 4«0
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Przebiegi rozwiązań realizujących rzeczywiste sterowanie minimalno-czaso­
we przedstawia rys.l. Rozwiązania te pokazują zmianę przeciążeń normal­
nych (jednostkowych przyspieszeń) dla wybranych powyżej wysokości ozna­
czonych na rysunku. Reprezentują one efekty dynamiczne realizacji idealnego 
programu sterowania wyznaczonego w pracy [2]. Z przebiegu ich widać, że 
poważnemu zniekształceniu ulega realizacja programu minimalno-czasowego 
dla bardzo dużych przeciążeń dopuszczalnych, a więc ?i,i > 25.

Osiągnięcie przeciążeń większych od ny — 25 przy generacji tylko ae­
rodynamicznej siły normalnej jest problematyczne nawet na małych wysoko­
ściach. Poniżej wysokości II = 1000 m jest to możliwe tylko z uwzględnieniem 
składowej ciągu silnika, równoważącego opór aerodynamiczny. Ale już na wy­
sokości II = 1000 m charakterystyka aerodynamiczna wybranego modelu 
przy kącie natarcia a = 15° zezwala na osiągnięcie maksymalnej wartości 
jedynie nmax = 19. Zatem sterowanie aerodynamiczne może być praktycznie 
realizowane z przeciążeniami co najwyżej n<i = 20. Program sterowania ideal­
nego poniżej takich nj jeśt zniekształcony stosunkowo nieznacznie. Osiągalne 
przeciążenia normalne dla większych wysokości zmaleją proporcjonalnie do 
spadku względnej gęstości, a zatem zniekształcenia programu sterowania ide­
alnego będą co raz mniejsze.

Dodatkowe zniekształcenia wywołane dynamiką napędu sterów będą na 
pewno mniejsze, a. ich zbadanie wymagałoby znacznego rozszerzenia niniejszej 
pracy. Badania tych odchyleń łączą się z koniecznością wprowadzenia dodat­
kowej metody optymalizacji zatem poświęcić im należy oddzielne opracowanie.

5. Zakońcenie i wnioski

Graniczny proces sterowania minimalno-czasowego, a więc zbliżanie róno- 
ległe jest możliwe jedynie dla takich kątów \y. dla. których już w chwili to 
jest spełniony warunek równoległego zbliżania. Ma to oczywiście miejsce tylko 
przy /?o =  0. W innych przypadkach sterowanie graniczne jest nierealne za­
równo z uwagi na niemożliwość uzyskania n.y = oo, jak i na zniekształcenia 
rzeczywistym przebiegiem.

Realizacja rzeczywiestego procesu sterowania jest najkorzystniejsza dla 
optymalnej wartości a i i to na wszystkich wysokościach lotu. Zniekształcenia 
procesu są niewielkie i skuteczność sterowania zmniejsza się stosunkowo mało. 
Mniejsze osłabienie skuteczności dają przebiegi oscylacyjne rozwiązań, jed­
nakże przcregulowanie jakie wówczas występuję pociągnie za sobą przekro­
czenie przeciążeń dopuszczalnych. Jakkolwiek przekroczenie takie na dużych
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wysokościach nie zagraża zniszczeniu konstrukcji, to jednak może być nie­
bezpieczne ze względu na możliwą utratę stateczności, a więc jest również 
wykluczone.

Poważniejsze natomiast zniekształcenia dają zbyt duże wartości a\
i przy projetowniu rakiet do lotu sterowanego na małych wysokościach 
rozwiązali takich należy unikać. Dodatkowego opracowania wymaga wyzna­
czenie wydłużenia minimalnego czasu przechwycenia, ale już z otrzymanych 
przebiegów można wywnioskować, że wydłużenie to nie pzrekroczy At =  0.5 s 
dla lotu na II =  1000 m i At = 1.5 s dla lotu na II — 18000 m.
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Dynamie Effects o f  Minimum-Time Rocket Guidance

Summary

The dynamic effects of a minimum-time control program emmerge from temporary 
processes with deviation of the real trajectory from the ideal one. In designing the 
ideal control process a rocket is treated as a material point. Heal motion of a rocket 
introduces a deviation of a real flight path from the that for a ideal control program. 
This deviation is the result of both the inertia of the rocket treated as a rigid body 
and the dynamic propulsion system system.

8 — Mechanika w lotnictwie
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W Y Z N A C Z A N IE  PO STACI D R G A Ń  ZŁO ŻO N YCH  
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W pracy przedstawiono propozycję zastosowania nowej metody dwu­
fazowej do wyznaczania częstości i postaci drgań własnych konstrukcji 
lotniczych oraz drgań akustycznych w kabinach samolotów. Omówiono 
podstawowe zastosowania postaci drgań własnych w zagadnieniach lot­
niczych oraz cechy charakterystyczne macierzowych zagadnień własnych 
mające istotny wpływ na możliwość numerycznego ich rozwiązywania. 
Porównano efektywność metod standardowych: iteracji podprzestrzen­
nych i Lanczosa z efektywnością metody dwufazowej stwierdzając, że dla 
zagadnień rozwiązywanych obecnie, wymiary których nie przekraczają 
10000, metody standardowe są szybsze, chociaż wymagają większej 
pamięci komputera. Zagadnienia bardzo wielkie, up. wyznaczanie po­
staci drgań całych samolotów, wymiary których osiągają 50000, nie 
mogą być rozwiązane za pomocą metod standardowych ze względu na 
zbyt małą pamięć komputerów oraz długie czasy obliczeń. Zadania ta­
kie, i większe, mogą być z powodzeniem rozwiązane za pomocą metody 
dwufazowej.

1. Wstęp

Analiza modalna stanowi ważne narzędzie pomocnicze przy projektowaniu 
konstrukcji lotniczych. W ostatnim okresie biura, projektowe wyposażane są 
w coraz doskonalsze systemy CAD (AutoCAD, CADDS, Unigiaphics), które 
pozwalają na projektowanie coraz bardziej złożonych konstrukcji lotniczych. 
Wywołuje to potrzebę używania równie doskonałych narzędzi do wyznaczania 
postaci drgań projektowanych konstrukcji. Dotychczasowe wymagania prak­
tyki nie przekraczały możliwości standardowych metod analizy modalnej. Jed­
nakże obecnie coraz częściej pojawia się potrzeba wyznaczania postaci drgań 
konstrukcji, których modele otrzymane za pomocą MES-u cechują się bar­
dzo wielkimi wymiarami. W takich przypadkach metody używane dotychczas 
mogą okazać się niewystarczające.
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W pracy przedstawiono propozycje wykorzystania metody dwufazowej do 
rozwiązywania wielkich zagadnień własnych. W' rozdziale 2 omówiono trzy 
główne obszary zastosowania postaci drgań: budowę równań ruchu, analizę 
drgań wymuszonych konstrukcji oraz analizę akustyki kabin samolotów. Krót­
kie omówienie sposobu budowy zagadnień własnych za pomocą MES-u przed­
stawiono w rozdziale 3. Rozdział 4 omawia cechy szczególne lotniczych zaga­
dnień własnych. W rozdziale 5 przedstawiono metody standardowe: iteracji 
podprzestrzennych i Lanczosa oraz omówiono zakres ich zastosowania. Roz­
dział 6 omawia metodę dwufazową. W rozdziale 7 przedstawiono porówna­
nie metod standardowych z metodą dwufazową na trzech przykładach bardzo 
wielkich zagadnień własnych.

2. Zastosowania postaci drgań własnych w lotnictw ie

Zastosowania postaci drgań własnych obejmują kilka ważnych praktycznie 
zagadnień. Najważniejsze z nich, to: budowa równań ruchu samolotu od­
kształcalnego oraz analiza drgań wymuszonych konstrukcji. Odmienną klasę 
zadań stanowią zagadnienia akustyki kabin samolotów.

2.1. Budowa równań rucliu samolotu odkształcalnego

Nowoczesne metody symulacyjne badania stateczności aeroelastycznej 
pozwalają na wyznaczanie prędkości krytycznych flatteru i dywergencji sa­
molotów poprzez bezpośrednie całkowanie sprzężonych modeli: konstrukcji i 
przepływu [1,2]. Modelem konstrukcji są z reguły równania modalne:

ćji(t) +  2hi(ji(t) +  u f  = j fAD{<l,<i,S)cl>i{S)dS i -  1------ rn (2.1)
5

gdzie:
qi(t) -  współrzędne modalne, określające amplitudy poszczegól­

nych postaci, 
hi -  współczynniki tłumienia, 
u>i -  częstości drgań własnych,
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S -  powierzchnia obiektu,
Jad ~ ciśnienie aerodynamiczne,
$ i { S )  -  postacie drgań własnych, 
m -  liczba postaci drgań.

Ciśnienie aerodynamiczne, f_,\D zależne zarówno od przepływu jak i od ru­
chu obiektu, wyznaczane jest za pomocą odpowiednich modeli aerodynamiki, 
np. potencjalnych, Eulera lub Naviera-Stokesa [3]. Wyznaczenie pizebiegu 
zmiennych <7,(i) poprzez całkowanie równań ('2.1) pozwala na zbadanie sta­
teczności aeroelastycznej układu, np. wyznaczenie krytycznej piędkości flat- 
teru [2]. Równania modalne stosowane są powszechnie, ze względu na wiele 
zalet, m.in. wysoką dokładność opisu ruchu nawet dla niezbyt dużej liczby 
uwzględnionych postaci drgań, m = 1 -r 10 [4].

2.2. Analiza drgań wymuszonych konstrukcji

Drgania konstrukcji wywołane pracą silników łub turbulencją nie mają 
wpływu na ruch samolotu, lecz powodują szereg niekorzystnych zjawisk, takich 
jak: zmęczenie materiału, lokalne osłabienie połączeń oraz niski komfoit lotu 
powodujący zmęczenie pilota i pasażerów. Analiza drgań wymuszonych polega 
na znalezieniu tych elementów konstrukcji, które są najbardziej wzbudzone 
przez drgania silników. W tym celu należy wyznaczyć ruch konstiukcji pod 
wpływem wymuszenia za pomocą syntezy fourierowskiej, danej wzorem:

Ś=»2
w(t,s)= J2 cn(tyPi(S) (2.2)

i - i  1

gdzie:
w (t ,S ) -  przemieszczenia konstrukcji względem położenia nieod- 

kształconcgo,
$i(S) ~ postacie drgań swobodnych,
qAt) -  amplitudy, które należy wyznaczyć rozwiązując układ 

rów 11 ań mo d al 11 y c 11:

® (0  +  2htqi(t) +  ufqt(t) =  J f u j t ,  S ) $ i ( S )  ds i =  ł2 (2.3)
s

przy czym .S') jest siłą wymuszającą. Ponieważ dominująca częstość siły
wymuszającej u>w jest zazwyczaj dużo wyższa, niż najniższe częstości di gań
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bjw >• u>i,u>2, • • to postacie <l>i występujące we wzorze (2.2 ) i równaniach
(2.3) pochodzą z innego przedziału spektrum niż miało to miejsce w przypadku 
budowy równań ruchu:

w; e (ŁJ«, -  Au, uw +  Au;) i =  ix, . . . ,  /2 (2.4)

Szerokość pasma Au) powinna być tak dobrana, aby zapewnić wystarczającą 
dokładność analizy.

2.3. Zagadnienia akustyki kabin samolotów

Zagadnienia tego typu różnią się od wymienionych wyżej tym, że dotyczą 
nie konstrukcji, lecz pola akustycznego wewnątrz kabiny samolotu. Należy 
wyznaczyć częstości akustyczne oraz przebieg linii węzłów i strzałek postaci 
akustycznych w celu stwierdzenia, czy nie zajdzie wzbudzenie którejś z po­
staci na skutek drgań konstrukcji, a jeśli tak, to które miejsca kabiny będą 
szczególnie hałaśliwe [5]. Modelem matematycznym drgań akustycznych jest 
równanie Ilelmholtza:

)2-n rfln ,,;2 /),,
= 0 (2.5)d2p d2p d2p u!2 dp

8 x 2 ^  Dy2 ^ Oz2 c2  ̂ dn

gdzie:
p(x, y ,z )  -  ciśnienie akustyczne określone w kabinie J? ograniczonej 

ścianką S,
c -  prędkość dźwięku w powietrzu nieruchomym,
n -  wektor normalny do ścianki kabiny S.

Podobnie jak w przypadku analizy drgań wymuszonych konstrukcji, należy 
wyznaczyć te postacie pj, których częstości u;,- są bliskie częstości wymuszenia 
u w.

Rozpatruje się także połączenie zadania akustyki kabiny z zadaniem drgań 
wymuszonych konstrukcji. Wyznaczenie ruchu konstrukcji ze wzoru (2.2) po­
zwalana sformułowanie ogólniejszego zagadnienia drgań akustycznych, w któ­
rym warunek brzegowy na ściance ma postać [5]:

dp
On = -f>wn (2.6)

gdzie p jest gęstością powietrza, zaś wn(t,S )  = w(t,S)n  jest składową 
normalną przemieszczenia ścianki. Rozwiązanie niejednorodnego równania 
I!., .mlioltza pozwala na wyznaczenie rozkładu ciśnienia, w kabinie za pomocą 
sv zezy fourierowskiej (2.2) (por[5]).
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3. A lgebraiczne zagadnienie własne

Postacie drgań własnych można wyznaczać doświadczalnie bądź numerycz­
nie. Postacie wyznaczone doświadczalnie są wprawdzie bardziej wiarygodne, 
łecz nie są dostępne na etapie projektowania konstrukcji. W dalszej części 
rozważać będziemy jedynie metody numeryczne.

3.1. Wyprowadzanie algebraicznego zagadnienia własnego

Numeryczne wyznaczanie postaci i częstości drgań własnych polega na 
rozwiązaniu odpowiedniego algebraicznego zagadnienia własnego. W zaga­
dnieniach mechaniki konstrukcji otrzymuje się je z reguły poprzez użycie Me­
tody Elementów Skończonych (MES). Idea jest następująca. Konstrukcję 
dzieli się na elementy o prostych kształtach geometrycznych zakładając, że 
ich odkształcenia mogą być opisane za pomocą wielomianów niskiego stop­
nia, tzw. funkcji kształtu, zależnych od przemieszczeń tzw. węzłów elementu. 
Założenie to pozwala sformułować dla każdego elementu wyrażenia określające 
jego energię potencjalną sprężystości i energię kinetyczną jako funkcje przemie­
szczeń i prędkości węzłów. Spójność konstrukcji osiąga się poprzez zapewnie­
nie zgodności przemieszczeń w węzłach łączących poszczególne elementy. Dla 
każdego elementu można, napisać równania. Lagrangc’a II rodzaju, w których 
współrzędnymi uogólnionymi są przemieszczenia węzłów. W rezultacie otrzy­
muje się układ równań różniczkowych zwyczajnych, w którym liczba równań 
N  jest równa liczbie węzłów Nw pomnożonej przez liczbę stopni swobody w 
węźle Ls. W przypadku konstrukcji liniowej otrzymuje się macierzowy układ 
równań różniczkowych zwyczajnych:

M i  +  C i +  Kx = F(t)  (3.1)

w którym macierze M, C i K o wymiarach N x N  noszą odpowiednio nazwy: 
bezwładności, tłumienia, i sztywności.
a;(/) = [a?i(/), X2 {t), ■ ■ ■, a:jv(/)]T jest wektorem uogólnionych przemieszczeń 
węzłów, a F(t.) =  [F j(/), F-2 (t ) , . . . ,  F^(I)]T jest wektorem uogólnionych sił 
zewnętrznych (węzłowych). Sposoby wyboru typów elementów, funkcji kształ­
tu oraz szczegółowa metodyka postępowania opisana jest w wielu monografiach 
dotyczących MES-u, np. [(34-8].

Równanie macierzowe swobodnych drgań konstrukcji otrzymuje się zakła­
dając: brak wymuszenia F(t) =  0, brak tłumienia C = 0, oraz przyjmując,
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że ruch jest harmoniczny:
x  ( / )  =  £eia" (3.2)

gdzie w jest częstością drgań, a <Ź> =  [</>!(/), '/>2( / ) , . . . ,  $ a ' ( / ) ] T jest wektorem 
amplitud ruchu węzłów. Podstawiając (3.2) do równań ruchu (3.1) otrzymuje 
się równanie drgań swobodnych:

K<£ = J 2 M# (3.3)

Równanie (3.3) definiuje uogólnione algebraiczne zagadnienie własne, które 
stanowi podstawę wyznaczania częstości i postaci drgań konstrukcji. Rozwią­
zaniem układu (3.3) jest zbiór częstości i postaci drgań (zwanych również 
parami własnymi):

{w .,# ,-} i = l , . . . , N  (3.4)

Ze względu na przybliżony charakter równań ruchu (3.1) otrzymanych za 
pomocą MES-u, tylko postacie odpowiadające najniższym m częstościom 
stanowią dobre przybliżenie postaci drgań konstrukcji rzeczywistej, m <  N, 
poza tym dokładność kolejnych postaci jest coraz mniejsza. Wynika stąd, że 
wymiar układu N  nie może być zbyt mały, zwłaszcza jeśli chcemy wyznaczyć 
wyższe częstości i postacie drgań.

Dyskretyzacja zagadnień polowycli (2.5) za pomocą MES-u prowadzi rów­
nież do równania modalnego (3.3) z tym, że do dyskretyzacji najczęściej wy­
korzystuje się metodę Galerkina lub odpowiednią zasadę wariacyjną [5-f7].

3.2. Własności macierzy bezwładności i sztywności

Macierze sztywności K i bezwładności M otrzymane za pomocą MES-u są 
najczęściej symetryczne K = KT , M =  MT (z wyjątkiem macierzy zagadnień 
giroskopowycli), dodatnio określone lub pólokreślone Vx : x TKa: > 0, 
x TMx > 0. Macierze mogą być osobliwe; macierz sztywności wówczas, gdy 
konstrukcja jest swobodna, macierz bezwładności zaś wtedy, gdy w modelu 
konstrukcji występują elementy bezmasowe (np. gdy pominięto bezwładności 
obrotowe). Macierze K i M mają ponadto dwie ważne własności: są rzadkie, 
co oznacza., że liczba elementów niezerowych jest rzędu k N . k = 10 -f- 50 a. 
nie N 2, oraz pasmowe -  elementy niezerowe są skupione w pobliżu głównej 
diagonali. Miarą pasmowości macierzy jest tzw. szerokość pasma mb, która 
określa średnią odległość elementów niezerowych od diagonali:

1 N
mfc( K) =  -  ^  inax ( i - i + 1) (3.5)

-/v !=1
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Wielkość ta ma zasadnicze znaczenie dla efektywności metod numerycznych 
używanych do wyznaczania postaci drgań, gdyż najważniejsze z nich używają 
rozkładu trójkątnego macierzy:

LDLT := (K -a M )  (3.6)

gdzie:
L -  macierz trójkątna dolna,
D -  macierz diagonalna, 
a -  tzw. przesunięcie.

Koszt takiego rozkładu bardzo silnie (z kwadratem) zależy od szerokości 
pasma my.

Cldlt ~  \m lN  (3.7)

a wymagany obszar pamięci roboczej dla macierzy L jest równy:

PLDLt ~  ™bN (3.8)

W typowych zadaniach dynamiki konstrukcji szerokości pasm zależą bardzo 
silnie od topologii siatki węzłów i ich numeracji. Ponieważ topologia siatki 
zależy od wymiaru fizycznego zadania, to szerokości pasm można, oszacować 
następująco:

-  dla zadań dwuwymiarowych

???;, ~  iV1/ 2 (3.9)

-  dla zadań trójwymiarowych

mb ~ N 2'3 (3.10)

Prowadzi to do następujących oszacowań koszt u obliczeń i pamięci roboczej:
-  zadania dwuwymiarowe

Cldlt ~  \ n 2 Pldlt  -  A'3/2 (3.11)

-  zadania trójwymiarowe

Cldlt ~  1*1.1)U  ~  A (3.12)

Z oszacowań (3.11) i (3.12) wynika, że w przypadku wielkich zadań, wyma­
gany obszar pamięci może znacznie przekroczyć możliwości dostępnych kom­
puterów, co zupełnie uniemożliwi rozwiązanie zadania. Również czas obli­
czeń będzie bardzo długi. Z tego powodu stosuje się specjalne techniki nu­
meryczne, znane pod ogólną nazwą Technologii Macierzy Rzadkich (Sparse
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Matrix Technology), pozwalające istotnie zmniejszyć zarówno koszt rozkładu 
trójkątnego, jak i wymaganą pamięć roboczą. Techniki te polegają na ta­
kiej zamianie (permutacji) wierszy i kolumn macierzy, aby macierz trójkątna 
zawierała najmniejszą możliwą liczbę elementów niezcrowych:

LDLt  := P(K -  (tM)Pt  (3.13)

gdzie P jest macierzą permutacji, wyznaczaną, kilkoma algorytmami: Cuthill- 
McKee, najniższego stopnia (Minimal Degree), cięć zagnieżdżonych (Nested 
Dissection) lub cięć równoległych (Parallel Dissection) [9]. Dla typowych 
zadań otrzymuje się następujące oszacowania kosztu rozkładu i wymaganej 
pamięci roboczej [9,10]:

-  zadania dwuwymiarowe

Cl d l t  ~  10iV3/ 2 ^  4iV log2 N  (3.14)

-  zadania trójwymiarowe

CLDLt ~  3A72 PLDLt ~  30A'1/ 3 (3.15)

Technologia. Macierzy Rzadkich jest bardzo skuteczna, dla zadań dwuwy­
miarowych, natomiast w przypadku zadań trójwymiarowych zysk nie jest już 
wielki, gdyż np. wymagana pamięć jest mniejsza dopiero dla N > 20000 (por. 
[10]).

4. Specyfika lotniczycłi zagadnień w łasnych

Zagadnienia własne występujące w lotnictwie to zarówno zagadnienia kon­
strukcyjne, jak i polowe. W praktyce lotniczej spotyka, się różne rodzaje zadań 
konstrukcyjnych. Najczęściej dotyczą one wyznaczania, drgań własnych poje­
dynczych elementów, zwłaszcza skrzydeł, usterzenia czy kadłuba. Zadania 
tego rodzaju są często dwuwymiarowe, na przykład wtedy, gdy modeluje się 
cienkie skrzydło lub usterzenie za pomocą płaskich elementów płytowych.

Ostatnio jednak coraz częściej podejmuje się próby analizy całych samolo­
tów z uwzględnieniem ich struktury wewnętrznej. Powodem jest chęć wyko­
rzystania tych samych danych do analizy wytrzymałościowej (statycznej), jak 
i dynamicznej, gdyż w ten sposób unika, się budowy oddzielnych modeli [11]. 
Pozwała to na. znaczne oszczędności zarówno czasowe, jak i finansowe. Oznacza 
to, że w przyszłości coraz częściej zachodzić będzie konieczność wyznaczania
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postaci drgań wielkich, złożonych konstrukcji trójwymiarowych. Zagadnie­
nia konstrukcji lotniczych są zagadnieniami trójwymiarowymi, lecz należy za­
uważyć, że struktura konstrukcji kadłuba czy skrzydła jest bardziej zbliżona do 
dwuwymiarowej, ze względu na to, iż składa się ze szkieletu i cienkiego pokry­
cia (ta sama uwaga dotyczy konstrukcji laminatowych), które, choć zamknięte 
w trzech wymiarach, są w istocie dwuwymiarowe. Istotne jest to, że pro­
ces podziału na elementy skończone dotyczy konstrukcji, a nie przestrzeni, 
którą ona zajmuje. Fakt ten wpływa bardzo istotnie na strukturę macierzy, 
zwłaszcza zaś na szerokość jej pasma.

Aby pokazać, jaki jest wpływ geometrii konstrukcji cienkościennych oraz 
dodatkowych elementów usztywniających na własności macierzy, rozważmy 
kadłub walcowy wzmocniony podłogą (rys.la). Dzieląc kadłub na elementy 
trójkątne powłokowe mające 6 stopni swobody w węźle, otrzymuje się macierze
o strukturze przedstawionej na rys.Ib, i rys.lc.

b)

d)

niezerowych macierzy powłoki bez usztywnienia (b,c) i z usztywnieniem (d)

Obliczając średnią szerokość pasma otrzymujemy, w zależności od przyję­
tego uporządkowania węzłów: (/«/,)(, = 270 ~  2.5/V1' 2 dla uporządkowania 
przedstawionego na rys.Ib lub (mj,)c =  510 ~  5iV1/ 2 ~  Ar2/ ,! dla uporząd­
kowania, z rys.lc. Dla. płaskiej płyty mamy zaś (■nib)Piyty — 20-1 ~ '2.5N1' 2. 
Jest widoczne, że szerokość pasma, macierzy jest zbliżona do tej. jaką miałaby 
macierz prostokątnej płyty powstałej z rozwinięcia pobocznicy walca. Fakt, że 
pobocznica ta jest zamknięta, odzwierciedla się w dodatkowych niezerowych 
blokach macierzy. Ponieważ to właśnie średnia, szerokość pasma decyduje o 
koszcie rozkładu trójkątnego, to koszt ten nie będzie tak wielki, jak wynikałoby 
to z przybliżonych oszacowań (3.12) opartych na założeniu trójwymiarowości 
obiektu.

Rozważmy wpływ usztywniających elementów konstrukcyjnych na szero-
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kość pasma macierzy. Każdy taki element, np. podłoga z rys.la, wprowa­
dza dodatkowe powiązania pomiędzy węzłami konstrukcji, a co za. tym idzie, 
zwiększa średnią szerokość pasma (rys.Id), mi — 938 ~  1.6Ar2/ 3. Im więcej 
elementów dodamy, tym bardziej szerokość pasma będzie zbliżona do tej, jaką 
maja zadania, trójwymiarowe.

Jak widzimy, typowe zagadnienia dynamiki konstrukcyjne spotykane w 
lotnictwie maja cechy pośrednie pomiędzy zadaniami dwu- i trójwymiarowymi.

Istnieją w lotnictwie zadania konstrukcyjne typowo trójwymiarowe. Do­
tyczą one na przykład analizy drgań łopatek turbin silników odrzutowych. 
Łopatka taka jest zwykle zwartą bryłą metalu, w której wydrążone są kana­
ły dla przepływu cieczy chłodzącej. Modelowanie jej za pomocą elementów 
bryłowych prowadzi do typowego zadania trójwymiarowego.

Zadania akustyki kabin są również trójwymiarowe, chociaż ich wymiary 
są nieco mniejsze ze względu na, to, że poszukuje się funkcji skalarnych, 
a więc każdy węzeł ma tylko jeden stopień swobody. Przykładowo, dla 
wnętrza kadłuba, walcowego z rys.la otrzymamy Nw = N  = 40500, 
mb = 900 ~  0.95.'V2/ 3.

5. S tandardow e m etody  rozw iązyw ania zagadnień własnych

Standardowymi metodami obliczania, postaci i częstości drgań własnych 
są: metoda iteracji podprzestrzennych [0,12] i metoda Lanczosa [ 12].

M etod a  iteracji podprzestrzennych , używana w wielu profesjonalnych 
pakietach oprogramowania, np. NA STU A N, ADINA, FEAP. polega, na itera- 
cyjnym obliczaniu par własnych za pomocą iteracji odwrotnych:

( K -  aM )z{ = M#;1 i = 1........m (5.1)

gdzie =  [<?” , ...,$",] jest macierzą przybliżeń wektorów własnych w /i-tym 
kroku iteracyjnym o wymiarach N X  m oraz procedury Rayleigha-Ritza:

Km := Z t KZ Mm := Z TUZ  K,„Y = MmYA
(5.2)

:= Z V  Z = [r ,, . . . ,  zm]

gdzie Km, Mm są rzutami macierzy K, M na pod przestrzeń rozpiętą wekto­
rami $ n, Y -  macierzą wektorów własnych zadania, z red u kowanego (5.2)3, A  -  
macierzą diagonalną wartości własnych. Rozwiązanie równania (5.1) wymaga



W y z n a c z a n i e  p o s t a c i  d r g a ń 125

wykonania rozkładu trójkątnego (3.6). Wybór przesunięcia a ma istotne zna­
czenie dla efektywności metody. Pary własne wyznacza się kolejno począwszy 
od najniższej. Obliczoną postać usuwa się z macierzy $  zastępując ją nowym 
wektorem roboczym. Aby zapewnić wystarczającą zbieżność procesu iteracyj- 
nego konieczne jest zwykle wykonanie więcej niż jednego rozkładu t rójkątnego
(3.6), średnio -  jeden rozkład na 5-rlO wyznaczonych postaci. Metoda iteracji 
podprzestrzennych cechuje się wysoką niezawodnością oraz starannie dopraco­
wanymi szczegółami implementacyjnymi. Nie występują też żadne dodatkowe 
problemy związane z jej użyciem.

M etod a  Lanczosa, chociaż opracowana wcześniej, uważana jest za bar­
dziej nowoczesną. Polega ona na generowaniu zbioru tzw. wektorów Ritza vj 
w procesie rekurencyjnym [12]:

||vj+i||Muj+1 :=  -  ( v j , K v j ) v j  -  (v,-_i, K v j )Vj_i j  =  1 .. . ,p  (5.3)

Wektory własne wyznacza się jako odpowiednie kombinacje liniowe wektorów

a współczynniki 7 oblicza się rozwiązując pomocnicze zagadnienie własne z 
macierzą trójdiagonałna.

Efektywność metody Lanczosa jest szczególnie wysoka, jeżeli w procesie re­
kurencyjnym (5.3) zamiast macierzy K użyje sic; macierzy odwrot nej w postaci 
czynników rozkładu (3.6) (K — <rM)_1 = L- i D ’ L t . Poważną wadą metody 
Lanczosa jest generowanie kopii wektorów własnych, co zmusza do używania 
specjalnych zabiegów mających na celu ich eliminację tzw. ortogonalizacji se­
lektywnej [12]. W przypadku wielokrotnych wartości własnych (pojawiających 
się, gdy konstrukcja jest symetryczna) metoda Lanczosa może opuścić niektóre 
z nich. Kłopot sprawia, także konieczność pamiętania, wszystkich p wektorów 
Ritza.

Metoda Lanczosa cechuje się bardzo wysoką efektywnością, co spowo­
dowało olbrzymi wzrost jej popularności w ostatnich latach, zwłaszcza w za­
gadnieniach konstrukcyj nych.

Metody standardowe mają ugruntowana pozycję w środowisku inżyniers­
kim, zwłaszcza metoda iteracji podprzestrzennych, używana od ponad ćwierć­
wiecza. Pozwalają one na niemal rutynowe rozwiązywanie większości zaga­
dnień własnych mających znaczenie praktyczne. Zastosowanie Technologii 
Macierzy Rzadkich pozwala, zmniejszyć koszt rozkładu trójkątnego tak znacz­
nie, że metody standardowe (zwłaszcza metoda Lanczosa) są efektywne nawet

Ritza:
i’

(5.4)
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dla N  ~  10000. Przykładowo, dla zadania o wymiarze N — 8000, mi, =  400 
czas rozkładu zwykłego (3.6) wyniósł 31 min a macierz L zajęła 31 MB. Za­
stosowanie porządkowania metodą cięć zagnieżdżonych spowodowało, żc czas 
rozkładu (3.13) wyniósł Gmin 30sek, a. macierz L zajęła. 12 MB. Mając na 
uwadze własności zadań lotniczych opisane w rozdziale 3 można stwierdzić, że 
klasa zadań, dla których metody standardowe będą wystarczająco efektywne, 
jest szeroka. Z tego powodu nie ma obecnie dużego zapotrzebowania na nowe 
metody. Dodatkowym czynnikiem, który sprzyja utrzymaniu dominującej po­
zycji przez metody standardowe jest wzrost mocy obliczeniowej komputerów 
(rys.2). Widoczne jest, że szybkość działania wzrosła ok. 3 -f- 4-krotnie w 
ciągu pięciu lat, a pamięć 2 4- 3-krotnie. Oznacza to, że granica opłacalności 
stosowania metod standardowych będzie się przesuwać w kierunku większych 
wymiarów.

12

10
8

o ■
4
->

Mflops HF 712 4 0-i

SUN/Sparc

•' a.tvt.v; rtM
30-

20-

PC AT/12
=• ' <; ••. \ 10-

r 1 98-1 r 1 989 r I 994

Szybkość obliczeń zmiennoprzecinkowych

MB

PC AT/12

SUN/Sparc

HF 712

r1984 r1989 r1994
Pamięć operacyjna

Rys. 2. W zrost  m o cy  obliczeniowej komputerów w ostatniej dekadzie

Często jednak wyrażany jest pogląd, że rosnące potrzeby przemysłu będą 
wymagały rozwiązywania coraz większych zagadnień własnych [13]. Dokładne 
odwzorowanie kształtu oraz struktury elementów konstrukcyjnych: kadłuba, 
skrzydeł, gondoli silników i usterzenia za pomocą elementów skończonych od­
powiedniego typu prowadzić będzie do zadań własnych o bardzo dużych wy­
miarach, osiągających N  ~  105. Ich udział będzie prawdopodobnie rósł wraz 
ze wzrostem możliwości nowoczesnych systemów komputerowego wspomaga­
nia projektowania i produkcji CA D/CA M. W przypadku tak wielkich zadań 
wymagany obszar pamięci może znacznie przekroczyć możliwości dostępnych 
komputerów, zwłaszcza PC, a nawet stacji roboczych (stanowiących coraz 
częściej standardowe wyposażenie biur projektowych), co zupełnie uniemożliwi 
rozwiązanie zadania. Również czas obliczeń będzie bardzo wysoki, wielo­
krotnie większy niż dla metod nie używających rozkładu trójkątnego (3.6). 
Powyższa wada metod standardowych jest więc istotna, gdyż powoduje, że 
są one nieefektywne dla zadań o wymiarach przekraczających 20000. Jeżeli
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moc obliczeniowa, komputerów będzie rosła, wolniej niż potrzeby projektan­
tów, to metody standardowe nie będą wystarczające, co może wywołać wzrost 
zainteresowania metodami bardziej efektywnymi.

6. M etod a  dw ufazow a obliczania częstości i postaci drgań

Opracowana przez autora niniejszego artykułu nowa metoda dwufazo­
wa wyznaczania częstości i postaci drgań własnych cechuje się wysoką 
efektywnością i małym zapotrzebowaniem na pamięć komputera [l-l-i-16]. 
Idea metody dwufazowej polega na iteracyjnym wyznaczaniu kolejnych par 
własnych w dwu fazach: wstępnej, za pomocą procedury Rayleigha-Ritza (5.2) 
i właściwej, za pomocą metody iteracji ilorazu Rayleigha:

S - 1 [K -  =  S -1  i =  1.......... m
(6 .1)

< P + 1  : =  Z / \ \ Z \ \ M

gdzie /.i(x) := x TKx/xr Mx jest ilorazem Rayleigha, a S tzw. macierzą 
skalująca. Układy nieokreślonych, prawie osobliwych równań liniowych (6.1) 
rozwiązuje się za. pomocą metod iteracyjnych (MINRES) co pozwala uniknąć 
wykonywania rozkładu trójkątnego (3.6). Użycie skalowania, (preconditioning) 
powoduje znaczne zwiększenie efektywności metody. Macierz S jest wyzna­
czana. za pomocą tzw. niepełnego rozkładu trójkątnego (ICCG).

Efektywność metody dwufazowej jest bardzo wysoka, szczególnie dla. zadań
o wielkich wymiarach. Metoda, dwufazowa, pozwala, m.in. wyznaczyć postacie 
drgań złożonych konstrukcji lotniczych, modelowanych elementami belkowymi, 
płytowymi bądź powłokowymi, dla których wymiary algebraicznych zadań 
własnych osiągają N  ~  50000, przy użyciu mikrokomputera PC-486/66MIIz 
z pamięcią 32MB. Rozwiązanie podobnych zadań za. pomocą metod standar­
dowych nie byłoby możliwe nawet na stacjach roboczych, gdyż wymagałoby to 
pamięci operacyjnej rzędu 1GB, a czas obliczeń byłby ok. dwudziestokrotnie 
dłuższy niż w przypadku użycia metody dwufazowej. Metodadwufazowa po­
zwala wyznaczać typowe w zadaniach lotniczych sztywne postacie drgań oraz 
rozwiązywać zadania własne z osobliwymi macierzami bezwładności. Opraco­
wywana jest również wersja pozwalająca wyznaczać postacie drgań elementów 
wirujących (łopat śmigłowców, wirników turbin silników odrzutowych, itp.), 
dla których macierze sztywności i bezwładności są niesymetryczne.
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Zastosowanie metody dwufazowej nie ogranicza się do mechaniki klasycz­
nej. Pewne jej cechy są szczególnie atrakcyjne przy rozwiązywaniu bardzo 
wielkich (N  ~  1000000) zadań własnych chemii kwantowej.

7. Porów nanie m etod  standardow ych z m etoda dw ufazow a

W celu zaprezentowania możliwości metody dwufazowej przedstawione 
zostaną wuniki obliczeń otrzymane za pomocą metody dwufazowej i me­
tod standardowych. Wyznaczane będzie m = 10 częstości i postaci drgań 
własnych typowych konstrukcji zdyskretyzowanych za pomocą elementów bel­
kowych i powłokowych o sześciu stopniach swobody w węźle, oraz postacie 
akustyczne kabiny zdyskretyzowanej za pomocą czworościennych elementów 
liniowych. Ze względu na to, że metody standardowe wymagałaby we wszy­
stkich rozpatrywanych przypadkach pamięci daleko większych niż te, do któ­
rych autor miał dostęp, ocenę efektywności metod standardowych przepro­
wadzono za pomocą oszacowań (3.15). Należy przy tym pamiętać, że są 
to oszacowania dolne. Czasy obliczeń dla metod standardowych oszacowano 
porównując liczbę operacji obliczoną za pomocą (3.15) z rzeczywistą liczbą 
operacji wykonaną przez metodę dwufazową. Szacując czas obliczeń dla. me­
tody Lanczosa założono, że rozkład (3.(j) wykonany został tylko raz, zaś w 
przypadku metody iteracji podprzestrzennych 1 lub 2 razy, przy czym dla 
wyznaczanej liczby postaci ta druga wartość jest bliższa, rzeczywistości. Wszy­
stkie obliczenia wykonano na. mikrokomputerze PC-186, z pamięcią 32MB, o 
szybkości obliczeń zmiennoprzecinkowych ok. 2 Mflops.

Tabela 1. Zadanie konstrukcyjne średniej wielkości, ,V„. = 1728, 
N  =  10368, mb =  861

L. operacji Czas obi. 
(godz)

Pamięć
(M li)

Iteracje podprzest rznne 2 -M  • 109 2 -f 1 51
Metoda Lanczosa ■2- 10“ 2 51
Metoda dwufazowa 1.5- 1010 1 18



Tabela 2. Wielkie zadanie konstrukcyjne, Nw = 9702, N = 5821'2, 
mb = 2900

W y z n a c z a n i e  p o s t a c i  d r g a ń  . . .  1 2 9

L. operacji Czas obi. 
(godz)

Pamięć
(MB)

Iteracje podprzestrznne 2 -M  • 10“ 200 00 700
Metoda Lanczosa 2- 10“ 200 700
Metoda dwufazowa 1.5- 1010 15 32

Tabela 3. Wielkie zadanie akustyki kabiny, Nw = N  = 80000, = 2000

L. operacji Czas obi. 
(godz)

Pamięć
(MB)

Iteracje podprzestrznne 1.8 -r- 3.0 • 10" ISO ~  300 1000
Metoda Lanczosa 1 .8 -10“ ISO 1000
Metod a d w u fa zowa 8 • 10° 8 32

Przedstawione porównania wskazują na zasadniczą przewagę metody dwu­
fazowej nad metodami standardowymi nawet wówczas, gdy używają, one 
Technologię Macierzy Rzadkich, jeżeli wymiary zadań są duże. Zadania, o wy­
miarach N  ~  50000 całkowicie wykraczają poza możliwości zarówno metody 
iteracji podprzestrzennych, jak i Lanczosa. Granica opłacalności stosowania 
metody dwufazowej przebiega dla N ~  5000, jeśli porównać ją z metodą ite­
racji podprzestrzennych, oraz dla N ~  10000 w przypadku metody Lanczosa.

Powyższe przykłady ilustrują jednocześnie najistotniejszy kłopot związany 
z rozwiązywaniem bardzo wielkich zadań własnych brak pamięci, który często 
może być znacznie większym ograniczeniem, niż długie czasy obliczeń. Pra­
cochłonne obliczenia można bowiem najczęściej przeprowadzać w godzinach, 
gdy komputery są nieobciążone, możliwa jest też zwykle praca wykonywana 
etapami. Brak odpowiednio wielkiej pamięci jest zaś barierą trudną do szyb­
kiego pokonania, gdyż wiąże się to z dość poważnymi inwestycjami.

8. Wnioski

• Obecne potrzeby lotniczych biur konstrukcyjnych, dotyczące nume­
rycznego wyznaczania częstości i postaci drgań własnych, są niemal 
całkowicie zaspokojone za pomocą metod standardowych iteracji pod­
przestrzennych i Lanczosa.

9 — Mechanika w lotnictwie
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• Dyskretyzacja złożonych konstrukcji lotniczych przy użyciu M ES-u pro­
wadzi do zadań własnych o bardzo wielkich wymiarach. Rozwiązywanie 
takich zadań za pomocą metod standardowych jest bardzo czasochłonne, 
a czasami niemożliwe ze względu na ograniczoną pamięć komputera.

• Zastosowanie metody dwufazowej na etapie projektowania nowoczesnych 
konstrukcji lotniczych mogłoby przyczynić się do znacznego skrócenia 
czasu obliczeń, a w związku z tym kosztów projektowania.
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Computation of Mode Shapes of the; Complex Aerospace Constructions 
by the New Two-Pliase Method

Summary

In this paper a proposition of the new Two-Phase method using for computing 
frequencies and mode shapes of aerospace constructions or acoustic vibrations in the 
interiors of aircraft is proposed. The main areas of applications of the mode shapes 
in the aerospace engineering are discussed. Specific properties of the matrix eigen- 
problems, crucial for their solvability, are analyzed. A comparison of efficiency of 
the Two-Phase and the standard methods: the Subspace Iterations and the Lanczos 
method, is presented. The conclusion is, that for the typical eigcn problems, dimen­
sions of which do not exceed 10000, the standard met hods are more efficient, although 
they require larger memory t han the Two-Phase method. Very large eigen problems, 
e.g., computation of mode shapes of entire aircraft., dimensions of which at tain 50000, 
cannot be solved by means of the standard methods, because of too large memory 
requirement and unacceptable computational costs. Such problems (or larger) may 
be solved effectively by the Two-Phase method.
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A N A L IZ A  D Y N A M IK I PRZESTRZENNEGO RUCHU  
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W  pracy rozpatrzono dynamikę lotu samolotu odrzutowego ze skrzydłem 
pasmowym w wybranych figurach akrobacji lotniczej i na zakresie nad- 
krytycznych kątów natarcia tzw. ’’ deep stall nianeouvres” . Przedsta­
wiono przykładowe wyniki obliczeń cyfrowej symulacji ’’ beczki sterowa­
nej” oraz charakterystycznej dla tego typu samolotów figury wykonywa­
nej na zakresie bardzo dużych kątów natarcia -  ’’ Kobry” .

1. Nieliniowe równania ruchu samolotu

Równania ruchu środka masy samolotu zapisane w predkościowym układzie 
współrzędnych mają postać [1]:

dV
dt

da
dt

dp
dt

= — {fi'"' cosfo + v?A) — mg( sin 0  cos a — cos 0  cos <P siu a)| cos f) + 
m >■ L 1

+ mg cos 0  sin #  sin /3 — Pxa\

= Q — (P  cos a +  R sin a)tg/3------ — ---- - \f  sin(a -f <ps ) +
m V cos p L

— m(j{sin 0  sin a +  cos 0  cos <1> cos o ) + P;u 

= P sin o  — 72 cos a ----- {  [F  cos(« 4- s5*-) — rnr/( sin 0  cos a +
77 i V <• L

— cos 0  cos <P sin a ) sin /? — mg cos 0  sin 4> cos fi — Pya}

( 1.1)
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oraz równania ruchu obrotowego dokoła środka masy samolotu

Ix~  + (/* -  I y ) Q R - l Ą ™  + PQ) = Lc

Iy^j- +  ( / ,  -  h)PR +  Ixz{P2 ~ R2) =  A/c (1-2)

7, ̂  +  (/„  -  Jx)p g  -  / „  -  Q fl) =  iVc

Równania (1.1) i (1.2) należy uzupełnić równaniami związków kinematycz­
nych:

d# R cos <I> + Q sin fi> 
dt cos 0

dO
— Q cos#  — ii sin (1-3)

d$—  = P  +  (Q sin <[> +  R cos <I>)tg0

dt
d$
dt

= u cos 0  cos \P +  w(sin 0  sin <P cos & — cos $  sin i/') +
dt

+ u;(sin 0  cos $  cos l/' + sin <P sin W)

—7  ̂ - u cos 0  sin !? +  u(sin 0  sin $  sin !? -f- cos $  cos il/ ) +  (1.4) 
dt

+  u;(sin 0  cos <P sin & — sin lP cos '/')

dz
—fL = — u sin 0  +  v cos 0  sin CP +  w cos 0  cos <t> 
dt

gdzie:

u — V cos a cos P v = V sin /3 to = V sin a  cos /? (1.5)

Przy czym:
V  -  prędkość lotu,
F  -  ciąg silników,
to -  masa samolotu,
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Ixi ly, h i  Ixz ~ momenty bezwładności samolotu,
Pxa, Pya, Pza ~ s*ły aerodynamiczne działające na samolot, 
g -  przyspieszenie ziemskie,
LC,M C,N C -  składowe wektora momentu na osie układu współ­

rzędnych związanego z samolotem,
P ,Q ,R  -  składowe wektora prędkości kątowej samolotu na

osie układu współrzędnych związanego z samolo­
tem,

a , (3 -  kąty natarcia i ślizgu,
<ps -  kąt zaklinowania silników,
0 ,^ ,1 ?  -  kąty pochylenia, przechylenia i odchylenia samo­

lotu.
Równania. (1.1) 4- (1.5) uzupełniono równaniami dynamiki silnika: 

równaniem obrotów:
■ T/\\ \n T  max "TOii'f — j\ " ■*" "

równaniem ciągu:

nT =  (Ma, r, p)— ^ ----------bT (1.6)
max

T =  To{nT) ( — )° '\ A  +  7JMa +  CMa2) (1.7)

—  równaniem prędkości kątowej obrotów zespołu turbo-sprężarki:

uT =  % n T (1.8)u U

Wartości współczynników r, K [ , A, Ii i C wyznaczone zostały na podstawie 
charakterystyk wysokościowych i prędkościowych silnika [1].

2. Praw a sterow ania na zakresie tłum ienia

System CAY na zakresie tłumienia pozwała na polepszenie charaktery­
styk sterowności i stateczności samolotu w całym zakresie eksploatacyjnym. 
Zakres tłumienia jest podstawowym stanem pracy autopilota (włącza się on 
automatycznie po zakończeniu pracy testera pokładowego). Prawa sterowa­
nia, zidentyfikowane w oparciu o [1] i [2] w poszczególnych kanałach autopilota 
dane są zależnościami:
— w kanale pochylania:

6ji +  SH =  Q ( f l +():2) (2.1)
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—  w kanale przechylania:

0.25 ŚL +  6l =  -(0 .25  P  + 7r)(0.1 + 0.12/,) (2.2)

— w kanale odchylania:

1.25^y +  <V =  (iiy +  riy) ( 7 /“ +  8)/2 +  (O.5/2 +  O.SJ/iP +  (O.5/2 +  0.5)/i (2.3) 

przy czym:

n y =  n.0/3 +  H y P  +  H y l i  +  H y V S v  

ńy =  ńfyl3 +  ńy P +  ńy ll +  6V

Oznaczenia:
iiy -  współczynnik przeciążenia bocznego,
/ i ,  f 2, f 4 -  funkcje zależne od ciśnienia statycznego i dynamicz­

nego [1].
Maksymalne wartości przyrostów wychyleń poszczególnych sterów spowo­

dowane działaniem autopilota pracującego na zakresie tłumienia wynoszą:
-  dla steru wysokości ±3.5°,
-  dla lotek ±5°,
-  dla steru kierunku ±5.75°.

3. Charakterystyki aerodynamiczne samolotu

Siły aerodynamiczne działające na samolot, zgodnie z przyjętymi zało­
żeniami, są zapisane w prędkościowym układzie współrzędnych, natomiast we­
ktor momentu jest zrzutowany na osie układu związanego z samolotem.

Dla sił otrzymuje się związki:

P * a  =  \ p V 2S C x

Pya = \pV2SCy (3.1)

Pza = \py'2sc z

gdzie:
S -  powierzchnia skrzydła, 
p -  gęstość powietrza.
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Dla momentów otrzymano:

L =  i PV 2SlCi

M  = \pV2SbACm (3.2)

N = -ź pV2SlCn

gdzie:
l -  rozpiętość samolotu,
6̂ 4 -  średnia cięciwa aerodynamiczna.

Współczynnik oporu aerodynamicznego Cx jest funkcją kąta natarcia a, 
kąta ślizgu /?, liczby Macha Ma, oraz w ogólnym przypadku prędkości kątowej 
pochylania Q , prędkości zmian kąta natarcia ó  i kąta wychylenia, steru 
wysokości Sjj.

Można zatem przyjąć że:

Cx =  Cx(a , /?, Ma) +  C “ ó  +  (#<2 + (3.3)

Można przyjąć, że fil:
= C% =  Ci'1 «  0 (3.4)

zatem =  Cx(a,/3, Ma).
Zależność ta została określona na podstawie badań modelu samolotu w 

tunelu aerodynamicznym Zakładu Aerodynamiki ITL WAT. W zakresie ściśli­
wym funkcje Cx(a, Ma) otrzymano na podstawie danych literaturowych. Cha­
rakterystyki otrzymane na podstawie badań modelu samolotu zostały przeli­
czone ze względu na liczbę Reynoldsa, [3,4,5]. Przykładowy przebieg przeli­
czonej charaktereystyki (dla (3 = 0 ) przedstawiono na rys.l.

Współczynnik siły bocznej C'y jest funkcją kąta natarcia a , ślizgu /?, 
liczby Macha Ma, prędkości kątowych J\ II. oraz kątów wychylenia sterów 
kierunku 8y i lotek <*>£,:

Cy =  Cy(a,f3, Ma, P, R) + C*v/(Ma)<H' +  C$'Ł(Ma)óL (3.5)

Zależność Cy(a,/3) otrzymano z badań modelu samolotu w tunelu aerodyna­
micznym ITL WAT.

Wartość współczynnika siły nośnej samolotu jest funkcją kąta natarcia a, 
kąta ślizgu /?, liczby Macha Ma, prędkości kątowej pochylania. Q, prędkości 
zmian kąta natarcia da/di, oraz kąta wychylenia steru wysokości bu:

C z =  Cz(a, /3,Mz,Q,a)  + Cs/ / (« ,/* ,Ma,ć„) (3.6)
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-3 0 .0  -1 5 .0  0 .0 15.0 30.0 45 .0  £0.0
<x Cdeęj. 3

Rys. 1. Cx — /(<*) przeliczone dla samolotu

Przebieg funkcji Cz(a,(3) przedstawiono w [I], Przykładowy przebieg tej 
funkcji dla [3 =  O przedstawiono na rysunku 2.

Wartość współczynnika C xji na zakresie małych kątów natarcia wyzna­
czono z zależności:

C zlI( a , (3, Ma) =  C'"//(/?, Ma)a7/ (3.7)

gdzie:
otn =  a  +  ó u  -  s

przy czym:
6u  -  kąt wychylenia płytowego statecznika wysokości,
£ -  kąt odchylenia strug na usterzeniu poziomym:

£ =  5o + (3.8)

Na dużych kątach natarcia przyjęto, że funkcja Csu (a j] )  zmienia się 
podobnie jak funkcja C z{a)  dla samolotu [1],

Pochodną C "  obliczono uwzględniając jedynie wpływ usterzenia. pozio­
mego [1].

Przyjęto, że współczynnik momentu przychylającego C'i jest funkcją kąta 
natarcia a, kąta ślizgu [3, liczby Macha Ma, prędkości kątowych P  i R, 
oraz linową funkcją kątów wychylenia steru kierunku i lotek:

Ci = 0(13, l\ R, Ma) +  C fvSv +  C fLSL (3.9)
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Za L e ż n o ś ć  Cx* f  <« >

Rys. 2. Cz = f(ct) przeliczone dla samolotu

Pochodne występujące w (3.S) są funkcjami liczby Ma. Metodyka ich wyzna­
czania została przedstawiona w [1]. Metodykę wyznaczania Ci(f3) przedsta­
wiono także w [1],

Metodyka określania wpływu prędkości kątowych P i R na współczynnik 
momentu przechylającego podano w dalszej części pracy.

Współczynnik momentu odchylającego Cn jest funkcją kąta natarcia a, 
kąta ślizgu /?, prędkości kątowych P, R, liczby Macha Ma, oraz liniową 
funkcją kątów wychylenia steru wysokości i lotek:

Cn =  Cn(a, (3, P, R, Ma) + C*?6V +  C sa‘-bL (3.10)

Występujące w zależności (3.9) pochodne obliczono wg. algorytmów poda­
nych w [1] na podstawie danych literaturowych. Pochodne te są funkcjami 
liczby Ma. Zależność Cn(a,f3) została określona na. podstawie badań modelu 
samolotu w tunelu aerodynamicznym ITL WAT [1],

Ocenę wpływu prędkości kątowych P  i R na wartość momentu 
odchylającego przedstawiono w dalszej części pracy.

Współczynnik momentu pochylającego można obliczyć z następującej 
zależności:

Cm = Cm(a, [i, Ma) +  C£(M a)Q +  Ć ( M a ) «  +  C sm" ( Ma)ó/, (3.11)

Wartość poszczególnych pochodnych otrzymano na podstawie danych litera­
tury oraz wyników obliczeń numerycznych i badań aerodynamicznych samo­
lotu, zob. [1]. Wartość współczynnika momentu pochylającego C'm(c\) wy­
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znaczono na podstawie badań modelu samolotu w tunelu aerodynamicznym 
ITL WAT.

Wyniki tych badań są przedstawione w [1]. Wyniki badań modelu samo­
lotu w tunelu aerodynamicznym zostały następnie przeliczone dla samolotu ze 
względu na liczbę Re (wg. algorytmów podanych w [3,4,5]). Przebieg cha­
rakterystyki Cm( a ) przedstawiono na rys.3. Wpływ liczby Ma na wartość 
momentu pochylającego określono na podstawie literatury (zob. [I]).

Za t *±r.ość i ot >

<x Ldeg. 3

Rys. 3. C m =  / ( a )  przeliczone dla samolotu

Wpływ prędkości kątowych P, Q i 11 na wielkość momentów L, M , N 
obliczono metodą pasową. Na elementarnym pasku b X dy odległym o y od 
osi obrotu nastąpi przyrost kąta natarcia o wielkość Aa = Pij/V, zwiększą 
się również odpowiednio Cz i Cx i będą się one odnosiły do nowego kierunku 
prędkości [1] (rys.4).

Moment przechylający będzie całką momentów elementarnych pasków:
1
2

L{P) = ~ \p  [  ( — ~r )  l(C2 +  AC'-) cos Aa +  (Cx +  A C X) sin Aa]b(y)y dy 
Z J  v c o s  A a '

_ i

(3.12)
Całkę tą. obliczono numerycznie, zastępując ją sumą:

w  =  - 5 ' ’ S { ( s ^ s ) V .  + a c , ) « a 0( +
(3.13)

+ (Cx +  A C r ;) sin Aa,]6( j/,)?/;A?/1
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Cz +ACz \  T
\ I\ I

\  1
Cx +A C X\ i

\1 --- 
vo c x

a
0

cos A a

Rys. 4. Składowe prędkości i współczynuikówaerodynainieznych na profilu

gdzie Aa,- = Pyi/V oraz
yi -  odległość v’-tcgo paska skrzydła od osi obrotu,
A y -  szerokość tego paska,
6(7/i) -  cięciwa przekroju skrzydła w odległości yi od osi obrotu. 

Moment N (P )  obliczamy podobnie stosując metodę pasową:

i
2

N {P ) =  \p [  ( ----- -—  ) 2[ - (C z +  A C -) sin An + (Cx +  AC’ .) cos A a]b(y)y dy
2 J 'cos A a '

(3 .1 4 )

zastępując całkę sumowaniem, po podziale skrzydła na i elementarnych pa­
sków otrzymamy:

N(p) = ^ n ( ^ ) 2H f t  + ACl,)CoSA ttl +

(3.15)

+  (Cx -I- A CXi) cos Aa,]6( yt )y; A //}

W podobny sposob uwzględnimy wpływ prędkości kątowej 11 na wielkość 
momentów L, N .

Uwzględnimy w tym przypadku, że prędkość kątowa odchylania II powo­
duje w przekroju odległym o y od osi 0 ; przyrost prędkości lly, a wynikający
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stąd moment jest równy:

i
2

L(R) =  \p j  C\(V + liy f i M y )  dy (3.16)
_ 1

2

lub zastępując całkowanie sumowaniem:

L(R) =  \ p Y1\c ^ v  + Rui)2yM yi)^y]  (3.17)
i

Wpływ prędkości kątowej R na wielkość momentu odchylającego skrzydła 
wyznaczymy w analogiczny sposób:

1_
2

Ar( H) = ~\p J CA V +  R y fiM y )  dy (3.18)
_

2

lub zastępując całkowanie sumowaniem:

N ( R) =  ~ \ p Y \ c ^ v  + n yi)2yM yi)źy }  (3.19)
i

Siły i momenty aerodynamiczne działające na samolot wyznaczono nume­
rycznie wykorzystując podprogram SM wykorzystywany do obliczeń pochod­
nych aerodynamicznych [1,4].

4. W p ły w  silników na dynam ikę ruchu sam olotu

Siły pochodzące od napędów stanowią sumy ciągu poszczególnych silni­
ków. Odpowiednie składowe na osie prędkościowego układu współrzędnych 
są sumami składowych ciągu poszczególnych silników na osie tego układu 
współrzędnych.

Moment sił pochodzący od ciągu silników i efektów giroskopowych ma 
postać:

M r  =  J 2 M f  =  5 ]  (r, • T i  +  J T iu>Ti • (4.1)
i i

gdzie:
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r, -  wektor łączący środek masy samolotu z punktem 
przyłożenia ciągu silnika,

Ti -  wektor ciągu silnika,
-  biegunowy moment bezwładności silnika, 

u>Ti -  wektor prędkości kątowej silnika, 
f2 -  wektor prędkości kątowej samolotu.

5. Analiza w ybranych  figur akrobacji lotniczej

Modele fizyczny i matematyczny samolotu zastosowane do numerycznej 
analizy przestrzennego, nieustalonego ruch u samolotu zostały zaprezentowane 
w [1].

Badania figur akrobacji lotniczej przeprowadzono na przykładzie beczki 
sterowanej oraz charakterystycznej figury wykonywanej na zakresie nadkry- 
tycznych kątów natarcia -  ’’ Kobry” .

5.1. Symulacja beczki sterowanej

Do symulacji beczki przyjęto prawo sterowania, które jest dobrym przy­
bliżeniem sposobu sterowania samolotem stosowanego w praktyce przez pilo­
tów. Zmieniając parametry tego prawa można ot rzymać rodzinę torów beczek, 
z której można wyznaczyć tory spełniające określone kryteria.

Przyjęto, że w chwili /0 = 0 samolot wykonuje ustalony lot poziomy z 
prędkością lo- Samolot jest sterowany za pomocą ciągu T, kala. wychylenia 
steru wysokości, steru kierunku i lotek. Wychylenia, steru wysokości zależą od 
kąta pochylenia i kąta przechylenia samolotu:

1. 0  < 15° Sn  =  —1.5° sin(9O0/15) +  bi,równ
2. 0  > 15° S„ = -1 .5 ° + AS„  sin(0.5</>)

Kąt wychylenia lotek zależy od kąta przechylenia samolotu i narasta, od 0 dla 
<P — 0° do wartości maksymalnej osiąganej przy <t> = 15°, potem jest stały 
(do wartości <P = 330°), po czym maleje do zera (dla (I> = 3(i0°).

Kąt wychylenia steru kierunku zależy od kąta przechylenia samolotu i wy­
nosi:

Sv = —A 6V sin <P
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Rys. 5.
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10 — Mechanika w lotnictwie
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lotki “ 20cJey V-2H2m/s

Gi er  k i e  runku I dejy 1

Rys.  7.

R ys. S.
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W czasie trwania manewru ciąg jest stały.
Wyniki obliczeń symulacyjnych beczki sterowanej przedstawiono na 

rys.5 4- rys. 12.
Rysunki 5 4- 7 obrazują wpływ wielkości wychylenia, sterów na wielkość 

maksymalnych i minimalnych wartości wybranych paramertrów lotu, oraz 
przedstawiają obszary dopuszczalnych sterowań, przy których wykonywana 
jest beczka sterowana (rys.5a). Obszar poniżej krzywej na rys..5a przedstawia 
takie kombinacje wychyleń sterów wysokości i kierunku, przy których wykona­
nie beczki sterowanej jest niemożliwe. Kombinacje wychyleń sterów kierunku 
i lotek leżące na krzywej z rys.5a umożliwiają wykonanie beczki sterowanej. 
Samolot wykona także beczkę, gdy wychylenia sterów będą leżały powyżej tej 
krzywej. Obszar sterowań, dla których samolot nie wykona beczki nazwiemy 
obszarem C. Obszar sterowań dających poprawną figurę (leżących na krzy­
wej) nazwany został obszarem .1. Obszar leżący nad krzywą, nazwany został 
obszarem B. Sterowania z obszaru I! także umożliwiają wykonanie beczki.

Rys.51) przedstawia maksymalne i minimalne wartości kąta ślizgu osiągane 
w beczce sterowanej w zależności od kąta wychylenia steru kierunku. Rys.5c 
przedstawia zależność minimalnej i maksymalnej wartości kąta. natarcia od 
kąta. wychylenia steru kierunku, natomiast rys.(ja. obrazuje zależność zmian 
kąta pochylenia samolotu w od kata. wychylenia steru kierunku. Widać, że 
kąt ślizgu zmienia się w przedziale 50° 4- -10 °, kąt natarcia zmienia się w 
przedziale 2.5° 4— 45°, zaś kąt pochylenia samolotu zmienia, się w granicach 
2° 4- 47°.

Następne rysunki pokazują przy jakiej wartości kąta przechylenia, w 
zależności od kąta. wychylenia steru kierunku osiągną maksymalne i minimalne 
wartości: -  kąt ślizgu (rys.Gb), kąt natarcia (rys.Gc), kąt pochylenia (rys.7). 
Rysunki 8 4- 10 przedstawiają zmiany kąta natarcia, ślizgu, pochylenia, samo­
lotu w zależności od kąta przechylenia dla beczek z obszaru sterowań .1, B i 
C. Widać, że najmniejsze zmiany parametrów w czasie wykonywania beczki 
występują dla sterowań z obszaru A (leżących na linii -  rys.5a). Rys.l 1 obra­
zuje zmiany prędkości w zależności od kata przechylenia, natomiast rys. 12 
przedstawia zależność ’’ zejścia z kursu” w czasie wykonywania, beczki sterowa­
nej. Dla sterowali B samolot w czasie wykonywania beczki praktycznie nie 
schodzi z kursu.
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Rys. 9.

Rys. 10.
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Rys. 11.

Rys. 12.
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Rysunki 13 -f- 19 przedstawiają przykładowo przebieg pnunctrów lotu w 
czasie dla. figury ” Kobra” .

Rys.13 pokazuje jak musi zmieniać sic; ciąg samolotu, zaś rys. 11 obra­
zuje wymagany w czasie trwania figury przebieg zmian kąta wychylenia steru 
wysokości. Pozostałe stery muszą być tak wychylane by równoważone były 
momenty odchylający i przechylający. Rys.15 przedstawia zmianę kąta na­
tarcia w trakcie manewru. W symulowanej ” Kobrze” maksymalna warto­
ść tego kąta osiąga 80°. Badana ” Kobra” wykonana była przy niewiel­
kich współczynnikach przeciążenia (n. < 2) -  rys. 16. Rys. 17 przedstawia 
zmiany kąta pochylenia samolotu w funkcji czasu, rys. 18 pokazuje jak w funk­
cji czasu zmienia się prędkość kątowa pochylania samolotu, zaś rys. 19 przed­
stawia zmiany prędkości lotu. W krytycznym momencie figury prędkość spada 
poniżej 40 m/s.

5.2. Symulacja ’’ Kobry”

Rys. 13.
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Rys. IG.

Rys. 17.
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Rys. 18.

Rys. 19.
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Z przeprowadzonych obliczeń wynika również, że na przykład, gdy prędkość 
początkowa manewru ’’ Kobra” jest równa I' = 180 m/s, to maksymalny ką 
pochylenia samolotu O «  122°, przeciążenie n3max = 4.G, a maksymalny kąt 
natarcia wynosi a = 82°.
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Analysis of Spatial Motion Dynamics of a S trakt; Wing Aircraft

Summary

Dynamics of spatial controlled motion of an .aircraft with strake wings is conside­
red for a broad range of angles of attack.

The nonlinear equat ions of spat ial mot ion are applied, where the force equations 
are introduced in wind axes, while t he moment equations -  in body axes.

Aerodynamic characteristics o( the aircraft are established making use of the 
results of wind tunnel investigations and theoretical calculations.

Results of numerical modelling of the dynamics of two acrobatic manoeuvres are 
presented; that is, the controlled (slow) roll and cobra manoeuvres at high angles of 
attack are investigated.
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A N A L IZA  D R G A Ń  PO D W Ó JN EG O  W IR N IK A  LOTNICZEGO  
SILNIKA TU R BIN O W E G O

Z b i g n i e w  D ż y g a d l o

Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa

J a c e k  W a r c i i u l s k i

Instytut Techniczny Wojsk Lotniczych, Warszawa

Rozpatrzono drgania gięt.ne podwójnego wirnika lotniczego silnika tur­
binowego stosując metodę elementów skończonych.
Model dyskretny układu opracowano przy założeniu,że wentylator, sprę­
żarka i turbiny są sztywnymi zespołami, natomiast wały obu wirników 
są odksztalcalnymi konstrukcjami.
Przeprowadzono analizę numeryczną wpływu parametrów zespołu dwu- 
wirnikowego na drgania własne, prędkości krytyczne i drgania wymu­
szone układu.

1. Wstęp

Analizę drgań giętnych podwójnego wirnika lotniczego silnika turbinowego 
z zastosowaniem techniki elementów skończonych [6] przedstawiono w pra­
cach [3] i [4], w których rozpatrywano model silnika składający się z dwu 
wirników oraz korpusu, które są ciałami osiowo-symetrycznymi o konstrukcji 
powłokowo-tarczowej. Przemieszczenia obu wirników były sprzężone przez od- 
kształcalne podpory połączone z korpusem. Szływnościowy model zdyskrety- 
zowanego układu zbudowano za pomocą pierścieniowych elementów w postaci 
powłok stożkowych o zmiennej grubości. Dyskretny model masowy składał 
się ze skupionych mas oraz masowych momentów bezwładności średnicowych 
i osiowych poszczególnych elementów. Równania ruchu wyznaczono metodą 
sił [2].

W analizie przedstawionej w niniejszej pracy oparto się na układzie kon­
strukcyjnym silnika D-30KU [5].

W modelu fizycznym (rys.l) wirnik niskiego ciśnienia, składa się z trój­
stopniowego wentylatora połączonego walem z czterostopniową turbiną tego
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wirnika. Wirnik wysokiego ciśnienia zawiera jedenastostopniową sprężarkę 
połączoną walem z dwustopniową turbiną. Oba wirniki są u łożyskowane w 
korpusie silnika na sześciu podporach oraz sprzęgnięte między sobą przez jedną 
podporę-łożysko. Poszczególne odcinki walów są łączone za pomocą połączeń 
wielowypustowych.

Rys. 1. Model fizyczny zespołu dwuwirnikowego

W modelu dyskretnym (rys.2) założono, że wentylator, sprężarka i turbiny 
są sztywnymi zespołami, natomiast wały obu wirników są konstrukcjami od- 
ksztalcalnymi, które będą aproksymowa.no za pomocą odksztalcalnych elemen­
tów skończonych, wykorzystując model belki typu Timoshenki [1]. Zakłada 
się, że wszystkie podpory obu wirników są odksztalcalne i mają właściwości 
sprężysto-tłumiące. Połączenia wielowypustowe modelowane są w postaci 
przegubów, także o zmiennej sztywności.

Rys. 2. Model dyskretny zespołu dwuwirnikowego

Drgania podwójnego wirnika rozpatrzono w nieruchomym układzie współ­
rzędnych. Wyznaczono równania równowagi dynamicznej odksztalcalnych
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oraz sztywnych elementów skończonych a następnie złożono je w równania 
całej struktury wirników.

Przeprowadzono szereg obliczeń umożliwiających analizę wpływu konfigu­
racji zespołu dwuwirnikowego oraz podatności podpór na charakter jego drgań 
autonomicznych i wymuszonych (por. [5]).

2. Założenia przyjęte do budowy modelu. Zależności wyjściowe

Założenia przyjęte do budowy modelu [5]:

• wirniki składają się ze skończonych liczb elementów o krawędziach pro­
stopadłych do osi sztywności,

• wirniki są ciałami osiowosymetrycznymi o osi symetrii ()x,

• rozpatrywane są małe drgania, opisane liniowymi równaniami ruchu,

• przyjęto liniową zależność charakterystyki materiału wirników (napręże- 
nie-odkształccnie: a =  / ( f ) ) ,

• sprzężenie obu wirników zachodzi przez odksztalcalne podpory, w któ­
rych może występować także tłumienie,

• sprężystość i tłumienie wszystkich podpór ma charakter liniowy.

Przyjęto następujące związki między odkształceniami a silami wewnętrz­
nymi dla belki Timoshenki:

(2.1)

Q  y — Q, =  kGAlz

oraz związek określający wielkość kąta ugięcia:

(2.2)

gdzie:
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Uy,Uz -  przemieszczenia osi przekroju elementu,
M y,M z -  momenty zginające w przekroju elementu,
Qyi Qz ~ siły tnące w przekroju elementu,
<Py,<Pz -  kąty obrotu przekroju poprzecznego odkształconego ele­

mentu,
ly i lz  -  kąty odkształcenia postaciowego,
E ,G  -  moduły sprężystości podłużnej oraz postaciowej (po­

przecznej),
J -  moment bezwładności przekroju elementu względem śre­

dnicy,
/I -  pole przekroju poprzecznego elementu,
k -  współczynnik uwzględniający nierównomierność rozkła­

du naprężeń stycznych w przekroju poprzecznym (współ­
czynnik ścinania).

Założono, w ogólnym przypadku, zmianę sztywności na zginanie i ścinanie 
wzdłuż osi elementu, tzn.:

EJ =  EJ(x) kC! A = kCA[x)

Energia odkształcenia sprężystego elementu wyraża, się wzorem:

''• », =  5 /  E j { ^ f ) 2 , / x + i  J  W A i } *
X  J  _  1 X J  _  j

Siły bezwładności elementu o jednostkowej długości określają zależności:

yj» = - ” ‘ i s r  (2-5)

Momenty sil bezwładności My i M z działających na wirnik określają 
zależności:

— momenty bezwładności obrotu przekrojów:

(2,1)
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— momenty giroskopowe:

(2-7)

Zewnętrzne obciążenie poprzeczne wynikające z niowyważenia wirnika okreś­
lają zależności:

f y =  mett2 cos Ql / ,  =  m cii1 sin Ql (2.8)

Równania równowagi dynamicznej elementu otrzymuje się korzystając z za­
sady prac wirtualnych, zgodnie z którą praca, sil wewnętrznych na prze­
mieszczeniach wirtualnych równa jest pracy sil zewnętrznych, masowych i 
krawędziowych na tych przemieszczeniach, tzn:

6V.j =  6WJj +  b\Vmj +  b\Vki (2.9)

gdzie:
bVsj -  praca, sil wewnętrznych równa, wariacji ener­

gii sprężystej odkształcenia elementu,
SW/j, SWmj, bWkj -  odpowiednio: praca sil zewnęt rznych, maso­

wych i krawędziowych na przemieszczeniach 
wirtualnych.

3. Macierze odksztalcalnego elementu skończonego wirnika

3.1. Funkcjo przemieszczenia odksztalcalnego elementu

Jako współrzędne uogólnione przyjęto ugięcia, oraz kąty obrotu przekrojów 
poprzecznych i odkształcenia, postaciowego.

Przemieszczenia w płaszczyźnie O.r/y założono w postaci:

U y j  =  U y j ( x i l )  —  u y j ( x ) U y j ( l )

1Pyj = lryj {x i )̂ ~ iPyj(x )Uyj(t) (3-1)
l y j  — 7  yj ( x  i ^) =  ~l y j ( x ) ^  yj( t - )

Wektor uogólnionych przemieszczeń krawędzi elementu wprowadza się w po­
staci:

Uyji 0  =  [‘tiyj-li'Pyj-l'li/j-iii'-yji'ryjilyj] (3-2)
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gdzie L0d -  długość odnicsicniowa oraz:

uy:i-1
Lod " U J  ~ Loduyj—1 — j uyJ ~

Funkcje zmiennej x przyjęto w formie wielomianów i przemieszczenia w 
płaszczyźnie 0xy  przedstawiono w postaci:

<pyj(x) =  b (0  (3.3) 
7 y j ( x )  =  C(0

gdzie £ =  (x -  Xj_i)/lj oraz a(£), b(£) i c(£) są macierzami wierszowymi 
określającymi postać przemieszczeń osi elementu [5].

Stąd przemieszczenia w płaszczyźnie i)xy otrzymuje sic; w postaci:

Uyj ( x , t ) = Loda(()Uyj(t)

<pyj(x ,t )  = b(OUyj(t) (3.4) 
7yi(*) =  c ( f )^ » j( /)

Analogiczną postać mają przemieszczenia w płaszczyźnie O./:;.
Korzystając z zasady prac wirtualnych wyznaczono dla elementu od- 

kształcałnego [5]:
— macierz sztywności elementu:

Kj =  +  kJ2)

Kj1' = j-e J  Ą t l j  +  ± b ( t )  <lt (3.5)
J o 

i
K}2) =  IjClJ kAtflj +  x j_ i )[c(^)]Tc (0  di

O

macierz mas:
i

j  = IjLld J mtflj +  x j_! )[a(£)]Ta(£) df (3.6)
i

.  r  9my J wu.
0

macierz bezwładności obrotu elementu:
i

Ili = h J h ( Vj  +  a>,)[b(^)]Tb(0 r/C (3.7)
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— macierz momentów giroskopowych:

i
loi = h J m h  +  * j _ i ) [ b ( f ) ] T b ( f )  d£ (3.8)

o

— wektor uogólnionych sil krawędziowych:

Ryj  [ Qyj-\Lod, M y j - i , 0 , Q y j L od, ^Iyj 1 0] 

R?j = [—Qzj-\Lod,Mzj-\ ,0 ,Q :jL od ,—M zj,0 ]r

—  wektor obciążeń poprzecznych:

(3.9)

i.

= IjLodft2 I  mtflj + Xj.i  )c[ęij + .x-j-i)[a(0]T </£ (3.10)

3.2. Równania równowagi dynamicznej odksztalcalnego elementu skoń­
czonego

Równania równowagi dynamicznej otrzymano porównując pracę sil wew­
nętrznych na przemieszczeniach wirtualnych z pracą sil zewnętrznych, maso­
wych i krawędziowych na tych przemieszczeniach. Otrzymano:

KjUyj + (mj + lij ) U yj  + Q\ojU: j  = Ryj  + F cos (it.
(3.11)

Kj U zj  +  (nrij -j- l\j)Uzj — J?IujUyj  =  R zj  +  .F i j s i i i  Qt

4. Macierze sztywnego elementu skończonego wirnika

4.1. Założenia i warunki sprzęgające

Zależności między kątami obrotu przekrojów i odkształcenia postaciowego 
przedstawiają związki:

V?!/ (2' )  =  W - l  =  f y i  7y ( ' ! : ) =  l y i - l  =  l y i  ~  0

< P z(x )  =  =  tpz i ~ iz (x )  =  7 , , _ 1  =  7  zi =  o

( 4 .1 )

11 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 3. Model sztywnego elementu skończonego

Stąd związki między przemieszczeniami krawędzi elementu mają postać:

Uyi—l -- Uyi 'Pydi

Uzi— 1 — ZL pzil'i

(4.2)

Powyższe zależności stanowią kinematyczne warunki sprzęgające element 
sztywny z odksztalcalnymi.

Korzystając z zasady prac wirtualnych, dla sztywnego elementu skończo­
nego wyznaczono [5]:

— macierz masy:
— [3ts-(] Msz t̂tzi fJod

— macierz bezwładności obrotu przekroju:

IU z i  =  [ K z i ] T  f u z b s z i

—  macierz momentów giroskopowycli:

Iosji = lusz^szi

— wektor obciążenia poprzecznego:

F azi = Lod[aSzi\T mszeszn 2

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

gdzie as2,-, bssj, m az, I\s : , I0az, eaz -  macierze przemieszczeń oraz parametry 
sztywnego elementu skończonego [5].



4.2. Równania równowagi dynamicznej

Równania równowagi dynamicznej sztywnego elementu skończonego mają 
postać:

(MSJ) -f I)szi)Uyi +  J?lusziijzi = F szi cos Q t  + Ryi
(4.7)

(MSJi -j- llszi)Uzi ~ ^losziUyi — F szi siIX iii -|- R z't
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5. Warunki brzegowe

5.1. Podpory kadłubowe

Zespól dwuwirnikowy podparty jest na sprężysto-tłumiących podporach. 
Przyjęto, iż charakterystyki sprężystości i tłumienia podpór są liniowe. Współ­
czynniki sztywności podpór oznacza się przez /c, współczynniki tłumienia 
przez r.

j - 1 j

Stosując zasadę prac wirualnych, dla sprężysto-tłumiącej podpory określa 
się [5]:

— macierze sztywności podpory:

Kyj =  « i/[a (0 ]Ta (0

Kzi = kz[ a (0 ]Ta (0
(5.1)
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macierze tłumienia podporowego:

T yj = [̂a(0]Ta(0 

lT .
(5.2)

rzj  =  ^ [ a ( 0 ]  a ( 0

5.2. Warunki sprzęgajace równania równowagi dynamicznej wału wirnika 
niskiego ciśnienia z równaniami równowagi dynamicznej wału wirnika 
wysokiego ciśnienia

Wykorzystując zasadą prac wirtualnych, wariacja energii sprężystej od­
kształcenia i praca sil tłumienia na przemieszczeniach wirtualnych podpory 
sprzęgającej ruch obu wirników w punkcie odpowiadającym /-tej krawędzi 
jednego z nich i j-te j krawędzi drugiego, przykładowo w kierunku osi 0y ma 
postać [5]:

cr/ww  _  / A ł ł« ,« l\T ww ww

[5.3)
b\V,r y i I/IJ > ytj y ‘ j

Przemieszczenie rozpatrywanej podpory jest zależne od przemieszczeń krawę­
dzi obu wirników, tj.:

uw.w — i, _  u (5 4)
U‘J " uj

gdzie ityi, Uyj przemieszczenia /-tej i j-tej krawędzi wirników w miejscu 
podpory między wałowej.

Stąd otrzymuje się wyrażenia określające wariację energii sprężystej od­
kształcenia i pracę sił tłumienia na przemieszczeniach wirtualnych podpory 
międzywalowej w postaci:

gU,ww =  _ i suui,su

..ww  _..ww
yij yij

— Kyu y*j

yi

Lyj
(5.5)

yj — T
yuw w

— T,tu wyij
—w w
yij *yj

5.3. Macierz i>rzegubu wirnika

Przyjmuje siej model przegubu w postaci element u o długości lp = 0, masie 
mp =  0 i sztywności EJP = 0.
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i-2  i-1

(
0

! p = 0

i+1

m p~ 0

EJP=0

Rys. 5. Model przegubu

Stąd macierz przegubu będzie macierzą zerowa, powodującą rozprzęgnięcie 
układu w globalnym układzie współrzędnych, co odpowiada istnieniu w miejscu 
przegubu dwóch belek o swobodnych końcach.

Warunkiem sprzęgającym te dwie belki jest równość przemieszczeń na 
brzegach przegubu, tzn.:

UPUyi— 1 — 'Myj — U 

Uzi—l ^zi —  ̂zp

(5 .6 )

Warunki te są uwzględniane w globalnym układzie współrzędnych. W tym celu 
wprowadza się wektor przemieszczeń Up, spełniający następujące warunki:

u; = t  „uP (5 .7 )

lub:

« * - 1 0 1

V»i_i 1

7 t- i 1

U1 1

<Pi
7 1

i

f i -1
7 i - i

u i

1f i
l i

(5 .8 )

Jeżeli Zp oznacza macierz całego wirnika, bez przegubów to uwzględnienie 
przegubów powoduje jej przekształcenie wg zależności:

Zpp = [Jp]TZpTp (5 .9 )
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5.4. Przegub sprężysty

W dalszych rozważaniach wprowadza sit; warunki na kąty zginania. W 
tym modelu przyjmuje się, że obie belki przegubu połączone są sprężyną o 
sztywności ksp.

Oprócz warunku sprzęgającego obie belki (równości przemieszczeń linio­
wych na brzegach przegubu) uwzględnia się zmianę przemieszczeń kątowych.

Przemieszczenie kątowe przegubu jest zależne od przemieszczeń kątowych 
obu krawędzi ” belek ” przegubu, tzn:

v „  =  w  ( 5  10 )  

<Psp =  P s i  -  'Psi- 1

Uwzględniając istnienie połączenia sprężystego w przegubie ot rzymuje się ma­
cierz przegubu sprężystego:

gdzie K'fp jest macierzą zawierającą związki między momentami gnącymi obu 
’’ belek” przegubu na skutek istnienia w nim połączenia sprężystego.

6. Autonomiczne drgania giętne zespołu dwuwirnikowego

6.1. Sformułowanie problemu. Równania równowagi dynamicznej ele­
mentów odkształcalnycli i sztywnych wirników

! p = 0

i-2 i-1 i+1

Rys. 6. Model przegubu sprężystego

(5.11)

W p row adzon o wektory uogólnionych przemieszczeń i sil krawędziowych w
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następującej zespolonej postaci:

U e ( / )  =  U y j l )  +  j  U Ze( l )
(6 .1 )

Re(t) = Ry'(l) + jR:Ai)

Pomijając tłumienie zewnętrzne, równanie obracającego się elementu otrzy­
muje się w postaci:

Keue +  ( M e  +  lu )Ue - ii2\0'Ue = Re  (6.2)

Rozwiązanie równania zakłada się w następującej postaci harmonicznie zmien­
nej:

Ue(t) = Uo^UJt Re(t) =  R o ^ ł (6.3)

Stąd otrzymuje się układ równań algebraicznych o postaci:

[Kc — u/2Me -  w2( l  -  2 ^ ) l| c] f/oe =  Roe (6.4)

lub w uproszczonej formie zapisu:

Ze(f?,uj)Uut; =  RQk (6.5)

Dla celów dalszych rozważań równanie przekształcono do następującej postaci 
bezwymiarowej:

Że(J?,u))t/oe = Ro,. (6.6)

Bezwymiarowe częstości drgań i prędkości obrotowe mają postać:

fi = f2p u> = U!])
(6.7)

L ld  /  " ‘ odp = I
7T'2 V EJod 

gdzie:
EJod, od -  odniesieniowe wartości sztywności giętnej i masy jed­

nostkowej,
L0d -  długość odniesieniowa.

Analogicznie, dla sztywnego elementu skończonego otrzymuje się algebra­
iczne równanie równowagi dynamicznej elementu w postaci:

’Z-szc (& ,^ )U o ',  = Ru„ (6.8)
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6.2. Drgania wirników z odksztalealnymi i sztywnymi elementami skoń­
czonymi

Równanie równowagi dynamicznej wirnika otrzymuje sie składając macie­
rze elementu w macierz struktury, co w ogólnym przypadku można zapisać:

(6.9)Z(Q,u)Uo = £ Ż c(/?,;j)tfoe

Równania drgań własnych wirnika z uwzględnieniem warunków sprzęgających 
elementy sztywne z odksztalealnymi mają następującą (bezwymiarową) po­
stać:

l as{f2,Q)Uu =  0 (6.10)
Dla i-tego sztywnego elementu warunki sprzęgające w bezwymiarowej postaci 
określone są przez zależności:

^ O s z - l  —  < p O s : i  

l O s z i - l  — "iOszi — 0

UQszi — 1 — ^0 szi (ptoszi

( 6 . 11)

Lod

Wprowadzenie powyższych sprzężeń w globalnym układzie współrzędnych 
pociąga, za sobą modyfikację wektora przemieszczeń U o wg następujących 
zależności:

U o = T U'0

lub:
. . .  ■ ' 1

Ui-l 0 1 - Ł
1 0 1 ‘r'i-l

i i - i 0 I i - l
U i 1 K

1 V>i
7 i 0 .7

li
1

(6.13)

Po przekształceniach otrzymuje się równanie równowagi z nowymi współ­
rzędnymi w postaci:

u)V'0 =  0 (6.14)

gdzie U'q -  wektor przemieszczeń uwzględniający wprowadzone sprzężenia 
oraz:

21s(/2 ,w) =  T t Ż „ ( / ? , w )T (6.15)
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7. Drgania wymuszone

7.1. Sformułowanie problemu

Wymuszenie zespołu stanowią odśrodkowe siły bezwładności. Powstawanie 
tych sił jest skutkiem nic pokrywania się środków masy przekrojów elementów 
z ich osiami wirowania. Siły te stanowią zewnętrzne wymuszenie okresowe, o 
częstości równej prędkości obrotowej wirnika.

Równanie drgań wymuszonych elementu przy uwzględnieniu warunków 
brzegowych (5.1) i (5.2) ma postać [5]:

K*Ue - W \ UeUc +  (Me + Ilc)Ue +  T< ue = Rc +  F U (7.1)

gdzie:
KeK =  Ke +

Rozwiązanie równania zakłada się w następującej postaci harmonicznie zmien­
nej:

Ue(t) = UQeó at Rt(t) = Ro'0]Ql (7.2)

Wstawiając wyżej wymienione zależności oraz uwzględniając, że lo = 21 x 
otrzymuje się równanie w postaci:

K* -  Q ( Me -  lle) +  j n r e\Uoe = R0e + F le (7.3)

lub w uproszczonej formie zapisu:

Zc{Q)U0e = R^ + F u (7.4)

i w postaci bezwymiarowej:

Ze(H)U0e = Roc +  F u (7.5)

7.2. Drgania wymuszone wirników z odksztalcalnymi i sztywnymi ele­
mentami skończonymi

Składając macierze elementów w macierz struktury otrzymuje się równanie 
drgań wymuszonych niejednorodnych wirników z uwzględnieniem sztywnych 
elementów skończonych w postaci [5]:

= F's:(U) (7.6)
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Rozwiązując układ równań otrzymuje sic wektor uogólnionych przemieszczeń 
krawędzi elementu w postaci:

= ReŁAÓ+jln.tfó (7.7)

skąd można obliczyć następujące zależności:

«,-(<) = A & W + W

w (<) = tifiint+of) 7̂<8j 

7,(<) = / ,l-ei(flł+fl?)

gdzie:
Ai,^ l, r i -  amplitudy współrzędnych uogólnionych,
Of, Of,O'- -  kąty przesunięcia fazowego tych współrzędnych.

8. Omówienie wyników obliczeń

Pierwszy zbiór wykresów obrazuje wyniki obliczeń numerycznych zespołu 
dwuwirnikowego ze sztywno połączonymi walami (bez przegubów).

Przebiegi (rys.7 i rys.8) obrazują zmianę częstości drgań własnych i pręd­
kości krytycznych precesji współbieżnej w funkcji sztywności podpór kadłubo­
wych zespołu (zmienianych wszystkich w jednakowym stopniu). Największy 
zakres zmian częstości własnych zachodzi w przedziale sztywności podpór od 
107 do 109 N/m  -  w przypadku prędkości krytycznych precesji współbież­
nej jest szerszy - do 1011 N/m. Wyższymi wartościami częstości i prędkości 
krytycznych charakteryzuje się sztywniejszy wirnik wysokiego ciśnienia.

Krzywe na rys.9 i rys.10 obrazują postacie drgań zespołu dwuwirniko­
wego drgającego z pierwszą prędkością krytyczną precesji współbieżnej. W y­
kres na rys.9 przedstawia drgania zespołu na podatnych podporach, wykres 
na rys.10 -  na podporach sztywnych. Zespół dwuwirnikowy podparty na 
podatnych podporach w czasie drgań z pierwszą prędkością krytyczną precesji 
współbieżnej wykonuje drgania jak ciało sztywne, bez odkształceń sprężystych 
wirników. Zwiększenie sztywności podpór powoduje zmniejszenie amplitud 
przemieszczeń węzłów podporowych i powstawanie odkształceń sprężystych 
wirników. W tym przypadku z maksymalnymi amplitudami przemieszczeń 
drgają turbiny wirników.
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Rys. 9. Postacie drgań zespołu dwu w i mikowego
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Analizie poddano także wpływ sztywności poszczególnych podpór wirni­
ków na zmianę częstości drgań własnych i prędkości krytycznych obu wirników 
zespołu (rys.11 i rys. 12). Największy wpływ na zmianę częstości własnych i 
prędkości krytycznych mają podpory turbin obu wirników. Częstości własne
i prędkości krytyczne ulegają zmianie w najszerszym przedziale zmian sztyw­
ności ty cli właśnie podpór.

Wykres na rys. 13 obrazuje zmianę częstości własnych i prędkości krytycz­
nych zespołu dwuwirnikowego w funkcji sztywności podpory między wałowej. 
Wykres ten wykonano dla sztywnych podpór kadłubowych. W głównym stop­
niu zmiana sztywności podpory między wałowej wpływa na drgania wirnika 
niskiego ciśnienia. Wynika to z faktu, że:

-  wirnik wysokiego ciśnienia jest sztywniejszy niż wirnik niskiego ciśnienia,

— wirnik wysokiego ciśnienia jest w obszarze podpory międzywalowej pod­
party na dwóch podporach kadłubowych, usztywniających go i ograni­
czających jego amplitudy przemieszczeń.

Wykresy na rys.14 i rys.15 obrazują postacie drgań zespołu z przegu­
bem w węźle łączącym zespoły wentylatora i turbiny wirnika, niskiego ciśnie­
nia ze względu na specyficzne właściwości tego połączenia, odróżniającego 
je od innych przegubów. W przypadku drgań zespołu na podatnych pod­
porach (rys.14) oba wirniki drgają z pierwszą prędkością krytyczną precesji 
współbieżnej jak ciało sztywne -  bez odkształceń sprężystych, z załamaniem 
linii ugięcia wirnika w węźle przegubowym. Wzrost; sztywności podpór (rys.15) 
powoduje ograniczenie przemieszczeń węzłów podporowych i odkształcenia 
sprężyste wirników. W tym przypadku zwracają uwagę stosunkowo duże prze­
mieszczenia węzła, przegubowego.

Wzrost sztywności węzła przegubowego według zaprezentowanego mo­
delu sztywności przegubu nie powoduje istotnych zmian częstości własnych
i prędkości krytycznych (rys.16). Powoduje1 jednak ograniczenie amplitudy 
ugięcia w węźle przegubowym i zmianę kształtu linii ugięcia, całego wirnika 
(rys. 17).

Obliczenia drgań wymuszonych zespołu dwuwirnikowego pozwalają na 
określenie amplitud ugięć elementów zespołu dwuwirnikowego w funkcji 
prędkości obrotowej. Na rys.18 i rys.19 przedstawiono przebieg tej charakte­
rystyki dla węzła przegubowego łączącego zespól wentylatora i turbiny wirnika 
niskiego ciśnienia. Wykres na rys.19 stanowi powiększenie fragmentu z rys.18 
w celu bardziej czytelnego przedstawienia wpływu zwiększenia tłumienia pod­
pór zespołu na obniżenie względnej amplitudy (.1 = A/cmax) drgań tego 
węzła w rezonansie.
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Sztywność podpory, N/m

Rys. 13. Podpora międzywalowa

x

Rys. 14. Postacie drgań zespołu dwuwimikowego z przegubem

x

Rys. 15. Postacie drgań zespołu dwuwi mikowego z przegubem
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Rys. 17. Postacie drgań zespołu dwuwirnikowego z przegubem sprężystym
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Rys. 18. Drgania wymuszone zespołu dwuwirnikowego z przegubem
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Rys. 19. Drgania wymuszone zespołu dwu wirnikowego z przegubem
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Rys. 21. Drgania wymuszone zespołu dwuwirnikowego
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Na rys.20 i rys.21 przedstawiono zmiany maksymalnych względnych am­
plitud przemieszczeń wspomnianego węzła. WNC, w którym modelowany był 
przegub (węzeł 17) oraz turbiny WW C (węzeł 26) w rezonansie w funkcji 
sztywności podpór kadłubowych przy różnych współczynnikach ich tłumienia. 
Uzyskanie określonych wartości amplitud przemieszczeń możliwe jest drogą 
odpowiedniego doboru współczynników sztywności i tłumienia podpór. W 
ogólnym przypadku: w celu zachowania założonej wartości amplitudy drgań -  
zwiększenie sztywności podpór wymaga również zwiększenia ich tłumienia.
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Analysis of Vibrations of a Dirotor System of an Aircraft Turbine Engine

Summary

Bending vibrations of a birotor system of an aircraft turbine engine are considered 
making use of the finite element method.

A discrete model of the system is determined on the assumption that, the fan, 
the compressor and (lie turbines are rigid bodies, while the shafts of both rotors are 
deformable structures.

12 — Mechanika w lotnictwie
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All the supports od the birotor system are deformable units and they manifest 
elastic and damping properties. Splined couplings of the shafts elements are treated 
as articulated joints.

The equations of dynamic equilibrium of rigid and deformable finite elements are 
determined and then the equations of the whole structure are established.

Results of numerical analysis are presented, which show the effect of the parame­
ters of the birotor system on natural vibrations, critical speeds and forced vibrations 
of the system.
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Dla przyjętej hipotetycznej rakiety przeciwlotniczej (rakiety plot.) śre­
dniego zasięgu i hipotezy ruchu celu powietrznego, opracowano model 
m atem atyczny procesu naprowadzania rakiety m etodą trzech punktów 
oraz m etoda połowicznego prostowania toru.

1. Wprowadzenie

Skomplikowane i kosztowne w eksploatacji urządzenia techniczne powodują 
konieczność stosowania różnego rodzaju symulatorów i imitatorów.

Technika uzbrojenia wymaga ponadto odpowiedniego przygotowania ob­
sług oraz sprzętu do użycia (sprawdzenia techniczne, dane do startu rakiet, 
dane do strzelania pociskami klasycznymi, programy torów lotu obiektów lata­
jących, szkolenie załóg, itp.).

Niezbędnym składnikiem praktycznej realizacji większości tego typu zadań 
jest poprawnie wykonany proces modelowania występujących w nich zjawisk 
fizycznych. Do znacznego wzrostu roli modelowania podczas rozwiązywania 
problemów technicznych, szkoleniowych i innych, przyczyniła się również stale 
rozszerzająca się dostępność nowoczesnych i efektywnych urządzeń elektro­
nicznej techniki obliczeniowej.

Proces modelowania odgrywa także podstawową rolę w symulacji i badaniu 
dynamiki lotu obiektów. Podstawowe elementy symulatorów złożonych pro­
cesów lotu, walki powietrznej, procesów naprowadzania oraz przygotowania 
danych do strzelania (startu, zrzutu) stanowią algorytmy obliczeniowe oparte
o odpowiednie modele matematyczne.
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W niniejszym opracowaniu oznaczenia wielkości fizycznych przyjęto zgo­
dnie z Polską Normą PN-83 [9].

2. Przyjęty schemat naprowadzania rakiety oraz hipoteza ruchu
celu

Przy rozpatrywaniu zagadnień związanych z określaniem stref startu ra­
kiet przeciwlotniczych przyjmowana jest hipoteza prostoliniowego lotu celu 
na określonej wysokości ze stalą prędkością. Założenie to w wielu przypad­
kach jest niewystarczające, szczególnie w przypadkach analizy wpływu ma­
newrów celu na dynamikę rakiet przeciwlotniczych w procesie naprowadzania. 
Manewr celu określony przez zmianę prędkości (zarówno co do modułu jak i 
kierunku) wpływa w decydujący sposób na wymagania jakim muszą sprostać 
właściwości dynamiczne rakiety w procesie naprowadzania. Z tego względu 
należy uwzględniać możliwości manewrowe celu wynikające z jego maksymal­
nych dopuszczalnych przeciążeń [2,3,5].

Rys. 1. Przyjęty schemat naprowadzania rakiety na cel manewrujący
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Przyjęty schemat procesu naprowadzania rakiety przeciwlotniczej na cel 
manewrujący przedstawiono na rys.l i rys.2. Zgodnie ze schematem przedsta­
wionym na rys.2 położenie wektora prędkości celu Vc w nieruchomym ziem­
skim układzie współrzędnych Oox g y,jZg opisują kąty -)c i \c, a. położenie linii 
obserwacji celu -  kąty ec oraz /3C. Odpowiednio do tego przyjęto następujący 
model matematyczny ruchu celu [2,3]:

— równania ruchu postępowego celu

=  Vxgc = Vc cos 7C cos Xc

= Vygc =  -V c  COS 7c sin Xe (2.1)

dli
dt — Vzgc — Vc sm 7c

(2.2)

— równania opisujące zmianę odległości Dc oraz prędkości Vc

D c =  +  y*c +  /»?

vc = y jilc  +  Vue + hc

— równania opisujące zmianę kątów sc i f)c (rys.2)

sin ec = sin (3C = - - — ^ ----- (2.3)
Dc Dc cos sc

Tak sformułowany model matematyczny ruclui celu może stanowić podsta­
wowy element algorytmu do przeprowadzania badań procesów naprowadza­
nia rakiet przeciwlotniczych. W szczególności ruch celu można programować 
drogą odpowiedniego doboru warunków początkowych: xgCo, !/yco> zgca, Vco, 
£c0, PcO lub na podstawie doboru warunków początkowych uzupełnionych pro­
gramowymi zmianami kątów j c i \c, tzn. przyjęcie funkcji: 7c(t) =
Xc(0 — /2pr(0"

3. Model matematyczny ruchu przestrzennego rakiety w systemie 
naprowadzania na cel powietrzny

W  procesie formułowania modelu matematycznego procesu naprowadza­
nia rakiety w ruchomym układzie odniesienia i)xyz, jako inercjalny przyjęto
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układ współrzędnych związany z Ziemią 00xyy<jZy, (rys.3) [2,6]. Określono 
przy tym związki między wielkościami mierzonymi w układach odniesienia ru­
chomym: 0xyz  i inercjalnym Ooxyyyz(J. Zależności te nazwano związkami 
geometrycznymi i kinematycznymi [2,6].

Rys. 3. Przyjęte współrzędne: liniowe yy , zg, kątowe \P, 0 ,  </>; prędkości ich 
zmian: u,t, w*, ii>k, ’ ! siły i mom enty sil zewnętrznych działających na rakietę w 

układzie współrzędnych związanym 0xyz

Przyjmując także, że rakieta jest bryłą nicodksztalcaliią charakteryzującą 
się płaszczyznami symetrii (.rOs i .rOy): geometrycznej, aerodynamicznej i 
masowej sformułowano następujący model matematyczny rakiety, w nieswo- 
bodnym ruchu przestrzennym, w układzie współrzędnych sztywno związanym 
z rakietą 0xyz, (rys.3) [1,2,6,7].

Model ten opisują następujące równania:
(a ) dynamiczne równania ruchu postępowego środka masy rakiety, czyli
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ruchu podłużnego, bocznego i wznoszącego zapisane w układzie współrzędnych 
związanym z rakietą 0xyz  (rys.3):

m {~ ^ f  +  wk(l -  vkr) = F  -  m ,(/0sin  0  +

S(CX cos a  cos (3 +  C y cos a sin (3 -  Cz sin a ) +  Ps +  X*q

dt
P ( h ) V 2

2

+  ukr ~ wkP̂ j = my(h) COS0 sin <P +  (3.1)

+  ̂ - S ( - C x sm 13 + Cy cos(3) +  Yr'r

m = my(h) cos ® cos ^ +
. r ---- — S(CX sin a cos (3 +  Cy sin a sin (3 +  Cz cos a) +  Z*q

( b )  dynamiczne równania ruchu obrotowego rakiety, czyli ruchu przechy­
lania, pochylania i odchylania zapisane w układzie współrzędnych związanym
0xyz, (rys.3) [5]:

dj)
Zr —  — [Iy -  Iz]qr =  m(j{li)(!jG cos 0  cos <P — Zq cos0  sin <P) +  

p( h) Vr2 r-— ;----- S y..\{Cx sin a  cos [3 + C'y sin a  siu fi + Cz cos a) +
+ 2
+ z a (C x sin (3 -  Cy cos (3) -  l(Cfa cos a cos j3 + C,„tt cos a sin (3 +' y  ’
-^na sin or) I +  L * p +  L * r

Iy —  -  [Iz -  Ix]rp = —mg(h)(zG  sin 0  +  xG cos 0  cos <P) +
dt

+ — — 5 ^..i(0x cos a cos 13 +  Cy cos a sin (3 -  Cz sin a) +  (3.2) 

+ Xa (C x sin a cos (3 + Cy sin a sin /3 + C- cos cv) +

+1>a (~ C u sin cos (3 + C ^a cos/i)] +  Pszps + M*q

dr
Iz—  -  [Ix -  Iy\vn =  - F i j f  +  vuj(li)(xG cos 0  sin <l> +  yc sin 0 )  +

+ - ~ —S \xA( - C x sin /3 +  Cy cos (3) +  Va (C x cos a cos (3 +  

+ C y cos a sin f3) — 0 2 sin a) -  6^(6'/“' sin a cos j3 +

+C^ia sin a sin (3 +  C'7fu cos a ) -  v/ps + Ar,*r
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(c )  Związki kinematyczne prędkości kątowych (przechylania, pochylania i 
odchylania):

d e  . .—— — n cos (P — r sin <P 
dt
d& ,
—— — (q sin </> + r cos <P) sec 0  (3-3)
dt
d<P—  = y + q sin <PlgO + r cos </Hg0  
dt

(d ) Związki kinematyczne prędkości liniowych (ruchu podłużnego, bocz­
nego, i wznoszenia) w układzie Qoxaygza, (rys.3):

dxg
dt

dVg
dt

dzg

= Uk cos 0  cos & +  Vfc(sin <P sin 0  c o s -  cos <P sin ) +

+  Wk(cos sin 0  cos & +  sin <P sin V)

= lik cos 0  sin W + v .̂(sin <P sin 0  sin ^ + cos (I> cos 'P) +  (3.4)

+  w^(cos <P sin 0  sin W — sin <P cos W)

= —lik sin 0  +  Vk sin <P cos 0  + cos <P cos 6
dt 

gdzie:
XG,yG-,zG, .t.4, y.-i, -.4 -  odpowiednio współrzędne wektorów wodzących: 

TG i  r A  punktów przyłożenia wypadkowych sil zewnętrznych działających 
na rakietę w locie (grawitacyjnych G, aerodynamicznych R ,\) względem 
początku 0 związanego układu współrzędnych 0xyz\

bA, l ~ średnia cięciwa aerodynamiczna oraz rozpiętość skrzydła;
S -  powierzchnia charakterystyczna rakiety.

Zastosowanie układu równań (3.1) -f (3.1) do analizy procesu naprowadza­
nia rakiety w warunkach rzeczywistych wymaga uzupełnienia, go następująco:

(a ) zależnościami do wyznaczania bieżących wartości charakterystyk
określających strukturę rakiety: ni(t), x sm(t), ysm(t), zsm(t), Ix(t ), 
Iy(t), Iz(t), F (t), [2,7];

( b )  zależnościami do wyznaczenia wartości bieżących ośrodka ruchu [2,3,7]:
-  przyśpieszenia siły ciężkości y(h);
-  parametrów atmosfery;

(c )  zależnościami do określenia sił i momentów zewnętrznych działających na
rakietę w locie przestrzennym [2,3,6,7].
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Dla znanych wartości sil i momentów sil zewnętrznych (ciągu, aerodyna­
micznych, grawitacyjnych, sterujących) występujących w prawych stronach 
równań (3.1) i (3.2) model matematyczny (2.1) (3.1) może być stosowany 
do analizy właściwości dynamicznych oraz symulacji lotu dowolnej nieod- 
kształcałnej rakiety przeciwlotniczej.

Techniczne rozwiązania rakiet przeciwlotniczych charakteryzują się płasz­
czyznami symetrii: geometrycznej i aerodynamicznej w układzie 0xyz, któ­
rego osie stanowią jednocześnie główne centralne osie bezwładności rakiety, 
zatem słuszne są następujące związki:

x g  =  x G { t )  y c  -  z a  ~  0

Z tego względu równania dynamiczne ruchu postępowego (3.1) i ruchu obro­
towego rakiety (3.2) znacznie się upraszczają. [2,7].

System sterowania rakietą wykorzystuje trójpunklowe metody naprowa­
dzania do wytworzenia odpowiednich sił aerodynamicznych /* ( /)  na jej po­
wierzchniach sterowych [1,5]. Realizowane jest to zazwyczaj w dwóch nie­
zależnych kanałach sterowania: pochylenia i odchylenia, o identycznej struk­
turze.

Ogólne równania metod trójpunktowych dla ruchu przestrzennego mają 
postać:

£k =  £c +  £w fik =  fic +  fi w (3.5)
gdzie:

£ ki fik ~ wymagane kąty położenia rakiety na torze kinematycz­
nym;

twifiw ~ kąty wyprzedzenia.
Aby zapewnić przejście toru kinematycznego przez cel przyjmujemy, że 

kąty wyprzedzenia wyliczane są z zależności:

£ w  — f iu :  — U l n i c t i  D c  ~~ D r )  —  ' M - i n e t ^ D  ( 3 - 6 )

gdzie:
D r = + Uf, +  zj (3.7)

Podstawiając (3.6) do (3.5) otrzymujemy ogólne równanie naprowadzania:

£k = -c +
(3.8)

fik — fic +

Dla D c =  D t zachodzi równość £u = f c oraz f i k  =  f i c co czyni zadość 
wymaganiu, aby tor kinematyczny przechodził przez cel.



M O D ELOVVANIE P R O C E S U  NA P R O \ V A D Z  A N 1A . 187

Równania (3.8) wykorzystywane są dla klasyfikacji metod trójpunktowych, 
przy czym jako kryterium przyjmuje sit; wartość współczynnika mme*, i tak: 

ni-met = const 7̂  0 -  metoda, wyprzedzenia; 
mmet — va.r -  metoda prostowania;
mmet = 0 -  metoda pokrycia (metoda trzech punktów).

W procesie zdalnego naprowadzania rakiet wykorzystywane są głównie; 
metoda pokrycia oraz szczególny przypadek metody prostowania toru -  me­
toda połowicznego prostowania. Własności kinematyczne metody wyprzedze­
nia ustępują znacznie walorom wymienionych metod i dlatego nie znalazła ona 
zastosowania w praktyce.

Do formowania sygnałów sterujących, przesyłanych na pokład rakiety, na­
ziemna stacja naprowadzania wykorzystuje zazwyczaj rozbieżności liniowe li£ i 
hp, będące względnym przemieszczeniem w układzie ruchomym 0o ( i"ys.‘2) 
[1], określone na podstawie pomiaru odległości do rakiety D r oraz uchybów 
kątowych:

A £ =  £c -  £r A  (3 = flc -  Pr
(3.9)

he =  Dr sin(fc -  £r) lip = Dr sin(i3c -  f3r )

Rozbieżności te uzupełnione ich pochodnymi oraz sygnałami kompensa­
cyjnymi stanowią sygnały do wypracowania, odpowiednich funkcji kątów <*>//, 
6y wychylenia powierzchni sterowych, w których następstwie powstają siły: 
Ps = f(6 ff ,6 v ), kierujące rakietą.

Ogólna postać związków sprzęgających wychylenie steru rakiety z parame­
trami sterującymi może być przedstawiona zależnościami:

^// "ł" bif>h +  boSf[  =  &( k i/i£, A.'u/te, /(</, h c , h /)rz, ni inet )
(3.10)

i V +  hhv "b b0Sv =  l'vl,f)t llili llci hprzi mmet)

gdzie:
hj -  poprawka kompensująca ustaloną wartość błędu dyna­

micznego naprowadzania; 
hc -  poprawka kompensująca, ciężar rakiety; 
hprz ~ poprawka uwarunkowana błędami przyrządowymi okreś­

lającymi współrzędne rakiety i celu.
Dla uzyskania odpowiednich własności dynamicznych rakiety w procesie 

naprowadzania poszczególne człony funkcji (3.10) pilota automatycznego po­
winny zawierać parametry: b i, bo charakteryzujące stosowany napęd steru 
oraz współczynniki wzmocnienia: A,-i, /-o, określone z uwzględnieniem algoryt­
mów optymalizacyjnych [7].
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4 .  W n io s k i  k o ń c o w e

• Przedstawiony model matematyczny stanowi podstawowy człon al­
gorytmu badań procesu naprowadzania rakiety przeciwlotniczej na 
manewrujące cole powietrzne.

• Algorytm ten był opracowany głównie dla potrzeb symulatora do szko­
lenia i treningu obsług zestawów rakiet przeciwlotniczych średniego 
zasięgu. Ze wzglądu jednak na uogólnione podejście do opisu procesów 
naprowadzania może także znaleźć on zastosowanie np. przy wyznacza­
niu stref startu i rażenia zarówno istniejących jak i nowo opracowywa­
nych rakiet.

• W procesie teoretycznych badań dynamicznych właściwości obiektów 
latających należy przywiązywać właściwą wagę do weryfikacji zarówno 
na etapie modelowania fizycznego i matematycznego, jak i podczas prze­
prowadzania obliczeń. Należy przy tym określić przedziały zmian wiel­
kości fizycznych, dla których opracowany model może być stosowany. W 
przedstawionym opracowaniu weryfikację przeprowadzono na podstawie 
dostępnych wyników badań eksperymentalnych dla rakiety rzeczywistej
o takim samym schemacie aerodynamicznym co rozważana, rakieta hi- 
potetycza.
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Model of the Flying Object Guidance onto the Manoeuvring Target

Summary

In the present contribution for a hypothetical anti-aircraft, medium-range missile 
and the target motion assumed, the mathematical model of missile guidance has been 
presented in terms of the ’’ three-point” and ” half-Lo-lialflead guidance law” methods, 
respectively.
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W Y Z N A C Z A N IE  ORIENTACJI PRZESTRZENNEJ STATKU  
P O W IE T R ZN E G O  Z W Y K O R ZY S T A N IE M  PO M IAR U  

W E K T O R A  PRĘDKOŚCI K ĄTO W EJ

Z d z i s ł a w  G o s i e w s k i  

A l b e r t  O r t y l

Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa

Krytycznym zakresem pracy bezkardanowego systemu nawigacji iner­
cjalnej jest wyznaczenie wzajemnego położenia kałowego dwóch układów 
współrzędnych -  układu pomiarowego (ruchomego) i układu nawigacyj­
nego (nieruchomego). W  układzie pomiarowym, który jest, związany ze 
statkiem powietrznym (SP), odczytujemy składowe wektora przyspie­
szenia pozornego oraz wektora prędkości kątowej ruchu SP względem 
inercjalnego układu współrzędnych. W  celu wyznaczenia pozycji SP 
należy zmierzone przyspieszenia przeliczyć do nawigacyjnego układu 
współrzędnych, czyli należy znać wzajemne położenie kątowe układu po­
miarowego i nawigacyjnego. Mierząc wektor prędkości kątowej obrotu 
układu pomiarowego względem układu inercjalnego można określić wza­
jemne położenie tych układów współrzędnych, rozwiązując odpowiedni 
układ równali różniczkowych, w których prędkość kątowa jest wielkością 
wejściową. Przy znanym położeniu kątowym układu nawigacyjnego 
względem układu inercjalnego i wyznaczonym położeniu kątowym uk­
ładu pomiarowego względem układu inercjalnego w prosty sposób obli­
czamy położenie układu pomiarowego względem nawigacyjnego. 
Nowoczesne samoloty wykonują manewry z prędkościami kątowymi 
rzędu *200 H- 400 ° /s .  Nakłada to wymagania na jakość i zakresy 
pomiarowe mierników prędkości kątowych, wybór parametrów opisują­
cych orientację przestrzenną SP w funkcji mierzonych prędkości ką­
towych, sposoby dyskretnego rozwiązywania równań różniczkowych, do­
bór okresu próbkowania oraz szybkość komputera nawigacyjnego.
W  niniejszym referacie przedstawiono teoretyczne podejście do anali­
tycznego wyznaczania orientacji przestrzennej SP, fizyczna interpretację 
określenia wzajemnego położenia kątowego dwóch układów współrzęd­
nych przy pomocy metody kosiuusów kierunkowych i parametrów 
Rodrigeza-llamiltona, odnośne równania różniczkowe, niektóre aspekty 
ich numerycznego rozwiązania oraz jakościową analizę porównawczą wy­
branych metod.
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1. W prow adzenie

W systemach nawigacji inercjalnej z giroskopowo stabilizowaną platformą 
(GSP) giroskopy umieszczone na platformie, mierzą składowe prędkości 
kątowej ruchu statku powietrznego (SP), a układy nadążne wykorzystują je 
do stabilizacji położenia platformy. Tym sposobem giroskopy i przyspiesze- 
niomierze na GSP są izolowane od ruchu kątowego SP, a platforma w spo­
sób fizyczny modeluje nawigacyjny układ współrzędnych. W znaczny sposób 
upraszcza to dalsze wyliczenia. Poprzez dwukrotne całkowanie, zmierzonego 
przez przyspieszeniomierze przyspieszenia pozornego (z uwzględnieniem wa­
runków początkowy cli) i przeprowadzenie koniecznych korekcji możemy otrzy­
mać bieżące współrzędne położenia SP.

W bezkardanowych systemach nawigacji inercjalnej (BSNI) elementy po­
miarowe są bezpośrednio (łub poprzez układ wibroizolacji) zamontowane na 
SP. Sygnały wyjściowe z elementów pomiarowych reprezentują przyspiesze­
nie pozorne i prędkość kątową SP względem inercjalnego układu współrzęd­
nych. Parametry te są określone w pomiarowym układzie współrzędnych 
(prawoskrętny, ortogonalny układ współrzędnych wyznaczony przez osie czu­
łości elementów pomiarowych; zazwyczaj układ ten pokrywa się z układem 
współrzędnych związanym ze SP -  wyznaczonym przez główne osie SP). W 
celu otrzymania wartości przyspieszenia pozornego w przyjętym nawigacyj­
nym układzie współrzędnych (lip. inercjalnym) komputer musi dokonać trans­
formacji współrzędnych z układu związanego ze SI' do układu nawigacyjnego. 
W tym celu wykorzystuje się sygnały wyjściowe z giroskopów (mierzących ruch 
kątowy SP w przestrzeni inercjalnej, czyli zmiany jego orientacji przestrzen­
nej) oraz informacje o początkowym położeniu przestrzennym SI* (warunki 
początkowe). Dalsza praca systemu jest analogiczna jak w systemach nawiga­
cji inercjalnej z GSP. Proces ten ilustruje rys.l.

Mierzone przez BSNI prędkości o kilka rzędów przewyższają prędkości 
kątowe działające na elementy pomiarowe zamontowane na GSP, ponieważ 
te ostatnie mierzą ruch stabilizowanej platformy. Jest to zasadniczy problem 
jaki należy rozwiązać przy projektowaniu BSNI. W BSNI mierzone prędkości 
kątowe są z jednej strony ograniczone dopuszczalnym progiem nieczulości gi­
roskopów ok. 0.01°/h, a z drugiej maksymalną, wartością prędkości kątowej 
SP -  400°/s.

Na algorytmy pracy BSNI składają się specyficzne operacje lub procesy 
matematyczne przy pomocy których cyfrowy komputer przekształca sygnały z 
elementów pomiarowych na. parametry użyteczne do sterowania i nawigacji SP.

Sygnały są mierzone w pomiarowym układzie współrzędnych i są to
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Rys. 1. Bezkardanowy system nawigacji inercjalnej pracujący w inercjalnym
układzie współrzędnych

prędkości kątowe ruchu SP względem przestrzeni inercjalnej oraz przyspie­
szenia liniowe (pozorne) środka masy SP względem przestrzeni inercjalnej. 
Zmierzone prędkości kątowe (przyrosty kątów) wykorzystywane są do obli­
czenia zmian orientacji przestrzennej SP względem warunków początkowych 
(początek cyklu obliczeń). Wynikowa funkcja transformacji jest wykorzy­
stywana do przekształcenia zmierzonych przyspieszeń (przyrostów prędkości) 
z układu pomiarowego do układu nawigacyjnego, gdzie podlegają dalszej 
obróbce.

Algorytmy systemów bezkardanowyeh są zawsze kompromisem między 
dokładnością a kosztami realizacji w pokładowym komputerze nawigacyjnym. 
Duża liczba iteracji, nowoczesne techniki całkowania i jak najdłuższe słowo 
maszynowe poprawiają dokładność, lecz podwyższają koszty. Algorytmy są 
optymalizowane poprzez symulację na komputerach laboratoryjnych.

Wymagane parametry, takie jak położenie przestrzenne, prędkość i pozycja 
SP oraz ich dokładność są uzależnione od zamierzonych zastosowań systemu -  
od prostych systemów orientacji do precyzyjnych, autonomicznych systemów 
nawigacyjnych.

13 — Mechanika w lotnictwie
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2. P aram etry kinem atyczne

Zasadniczym zakresom pracy BSNI. różniącym jo od systemów kardano- 
wych, jost sposób analitycznego określenia orientacji przestrzennej bloku po­
miarowego. Jodyną dostępną i mierzalną wielkością mogącą do togo służyć 
jest wektor prędkości kątowej obrotu bloku pomiarowego (co jest równo­
znaczne z obrotom SP). Ważną rolę odgrywa wybór parametrów kinema­
tycznych odpowiadających trzem stopniom swobody obracającego się ciała 
(SP). Istnieje szereg parametrów wykorzystywanych do opisu ruchu kulistego 
ciała sztywnego: kosinusy kierunkowo, kąty Eulera i Krylowa, parametry 
Cayleya-Kleina i parametry Rodrigeza-Hamiltona. Niektóre z nich są bar­
dziej popularne od innych, drugie maja prostszą interpretację geometryczną 
lub prostszy zapis. Przed przystąpieniem do opracowania, algorytmu wyzna­
czania orientacji przestrzennej należy dokonać wyboru konkretnego zapisu 
matematycznego. Wybór ten powinien być wynikiem kompromisu pomiędzy 
dokładnością obliczeń, szybkością, wszechstronnością (przejście przez punkty 
osobliwo), niezbędną wielkością pamięci i obciążeniem procesora.

Po wstępnej analizie i rozpatrzeniu własności równań kinematycznych do 
dalszych rozważań wybrano kosinusy kierunkowe i kwatorniony. Równania 
kinematyczne wyrażone przez kąty Eulera i Krylowa maja punkty osobliwe, 
w których układ traci jeden stopień swobody, natomiast parametry Cayleya- 
Kleina są zespoloną kombinacja kwatcrnionów.

Colom rozważań zawartych w niniejszej publikacji jest, dokonanie jakościo­
wej analizy porównawczej wybranych parametrów ze względu na dokładność 
obliczeń.

Jednym z najprostszych sposobów orientacji przost rzennej obracającego sic 
ciała jest zorientowanie związanego z ciałem ortogonalnego (kartezjańskiego) 
układu współrzędnych.

Niech z ciałem sztywnym jest związany prawoskrętny, prostokątny układ 
współrzędnych E, mający wersory e^ .e,. e:j. Ruch ciała sztywnego będzimy 
rozpatrywać względem układu I mającego wersory i|, i2, i.j. Układy 
współrzędnych E i 1 będziemy nazywać odpowiednio układem związanym i 
układem nieruchomym. Przyjmiemy dalej, że początki tych układów są w 
jednym punkcie, wokół którego realizowany jest obrót SP.

2.1. Kosinusy kierunkowe

Położenie dowolnej osi ek układu E w układzie I określone jest trzema
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kosinusami kierunkowymi, wiążącymi tę oś z osiami i j  (k ,j  — 1,2,3):

a kl =  e k ń  0,k2 =  Cki-2 Uk3 =  «fc*3

Układ dziewięciu kosinusów kierunkowych jednoznacznie określa orientację 
układu związanego E względem układu nieruchomego I, wstawiając te ko- 
sinusy do macierzy o rozmiarze 3 X 3 otrzymujemy macierz kosinusów kie­
runkowych:

a \l U i-2 (l 13

A =  [«A-j] =  «2| a 22 W 23 ( 2 .1 )

_ «31 «32  «3 3  _

Z uwagi, że przekształcenie to opisuje ruch ciała sztywnego, to macierz (2.1) 
jest macierzą przekształcenia ortogonalnego, elementy spełniają warunki 
ortogonalności:

E  a *Va i *  =  E  =  {  i  clla i  i  /■ (2 /2) 
i=l i=l l J '  '

Warunki ortogonalności są wyrazem właściwości ciała sztywnego, zachowują­
cego niezmienną odległość między dowolnymi jego punktami.

Dowolny wersor układu związanego E może być przedstawiony przez we- 
rsor układu I przy pomocy następujących związków:

ek = (ekii)ii +  {eki2)i2 + (e/,t;i )i;J = kjij (2.3)
j

Wykorzystując operację mnożenia macierzy, przekształcenie (2.3) można za­
pisać w postaci:

E = Al l = A~‘ E = ATE (2.4)

gdzie:
I = [*i ,*2,*3]T E = [ei, e2, e3]T

Wprowadzając macierze kolumnowe składające sic; z elementów nierucho­
mego wektora r w obu układach współrzędnych (odpowiednio I oraz E):

R/ =  [r i,r2,r 3]T R ̂  = K , r ' , r ' ] T

wektor r można zapisać w postaci:

r =  R jE  =  ETR'fc. = (Al )TR'/, = lTATR't.

r =  lT R, = Rl|/ =  Kj ’
(2 .5 )
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skąd:
R ^ = A TR'yr R/.; = AR/ (2.6)

Przekształcenie ortogonalne w postaci (2.1) lub (2.G) jest określone przez 
macierz A, którą można rozpatrywać jako operator przekształcenia układu
I w E, lub operator definiujący przejście między składowymi niezmiennego 
wektora podczas przekształcania układów współrzędnych. Rozpatrzone prze­
kształcenie ortogonalne określone przez macierz kosinusów kierunkowych A 
jest najogólniejszym sposobem definiowania obrotu ciała sztywnego.

Istnieje jednakże jeszcze jeden sposób zdefiniowania obrotu ciała sztyw­
nego, mający inną interpretację przekształcenia ortogonalnego. Rozpa­
trzmy wektor, położenie którego nie zmienia się względem związanego układu 
współrzędnych. Wektor ten zmienia swoje położenie w przestrzeni razem z tym 
układem współrzędnych. Zgodnie z tym wektor r po przekształceniu układu 
współrzędnych przechodzi w nowy wektor r'. Niech kładowe wektora r w 
nieruchomym układzie współrzędnych oraz składowe wektora r' w związanym 
układzie współrzędnych są jednakowo R/ = R/.- = R:

r = ' t ri iJ = R}I = RTI
j= i

r' = f^ r j e j  =  R'yjE  = RTE
3 =  1

Uwzględniając zależność (2.-1) otrzymujemy przekształcony wektor r'\ 

r' =  Rt E = Rt AI = (AT R)TI = R't I

gdzie R' -  macierz kolumnowa z elementów wektora r' w układzie I.
Z powyższego otrzymujemy:

R' = At R (2.7)

lub w zapisie umownym przy przekształcaniu wektorów:

r' -  A Tr

Zapisy (2.G) i (2.7) formalnie są do siebie podobne. Jednakże wzór
(2.6) określa współrzędne jednego i tego samego wektora w różnych układach 
współrzędnych, natomiast (2.7) określa faktycznie różne wektory w jednym 
układzie współrzędnych (w naszym przypadku w układzie I). W wyniku tego, 
przekształcenie R na R' w przypadku (2.6) realizowane jest przez macierz 
At , natomiast w przypadku (2.7) -  przez macierz odwrotną AT.
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2.2. Parametry Rodrigeza-Hamiltona

Niech w trójwymiarowej przestrzeni określonej układem I i wersorami 
*i>*2i *3 dany będzie wektor r. Niech będzie dana macierz B = AT określająca 
liniowe przekształcenie ortogonalne wektora r w wektor r':

r' =  Br

Rozpatrzymy czterowymiarową przestrzeń ponadzespolona H określoną 
jednościami ł’ i , i j , fo r m a ln ie  pokrywającymi się z wersorami trójwymiaro­
wego układu I. Niech w przestrzeni H będzie zdefiniowana operacja obrotu, 
określona przez kwaternion jednostkowy, która przekształca, wektor r w we­
ktor r':

r' = A o r o A (2-8)

Wektor r' otrzymujemy obracając r po stożku wokół osi vectA o podwójny 
kąt arcA. Jeśli:

0 . . 0
A  =  C O S ------h C SIU —

2 S 2
to r' otrzymujemy obracając r wokół osi wektora £ o kąt i) (rys.2).

Rys. 2.

Z powyższego wynika, że grupie obrotów w trójwymiarowej przestrzeni
I, określonym przez ortogonalną macierz B, odpowiada operacja, obrotu w 
przestrzeni ponadzespolonej zdefiniowana, przez kwaternion A. Wobec tego, 
znając elementy macierzy B można określić, elementy kwaternionu A:

1̂1 + 2̂2 + 3̂3 = 3/\q — A[ — X1) — Afj = IA5 — i

x i \/l +  & 11+ + k}3 Aq — ± -------------- ---------------
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 ̂ b-s2 -  2̂3 _  ______ ki-2 ~ ______  (2 9)
4  A  o  2  v / l  +  l>\ [ - f  b  -2 '2 +  ^ 3 3

x ,^13-^31  ̂13-^31 
Ao =  ±

A 3 =  ±

4 A(J 2 \/i + i'll + b-22 + 3̂3

621 -  1̂2 2̂1 -   ̂12
4 A o  2 v / l  +  ^11 +  b-2'2 +  ^33 

Przedstawmy kwaternion przekształcenia A jako funkcję trójwymiarowego 
wektora:

iV A 1 . A 2 * A3 • .. ^  , 1 1 -« j
t— = 1 + Y-1* +  T - *2 T - *3 = 1 +  t-  = 1 + TT® (2.10)Ao Ao Aq Au Aq z

która charakteryzuje kwaternion A jednym wektorem:

0  = 2 ^  (2.11) 
Ao

Wektor 0  nazywamy wektorem ruchu kulistego. Wykorzystując własności 
kwaternionu otrzymujemy, że wektor ruchu kulistego wynosi:

O =  2Ctg| (2-12)

Elementy kwaternionu można teraz zapisać w następującej postaci:
i) . i )

A0 = cos — A, = 71 sm —
2 (2.13)
. 0 . . 1)A 2 =  72  sin — A:ł = 73sin -

gdzie 71, 72,73 _ kosinusy kierunkowe wektora 0  względem osi rozpatrywa­
nego ukiadu.

Elementy kwaternionu w układzie przekształcanym przez ten kwaternion, 
podane w postaci (2.13) nazywane są parametrami Rodrigeza-Haniiltona. 
Kwaternion taki ma równe elementy w obu układach wspólrzędnycli.

Kwaternion, którego elementami będą parametry Rodrigcza-IIamiltona 
będzie oznaczany gwiazdką i jest kwaternionem własnym przekształcenia.

Elementy macierzy przekształcenia B = AT wyrażone przez parametry 
Rodrigeza-llamiltona określa zależność:

Ao +  A? — A2 — A3 2(A|A-2 — A()A;i) 2(A) A3 +  A0A2)
B  =  A t  =  2( A [  A2 A 0 A 3 )  Ay +  A 2 — A j  — A 5 2( A 2 A3 — A q A j )  

2(AjA3 —A0A2) 2(A2A3 +  AoAj) Aq +  A3 — Aj —

zaś odwrotnie wzory (2.9).
(2.14)
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3. Rów nania k inem atyczne

Równania kinematyczne wiążą wektor prędkości kątowej ruchu ciała sztyw­
nego (SP) z parametrami kinematycznymi. Postać tych równań zależy od 
wyboru parametrów kinematycznych dla. kosinusów kierunkowych czy też 
parametrów Rodrigeza-llamiltona są one różne.

3.1. Kwaterniony

Przy wyprowadzaniu równań kinematycznych wektor u  wyrażamy jedynie 
przez jego składowe rzutowane na osie układu I lub E (a nie jakiegokolwiek 
innego układu).

Będziemy rozpatrywać nieruchomy układ współrzędnych I i poruszający 
się względem niego z prędkością kątową ui układ współrzędnych E. Niech 
przejście z układu I do E określa, kwaternion A przy pomocy następującej 
operacji:

E = A o I o A (.3.1)
Wskutek wzajemnego ruchu układów współrzędnych, kwaternion A będzie 

wielkością zmienną. Oznacza to, że elementy kwaternioiiu A; (i =  0 ,1 ,2 ,3 ) 
będą funkcjami czasu A;(/). Aby otrzymać wielkość prędkości zmian elemen­
tów kwaternioiiu, rozpatrzymy dwa sąsiednie położenia układu E w momencie 
czasu t i t +  dt. Jasne jest, że położenia te będą określone względem nierucho­
mego układu współrzędnych I przez kwaterniony A (/) i A(/ + dl). Z drugiej 
strony, wzajemne położenie układu E w momentach / i t + dl będzie zależeć 
od prędkości kątowej ruchu ii kładu E i będzie określone przez kwaternion 
nieskończenie małego obrotu dA = 1 + ^udl (rys.3).

Rys. 3.

Można stąd otrzymać zależności między kwaternionami A(/), A(t +  dl) 
i dA. Jednakże celowe jest rozpatrzenie na jaki układ współrzędnych należy
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rzutować otrzymaną zależność, tzn. jakie odwzorowanie danych kwaternionów 
należy wykorzystywać. Jeżeli kwaternion dA chcemy wyrazić w składowych 
na osiach układu E -  wówczas jego elementami będą składowe prędkości 
kątowej wzdłuż ruchomego układu współrzędnych, lub na osiach układu 1
-  w tym przypadku elementami kwaternionu dA bedą składowe prędkości 
kątowej wzdłuż nieruchomego układu współrzędnych. W pierwszym przy­
padku, oznaczając kwaternion odwzorowujący wektor u  na układ E przez 
u e  — 0 +  wjti +  u>2 i-2 +  u-zh, otrzymujemy:

A*(t + dl) = A*(/) o dh*E
(3.2)

A *(t + dl) = A*(/) o ( l  + -uddj

gdzie:
A*(ź),A*(i +  dl) -  kwaterniony, których elementami są parametry 

Kodrigeza-llamiltona, przekształcające układ 1 
w układy E(/) i E(/ +  r//),

dk*g -  kwaternion, którego elementy są składowymi
prędkości kątowej wzdłuż osi ruchomego układu 
współrzędnych E(/).

W drugim przypadku:

A ~(t + dl) = dA/ o A'(/.)
(3.3)

A "(t +  dt) =  ( l +  )-u,dl) oA *(/)

gdzie:
u j -  kwaternion odwzorowujący prędkość kątową u  na. układ

I ,  Uj =  0  +  / ? [ * !  +  f l2i-2 +

dA] -  kwaternion, którego elementami są składowe wektora 
prędkości kątowej wzdłuż osi wyjściowego (nierucho­
mego) układu współrzędnych.

Wzory (3.2) oraz (3.3) możemy zapisać [1] w następującej postaci:

§  =  (3"'> 

¥  = r E ° A '  (3-5)
Przypomnę, że kwaternion A* określa przejście z układu współrzędnych I 

do układu E przy pomocy operacji (3.1).
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3.2. Kosimisy kierunkowe

W celu wyprowadzenia równań kinematycznych wiążących pochodną ma­
cierzy kosiliusów z elementami wektora prędkości kątowej wykorzystamy 
zależność (2.7), w której macierz AT zastąpimy równą jej macierzą B:

r' = Br R' = BR (3.6)

Przekształcenie to opisuje zmianę wektora, nieruchomego względem zwią­
zanego układu współrzędnych, wynikająca z ruchu tego układu współrzędnych. 
Składowe wektora r w nieruchomym układzie współrzędny cli oraz składowe 
wektora r' w związanym układzie współrzędnych są jednakowe R/ = R/,; = R, 
skąd wynika, że macierz R jest stała.

Różniczkując zależność (3.6) otrzymujemy:

R' =  BR +  BR = BBTR' (3.7)

Jeżeli zmiana wektora R' wynika tylko z obrotu z prędkością kątową Q[ 
to [1]:

r' =  /2,R' (3.8)

Macierz fti we wzorze (3.8) ma postać:

0 - « 3 n 2
0 - n

~ fh !h 0

gdzie składowe wektora u  w układzie I oznaczamy i?, tj.:

lj — H\ii /?'__>i'2 -|-

Porównując wzory (3.7) i (3.8) otrzymujemy:

J7y = BBt (3.9)

Mnożąc (3.9) prawostronnie przez niezerową macierz B otrzymujemy:

B = /2/B (3.10)

Jest to równanie kinematyczne dla kosinusów kierunkowych, w którym 
występują składowe wektora prędkości kątowej rzutowane na osie nierucho­
mego układu współrzędnych.
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W  drugim przypadku, gdy znano są składowe wektora, prędkości kątowej 
w ruchomym układzie współrzędnych E równanie kinematyczne ma postać:

E (3.11)

gdzie:

Q e =
0 -ijj-i 

W3 o 
-U>2 '̂i 0

u> — u>ići + u>2ć-2 +

4. Rozwiązanie równań kinematycznych

Równania kinematyczne w BSNI są rozwiązywano w sposób dyskretny z 
bardzo dużą częstotliwością powtarzania T ( uakl nalniania funkcji transforma­
cji). Wymaganie to jest uwarunkowano dużą manowrowością współczesnych 
samolotów, a co za, tym idzie, zmiana, kąta w przyjętej jednostce czasu może 
być duża, np. przy prędkości 10()°/s i T  = 0.01 s następuje zmiana kąta o 1°. 
Równocześnie istniejące mierniki prędkości kątowej wyprowadzają informację 
w postaci całki prędkości kątowej w przedziale całkowania (I. /-j-7'), co wpływa 
na postać algorytmów.

Do analizy porównawczej wybrano kosinusy kierunkowe oraz kwaterniony. 
Równania, kinematyczne uaktualniania macierzy kosintisów kierunkowych

(3.11), kwaternionów (3.1) mają ogólną postać:

dx _
x

którego rozwiązanie ma postać:

t+T
log x = J n (Ir = A o

t

skąd:
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Tabela 1
Parametr
kinematyczny

Równanie
kinematyczne

Prędkość
kątowa

Kwaterniony (3,1) u)e

(3.5) LJ[
Kosinusy
kierunkowe

(3.11) Q e
(3.10) fi/

4.1. Kosinusy kierunkowe

Dla kosinusów kierunkowych równanie kinematyczne ma postać:

B = Bi?/.; (4.1)

gdzie:

0
i'l / ' = 0 —w’[

_ -u>2 u;, 0 

uj — cji c ] -j- "i"

jest skośnic symetryczną macierzą utworzoną ze składowych wektora prędkości 
kątowej u  w układzie ruchomym E.

Równanie (4.1) jest macierzowym jednorodnym równaniem różniczkowym 
pierwszego rzędu o zmiennych współczynnikach [5,6]. Jeżeli kierunek wektora 
prędkości kątowej w przedziale całkowania, jest stały, to rozwiązanie równania 
(4.1) można zapisać w prostej postaci:

B(/) =  B(/O)e0 (4.2)

gdzie B(/0) _  warunki początkowe B oraz:
t+ T

0  =  J SlE dl =
t |_ ~ "2 1/1 u

Rozkładając macierz e0 w szereg Taylora oraz uwzględniając, że 0  ’ = — ©#o> 
0 5 = 0#j] otrzymujemy:

0 - h Ol
(h 0 - 0

-Ol Ol 0

exp 0  -  l[3X3] + 0  +
0 2 Ge* q-oi eą j

3!
+ +

+
6 ! + ... + ( - i r (2A.- + 1)! + ( -1 ) 2(k + I ) ! '
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Grupując wyrazy z 0  pierwszego rzędu otrzymujemy:

0 -
0 ô . . . n ,  © e

3! + o:

I11 Pr>U0 ,

(2/t + 1)! 

,  C +1

+

(2/v +  1)!
sin 8q

Sumując pozostałe wyrazy otrzymujemy:

>[3X3] +  -
0 2 0 2#a 0 2ft1

4! +
6 !

e 2C
2{k +  J)! +  ... =

I , © V o  #0 Ag A- 0n(A'+1)
'0
02

2(/v +  1)!
0W )O'2 f ) 1 8 (iu" _  Z o + ... + ( _nA-

0! + l ; 2( /.•+])! +

-  *[3X3] +  ©

Ostatecznie macierz ee ma postać:

ee _  | _|_ ■sil1 +  1 -  cos flt) 
8q On

o -  = | +  0  +  C.x 0 J

która po rozwinięciu do zapisu macierzowego wygląda następująco:

gdzie:

i - ( ą  +  e&Ceo (ho>c^ -  ihs,..
W-iCoo +  OzSoe 1 -  (0-i +  Oj)6’c

8:>Jh Cr& + 0>S,x, 
M a C'oc -  0| A’oc,

M iC oo -  ^S'oo ^ffaCoo +  0, ,5’oc, J -  (0? + 022JCoo
(1.3)

en = \ E « ?
N ;=i

CQ
1 — COS fly 

"i
Soo =

siu 0o
(4,1)

Współczynniki C,x, i .S,x, wyrażone są przez lun keje trygonometryczne, 
które do realizacji na komputerze cyfrowym, aproksymuje sit? szeregiem Mac- 
Laurina. Wartości współczynników dla n wyrazów szeregu przedstawione są 
w tabeli 2.
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Tabela 2
n c n Sn
1 0 1
2 1/2 1
3 1/2 1 -  ćtf/6
4 1/2 -02/2-1 1 -  0jj/6

4.2. Kwaterniony

Dla kwateruionów równanie kinematyczne ma postać:

dhr ! a-—— = -A  o u £ (4.5)
dt z

gdzie:
( j j£  —  0  +  4"  u/’;3 i 3

Rozwiązanie równania (1.5) ma postać:

A(< +  T) =  A (/) o exp [ — J (u -'ji, -|- u>2i-> + u, ’ a ś : j )  dĄ =  A(/) oexp[-j ]  (4.6)

gdzie:

0  — 0 4" "l- 12 4”

t+ T

0, =  J ui dr i =  1,2, a 
t

Z iloczynu dwóch kwatcrnionów:

[!f = -[£(?012 (0u\*
)

i=i

Rozwijając kwaternion exp ® w szereg Taylora otrzymujemy:

roi [0 1 2 [0 1 3 [0 1 k
01 , . [ 2 j [ 2 j I 2 I , l 2

e x p j - j  =  i +  —  + - ^ r  +  “i r  +  -  + ~ r r  + -
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Grupując wyrazy o parzystych potęgach otrzymujemy:

[0 1 2 [0 V 1 [0 1 Ik
1 +  “ r~ +  +  ... + + .. .2 ! 4!

'9sl

2! 4!

Grupując pozostałe wyrazy otrzymujemy:

[Q ]3 [ 0 ] 5 [0 1 - ,;+1 [0 1 I h J  . M  , . T  , 
l 2 l  +  ~  +  ~  +  ' " + ( « T T j !  + "  -

... = COS —

\ 0 }(o A '2 [01 (OslY IŁŁI (20. 
I 2 | V 2 ) [ -2 I V 2 y , I 2 I 1 2 

H-------- rr------±  ... +3!

a "o M
f^Ł) _  V 2 /  , i i i  
V 2 /  3! 5!

C2L+ 1)!
, -ik+1

± . . . + (2/,-+ 1)! 0
sin

0o

Zatem kwaternion exp[®| wyraża się wzorem:

e x P f ■771 -  ( # i »i +  &■>i-i +  0-.i/ . i ) - - - - - -  +  cos ^  =L  ̂J f/o 'Z

— (^ 1 *1  +  $ 2 *2  +  )S > o  +  C '0

gdzie:

(4.7)

0n = Co cos 0O
S „

sin %

i=l

Po wymnożeniu kwaternionów otrzymujemy:

1,
A o (  + 1 ) — “ [A u C o o  — S x , ( A [ # i  -f- \ > 0 i  ~\~ A .-j^a)]

(4.8)

A i ( + 7  ) — — [ A iC o o  4- .S1>C;(A u $ i +  A j$ ; j  — X :\ 0>)]

A ' i (  +  2  ) —  — [A -^ C 'o o  +  S 00 ( A ; j t f ]  +  A ( j# 2  ~  A 1 6̂ 3 ) ]

(4 .9 )

A :j(  +  /  ) — - [ A a C ',^  +  S,~0  ( A 1 0 )  — X 20\ +  A o  $ 3 )]
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Współczynniki Coo i S^  wyrażono są przez funkcjo trygonometryczne, które 
do realizacji na komputerze cyfrowym, aproksymuje się przyjmując u wyrazów 
z rozwinięcia, w szereg Taylora. Wartości współczynników dla n wyrazów 
szeregu przedstawione są w tabeli 3.

Tabela 3

n c 71 Sn
1 1 1/2
2 1 -  02/8 1/2
3 1 -  0jj/8 1/2(1 -0 ,1/21)
4 l-(6 > g /8 ) + (ćli5/384) 1/ 2( 1 - 05/ 21)

5. Błędy transformacji

Generalnie, dla wszystkich metod transformacji można wyszczególnić trzy 
rodzaje błędów: błąd przckoszenia, modułu i obrotu [i),7,8,9]. Bardzo ważna 
jest analiza wielkości tych błędów, gdyż warunkuje to optymalny dobór me­
tody transformacji możliwej do wykorzystania w projektowanym algorytmie 
orientacji przestrzennej.

> /y ’

(l’)

r
ii i-*j
/

Rys. 4. Błąd obrotu (a), bind przekoszcnin (li)

Rozpatrzmy przykład dwuwymiarowy. Na rys. I xy  jest prostokątnym 
układem współrzędnych, mającym właściwa, (z naszego punktu widzenia) 
orientację. Na rys.-la. układ x'y' jest obrócony względem xy  o kąt 6 jed­
nakże osie x' i (/ są wzajemnie prostopadle. Błąd ten nazywamy błędem 
obrotu. Na rys.-Ib osie x' i y' są obrócone, lecz w przeciwnych kierunkach, o 
kąt a. Nie tworzą prostokątnego układu współrzędnych. Błąd ten nazywany 
jest błędem przekąszeniu. Obracając tylko oś y' można doprowadzić sytuację 
z rys.4b do rys.4a, co wyeliminuje błąd przokoszouia, jednakże powstanie błąd
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obrotu. Trzecim błędem, który może wystąpić podczas przetwarzania ma­
cierzy jest błąd modułu. Wystąpi on wówczas, gdy wektor jednostkowy po 
przekształceniu nie będzie wektorem jednostkowym.

Niech rozpatrywany wektor będzie wektorem jednostkowym, którego 
składowe wzdłuż odpowiednich osi nieruchomego układu współrzędnych I 
opisują następujące wzory:

' 1 ‘ ' 0 ' ' 0 '
Rn - 0 Rn - 1 Rl 3 = 0

0 0 1

Po przekształceniu do układu związanego E, składowe wektora będą kolum­
nami macierzy B:

b u '  b 12 ‘ b , 3
R e i  = b21 R e i  = 1)22 RE3  = b n

b-M b-S2 b ss

Dla powyższych wektorów błąd modułu będzie rozumiany jako różnica 
długości wektora przekształconego i wektora jednostkowego:

=  \Al, + + Hi -  1 i = h  2- 3 (5.3)

Powyższy wzór można aproksymować szeregiem potęgowym, w którym pozo­
stawiono tylko wyraz najniższego rzędu:

■̂ = ^ •  +  4  +  4 - 1 )  i = 1 ,2 ,3  (5.4)

Przez błąd przekoszenia rozumiemy różnicę pomiędzy 90° a kątem zawartym 
pomiędzy osiami układu na rys.Ib. liłąd ten określamy z iloczynu skalarnego 
wektorów:

£i = sin '(bijbik +  b>jb>k 4- b:>tjb:̂  — 1)
(5.5)

i = 1,2,3 i  = 2,3,1 k — 3, 1.2

Aproksymując szeregiem potęgowym, w którym pozostawiono tylko wyraz 
najniższego rzędu otrzymujemy:

Si — bijb[i; -f b-2jb-2k + b-.ijb-.ii;

i — 1,2,3 j  = 2,3,1
(5 .6 )
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Rozpatrzone dwa biedy wynikają z warunku ortogonalności macierzy trans­
formacji.

Trzeci błąd, błąd obrotu, reprezentuje błąd orientacji przekształconego 
wektora względem wektora przekształconego przez macierz idealną. O ile 
bieżąca macierz jest ortogonalna, to błąd obrotu można zdefiniować jako prze­
kształcenie przez macierz błędu symbol e:

£ = B (łB£ (5.7)

gdzie B„ jest macierzą bieżącą, a -  macierzą idealną. Niech:

= \ {ekj -  ejk) i = 1,2,3 (5.8)

Ze wzoru (4.3) otrzymujemy:

„ sin 0i)
Si =  * = 1 ,2 ,3  (5.9)

5.1. Analiza błędów macierzy kosinusów kierunkowych

Błąd modułu można wyznaczyć stosując wzór (5.-1) do (1.3) z uwzględnie­
niem wielkości z tabeli 2:

£i =  \(9'j + OlXS'n -  2Cn + e l c l )  i = 1 ,2 , 3 (5.10)

Błąd przekoszenia otrzymujemy stosując zależność (5.0) do (-1.3):

e* = - 0 M $ l  -  2Cn + e l c l ) / = 1, 2, 3 (5.11)

Błąd obrotu otrzymujemy stosując (5.10) i (5.11) do (1.3)

Si = et[sn -  + el(cns00 -  snc ^ )] i = 1,2,3 (5.12)

Wartości błędów z uwaględnieniem współczynników z tabeli 2 przedstawione 
są w tabeli 4. Zauważmy, że zmniejszenie błędu obrotu można osiągnąć 
zwiększając błędy przekoszenia i modułu. Te ostatnie można skompensować 
dokonując okresowej korekcji ortogonalności macierzy.

14 — Mechanika w lotnictwie
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Błąd modułu otrzymujemy wykorzystując. (5.15) we wzorze (2.14):

Ei = A y  + A? + A 2  + A-2 -  1 i =  1,2,3 (5.13)

Wynika z tego, że błąd modułu jest zerowy, gdy kwaternion jest unormowany 
(||A|| = Ag +  Af +  A2 + Ajf = 1). Stosując (5.13) do (1.7) otrzymujemy:

ei = 0lSl +  C l -  1 * =  1,2,3 (5.14)

Wstawiając wartości Sn i Cn z tabeli 3 otrzymujemy wyrażenia zawarte w 
tabeli 4.

Błąd przckoszenia otrzymujemy stosując (5.0) do (2.1 I):

5,- = 0 * = 1,2,3 (5.15)

Błąd obrotu wyznaczamy jako podwójny iloczyn aktualnie wyliczonego 
kwaternionu i odwrotnego kwaternionu idealnego:

- i = 2A,i o A “ l i =  1.2.3 (5.10)

Przyjmując, że kwaternion jest unormowany to A-1 = A. Stosując zależność 
(5.10) do (4.7) otrzymujemy:

£i =  2(CnCoo +  0'fSnSoo) + 20;(<SnCoo -  CnS^ ) i =  1,2,3 (5.17)

Przyjmując, że wyrażenia w pierwszym nawiasie (5.17) są wyrazami małymi 
wyższych rzędów otrzymujemy:

fi  =  20;( .V(,Coo -  C n S n ) i = 1,2,3 (5.18)

Wstawiając do wzoru (5.18) wartości z tabeli 3, rozwijając w szereg MacLau- 
rina oraz pomijając wyrazy małe wyższych rzędów otrzymujemy zależności na 
błędy obrotu przedstawione w tabeli 4.

5.2. Analiza błoilów przetwarzania kwaternionów

Tabela 4
Bład obrotu Błąd przekosz. Błąd modułu

Kosin. Kwater n. Kosin. K watem. Kosin. Kwatern.

1 -°pi - ° 1  o| 2 t -0t6k 0 W  + H )
01
■\

2 °i * °le ■21 ‘ -W k 0 °4(oj + H) (>i
3 OŁff. JŁff. 180 ' %0,ok 0 04 uoHV2
4 _ J?Q-Q. 12U * __11120 1 0 °o

<M>08
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Kosinusy 1 
Kosinusy 2 
Kwalemiony 1 
Kwatemiony 2

Rys. 5. Błąd obrotu dla algorytmów: (ći
w funkcji krok

Kosinusy 1 
Kosinusy 2 
Kw alem iony 1 

- - Kw alcruiony 2

Rys. 6. Błąd skali algorytmów: (a) 1-go i 2
kroku obli

Kosinusy 3 
Kosinusy 4 
Kwalemiony 3 
Kwalemiony 4

l-go i 2-go rzędu, (b) 3-go i 4-go rzędu 
i obliczeń T

Kosinusy 3 
Kosinusy -1 
Kwalem iony 3 
Kwalem iony 'I

go rzędu, (b) 3-go i 4-go rzędu w funkcji 
czeń T

Wynik obliczeń numerycznych dla różnych kroków obliczeń T E (0.01 4- 0.2) 
przedstawione są na rys.547.

Porównanie dokładności obliczeń metodą kosinusów kierunkowych i kwa- 
ternionów można również przeprowadzić wyznaczając sumaryczny błąd obcię­
cia szeregu Taylora [10].

Poszukując wariancji z różnicy macierzy B kolejnym kroku i uwzględniając 
współczynniki z tabeli 2 [11] otrzymujemy zależności na sumaryczny błąd 
obcięcia na jednym kroku obliczeń T  dla metody kosinusów kierunkowych:

SBi(ł  + T ) - S B i ( l ) =  0 '+ lB,(/) * =  1,2......n (5.19)
(< +  1)!
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5.832e-02l
0 0.1 0.2

Kosinusy 1 Kosinusy 3
Kosinusy 2 Kosinusy 4

Rys. 7. BI ad przekoszenia dla algorytmów 1-go, 2-go, 3-go i 4-go rzędu w funkcji
kroku T

gdzie indeks i przy macierzach oznacza rząd algorytmu.
Kryterium wielkości macierzy jest jej norma, dlatego do analizy błędów 

przyjmujemy oceny:
I W  =  (5.20)

(i + 1):

gdzie Di(t) -  normy macierzy błędów wywołanych obcięciem wyrazów szeregu, 
rozumiana jako największa z jej wartości osobliwych [12].

Postępując analogicznie ze wzorem (1.0) i tabela. 3 otrzymujemy zależności 
na sumaryczny błąd obcięcia na jednym kroku obliczeń / dla metody kwa­
ternionów:

J)- ( ' ) = ( i - H ) ! ^ l|0,ł' A,(l)l1 ( 5 ' 2 1 )

gdzie D*(t) -  normy macierzy błędów wywołanych obcięciem wyrazów sze­
regu.

Obliczenia numeryczne zostały przeprowadzone dla = u 2 = oj-s =  cj =  1 
[s-1 ] i przedstawione na rys.8 i 9.

6. W niosk i

Porównanie wyników pozwala wnioskować, że wykorzystanie kwaternio­
nów oraz algorytmów wyższych rzędów prowadzi do podwyższenia dokładności 
obliczeń. Błędy przekoszenia i modułu można zmniejszyć sprawdzając ortogo- 
nalność macierzy lub normę kwaternionu. a. następnie dokonując ich korekcji. 
Dobór rzędu algorytmu powinien być jednak optymalizowany pod względem
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Rys. 8. Błąd obcięcia dla algorytmów 1-go rzędu

Rys. 9. 13ląd obcięcia dla algorytmów 2-go rzędu

szybkości obliczeń oraz obciążenia procesora, aby relatywnie mały wzrost 
dokładności nie był osiągnięty znaczym spowolnieniem obliczeń. Ze wstępnych 
szacunków wynika, że algorytmy 2-go rzędu powinny zapewnić wystarczającą 
dokładność.

Otrzymane wyniki będą bardzo pomocne przy projektowania algorytmu 
bezkardanowego systemu orientacji przestrzennej.
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Method of the Aircraft Orientation Calculation with the: Aid of 
Measured Angular velocity vector

Summary

A critical parts of the strapped-down inertial navigation systems are the calcu­
lation algorithms for orientation between t wo co-ordinate systems; i.e., measurement 
(moving) system and navigation (stationary) system. Components of on acceleration 
and angular velocity vectors of the aircraft (A C ) are measured in the moving co­
ordinate system which is fixed to the A C . 'To calculate the AC location the measured 
acceleration shoud be transformed to the navigation co-ordinate system by using of 
the angles of mutual orientation of the two systems obtained earlier. These angles 
form the solution to the differential matrix equation in which the angular velocity is an 
input variable. When orientations of the measurement and navigational co-ordinate 
systems in relation to inertial co-ordinate system are known the calculation of the 
measurement system orientation in relation to the navigation system is quite easy.
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The present day AC  angular velocity reaches 200 ■— /100°/sek. It imposes strong 
requriments 011 quality and measurement ranges of Lite inst ruments, and 011 a proper 
choice of the AC  orientation parameters as functions ol t he measured angular velocity. 
To integrate in real-time the differential matrix equation we need the last computer 
and a proper algorithm.

In the paper the analitical approach to calculation of the AC orientation is the­
oretically presented. The physical interpretation of the orientation described by the 
direction cosine matrix and the Rodrigez-llamilton parameters is given. The diffe­
rential equations and some aspects of their numerical solutions are considered. The 
quality comparision of the different methods of orient ation calculation is carried out.
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ZA STO SO W A N IE  O BSER W ATO R Ó W  DO D IA G N O ZO W A N IA  
W Y P O S A Ż E N IA  PO K ŁA D O W E G O  STA TK Ó W  
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Z d z i s ł a w  G o s i e w s k i  

Z d z i s ł a w  R o c i i a l a

Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa

W  artykule przyjęto, że diagnozowany obiekt jest liniowy, a niespraw- 
nos'ci uzewnętrzniają się w postaci zmian wartości elementów macierzy 
stanu. Opracowano algorytm  identyfikacji zmian w macierzy stanu, przy 
czym  jako sygnały odniesienia wykorzystano sygnały wyjściowe obserwa­
tora zbudowanego dla ’’ sprawnego” obiektu. Proponowane rozwiązanie 
pozwala oceniać on-line stan techniczny obiektu.

1. W stęp

Współczesny statek powietrzny jest obiektem technicznym charakteryzują­
cym się dużą złożonością. Składa się ze zbioru wzajemnie powiązanych i współ­
działających ze sobą zespołów, instalacji, urządzeń, podzespołów i elementów. 
Niemal wszystkie elementy tego zbioru podlegają procesowi sterowania, w 
związku z tym do każdego z tych elementów doprowadzony jest sygnał we­
jściowy i wyprowadzony sygnał wyjściowy.

W  procesie ekspolatacji problemem kluczowym są zagadnienia detekcji i 
lokalizacji uszkodzeń składowych w /w  zbioru. Niesprawności są przyczyną 
zmian stanu obiektu, dlatego śledząc zmiany stanu obiektu można identyfiko­
wać uszkodzenia.

W artykule podjęta zostanie próba oceny stanu i detekcji uszkodzeń z wy­
korzystaniem obserwatora stanu skonstruowanego dla ’’ sprawnego” obiektu. 
Symptomy niezdatności wyznaczane będą na podstawie różnicy sygnału po­
miarowego i wyjścia obserwatora.
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2. Obserwatory stanu

Wprowadźmy pojęcie filtru-obserwatora stanu. Niech będzie dany układ, 
którego wektor stanu x(t) ma nie wszystkie składowe bezpośrednio dostępne 
(mierzalne). W wielu przypadkach pojawia się problem odtworzenia, na pod­
stawce sygnałów sterujących u(t) i sygnałów od powiedzi j/(f), niedostępnych 
zmiennych stanu (składowych wektora stanu x(t)).

Układ, który na bazie sygnałów wejściowych i sygnałów wyjściowych, po­
zwala odtworzyć niedostępne zmienne stanu (rys.l) nazywamy obserwatorem 
stanu lub obserwatorem Luenbergera.

► X 0

x(t)

Rys. 1. Zasada działania obserwatora stanu

Obserwator jest układem dynamicznym, którego charakterystyki są do­
ść swobodnie określane przez konstruktora i jego dynamika nie wpływa na 
dynamikę poddanego obserwacji układu, jeśli estymowany wektor x(t) nie 
jest wykorzystywany dla potrzeb sterowania.

Rozważmy ciągły liniowy stacjonarny układ dynamiczny, złożony np. z 
elementów' elektrycznych, mechanicznych, pneumatycznych itp., lub ich kom­
binacji. Obiekt tego typu można opisać równaniami o postaci:

x(t) =  A x(t) +  B u(t)

2/(0 =  C * (t)

(2.1)
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gdzie:
x n X  1 wymiarowy wektor stanu, 

r X  1 wymiarowy wektor wymuszenia (sterowania), 
p X  1 wymiarowy wektor odpowiedzi (pomiarów), 
n X  n wymiarowa macierz charakteryzująca dynamikę układu, 
n X  r wymiarowa macierz sterowania, 
p X  n wymiarowa macierz odpowiedzi (wyjścia).

Dla takiego układu zbudujemy obserwator pełnego rzędu odtwarzający 
wszystkie zmienne wektora x:

u

y
A
B
C

gdzie:

ż(t) =  F z{i) +  HGc(ź) + B u(i)

F = A-HC

(2.2)

(2.3)

Ostatecznie tak uzyskany obiekt -  układ wraz z obserwatorem -  opisany jest 
następująco:

~i r a ni r  « i r d
(2.4)X A 0 X B

z ~ HC F z + B

3. Błąd obserwatora

Zdefiniujmy błąd obserwatora jako różnicę między sygnałem wyjściowym 
układu i estymowanym sygnałem wyjściowym obiektu:

lub w postaci operatorowej:

e(s) =  y (s ) -  y(s)

gdzie:
y(t) -  sygnał wyjściowy, y(t) =  Cx(t), 
y(t) -  estymata odpowiedzi obiektu:

x
z

(3.1)

(3.2)

W ) = [0 C]

Transformata odpowiedzi układu bez obserwatora jest następująca:

y(s) =  C(sl - A)_1[x0 + Bu(s)]

(3.3)

(3 .4 )
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Wyjście z obserwatora jest estymatą stanu obiektu x(t). Po zastosowaniu 
przekształcenia (3.3) otrzymujemy estymatę wyjścia układu y(t). Transfor­
mata tej estymaty jest odpowiedzią układu z obserwatorem na sygnał we­
jściowy u(s):

y(s) =  [0 C] sl — A 0 
HC F

- i
x o
z0

B
B

u(s) (3.5)

gdzie: xo = x (t0), zo = z (ł0) -  warunki początkowe układu i obserwatora.
Schemat blokowy układu z obserwatorem i detektorem błędu przedstawia 

rys.2.

Rys. 2. Schemat blokowy detekcji błędu obserwatora 

Dokonując przekształceń zależności (3.5), otrzymujemy: 

y(s) =  [0 C]

o<1 - v x0 B
u(s)̂

-HC sl — F l Zo
+ B



3.8)

Odwracając macierz blokową [3] i wymnażając macierze otrzymamy: 

y(s) =  [0 C] •
(3.7)

( s l - A ) - 1[a:o +  B«(s)] _
(s\ -  F)-1 HC(sl -  A )_1[x0 +  Btt(s)] +  (sl -  F)_1[z0 + Bu(s)] _

= C {(sl -  F)“ 1HC(«I -  A )_1[x0 +  Bu(s)] + (sl -  F)_1[z0 +  Bu(a)]}

Macierz (sl — F)-1 wyłączmy lewostronnie przed nawias i uporządkujmy rów­
nanie względem wektorów wejść:

y(s) =  C(sl -  F )-1{HC(5l -  A ) - 1̂  + HC(sl -  A )"1Bu(a) +  *0 +  Bu(s)

=  C(sl -  F)-1 {[HC(sl -  A ) -1 + l]Bu(s) + [HC(sl -  A )"1^  +  *o]} 

Następnie macierz (sl -  A )-1 wyłączmy prawostronnie za nawias: 

y(s) = C (s l -  F )-1[HC +  s l -  A ] (s l -  A )“ I Btł(s) +
(3.9)

+  C(sl -  F )-1[HC(5I -  A)-1 ]x0 +  C(sl -  F )"1^

Korzystając z (2.3) oraz dodając i odejmując w równaniu (3.9) macierz 
C(sl -  F)_1 aro otrzymamy:

y(s) =  C(sl -  F)-1 (sl -  F)(sl -  A)_1Bu(s) +

+C(sl -  F )"1[HC +  sl -  A](sl -  A ) ) -1x0 -  C(sl -  F )"1x0 +  C(sl -  F)-1 z0 

Po uporządkowaniu ostatecznie estymata odpowiedzi ma postać:

y(s) =  C(sl -  A )"1 (x „ +  Bu(s)) + C(sl -  F )"1^  -  x0) (3.11) 

Odejmując od (3.4) estymatę odpowiedzi (3.11) otrzymamy błąd obserwatora:

e(s) =  -C (s l -  F)_1(z0 -  x0) (3.12)

Z powyższego równania można wyciągnąć następujące wnioski:

1. jeśli warunki początkowe są takie same, czyli Zq — xo, to błąd obserwacji 
e(t) =  0 dla każdego t ;
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2. ponieważ macierz F ma wartos'ci własne o ujemnych częściach rzeczywi­
stych, to błąd obserwatora (3.12) będzie dążył do zera dla i —*• oo bez 
względu na warunki początkowe. Stąd wynika, że w stanie ustalonym 
błąd obserwatora jest równy zeru.

W dalszych naszych rozważaniach będziemy korzystali z wniosku drugiego, 
gdyż trudno jest uzyskać początkowy stan obserwatora Zq =  x0.

Macierz stanu zbudowana jest z elementów, których wartości zależą od 
parametrów układu (np. stałe czasowe, współczynniki wzmocnienia, itd.). 
Zmiany tych parametrów można więc wyrazić poprzez zmiany elementów ma­
cierzy A.

Przyjmijmy, że: A jest macierzą stanu układu sprawnego (jest to wzo­
rzec względem, którego będą badane zmiany wywołane w układzie, np. przez 
niesprawności), A jest macierzą stanu układu zaburzonego, przy czym:

gdzie AA jest macierzą zaburzeń -  odchyleniem macierzy stanu od stanu 
wzorcowego.

Przy zerowych warunkach początkowych transformata odpowiedzi ma po­
stać:

4. Zaburzenia macierzy stanu

A = A + AA (4.1)

y(s) =  C(sl -  A — A A )-1 Bu(s) 

a transformata estymaty jest następująca:

(4.2)

C[(sl -  F )-1HC(5l -  A -  A A )-1 +  (sl -  F)_1]Bu(s) =
(4.3)

C(sl -  F)~1[(sl -  A +  HC) -  AA](sl -  A -  A A )-aBu(s) =

C(sl -  A -  A A )_1Bu(5) -  C(sl -  F )-1A A (5I -  A -  A A )-1 Bti(s)

stąd:
e(s) =  y(s) -  y(s) =  Q>l -  F)-1 AA(sl -  A -  A A )-1 Bu(s) (4.4)
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Tak obliczony błąd obserwatora jest błędem dokładnym, jednak z zależności:

71—1
(sl -  A -  A A ) '1 =  £  A-(s)(A + AA)* (4.5)

2— 1

wynika, że jest błędem nieliniowym ze względu na macierz AA.
Jeśli założymy, że macierz A jest dobrze uwarunkowana, tzn. jej wyznacz­

nik:
det A ^ 0

dla pewnego zbioru macierzy AA takich, że ||AA|| -C ||A||. Wówczas możemy 
przyjąć, że:

(sl -  A -  A A )-1 «  (sl -  A)-1 (4.6)

Założenie to później osłabimy. Podstawiając (4.6) do (4.4) otrzymamy:

e(s) =  y(s) -  y(s) =  C(sl -  F)“ 1AA(sl -  A ) -1Bu(s) (4.7)

a więc błąd obserwatora jest liniową zależnością elementów AA.

5. Model regresji liniowej macierzy zaburzeń AA

Niech u(s) będzie znanym sygnałem wejściowym np. wymuszeniem sko­
kowym o transformacie:

u(s) =  —usi (5.1)
s

Błąd obserwatora w stanie ustalonym wyznaczymy korzystając z twierdzenia
o wartości końcowej:

e s =  lim e (t) = lim se(s) (5-2)
t—+ OO 5—+0

Uwzględniając (5.1) i (5.2) w równaniu (4.4) otrzymamy błąd obserwatora w 
stanie ustalonym:

es — CF_1AA(A +  A A )~1bust (5.3)

lub po zlinearyzowaniu z zależności (4.7):

es =  CF_1 AAA_16us( (5-4)

Ostatni związek sprowadzimy do następującego równania macierzowego:

es =  C^AAu^ (5-5)
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gdzie:
C f  -  macierz o wymiarze p X  n, CF = OF"1,
AA -  macierz o wymiarze n x n, 
u a - wektor o wymiarze n X  1, ua — A-161/̂ .

Równanie powyższe można zapisać w postaci:
n n 7 1 n

6/j = ^ ' Ckt ^ ' djjUj — ^ ^  ̂Cki^jjUj k l ,2 , . . . ,p  (5.6)
i=l t = l t=l j = 1

gdzie:
Ckii^ij  ~ elementy macierzy odpowiednio C f, AA, 
ek,U{ -  elementy wektorów odpowiednio es,iiA- 

Każde z powyższych równań jest równaniem pomiaru błędu obserwatora. 
Liczba równań p jest zwykle mniejsza od liczby poszukiwanych parametrów 
dij ,  których liczba odpowiada liczbie niezerowych elementów macierzy AA, 
czyli maksymalnie S =  n2.

Zgodnie z [5] liczba N  pomiarów podanych równaniem (5.6) powinna 
spełniać warunek N > S, a tym samym liczba powtórzeń zestawu tych równań 
powinna wynosić co najmniej N/p zaokrąglone w górę. Pomiary powtarzane 
są dla różnych wartości ust aby uniknąć liniowej zależności równań (5.5). 

Równanie (5.5) sprowadzimy do postaci:

— Cfc a -(- sk k — 1,2, ...,p  (5.7)

gdzie:

Cję ~  [cfclt/l, Cfcl/U'2i •••, k̂X̂ nt , Cfc2̂ 2, ••*,
a T  =  [ a n ,  f l l2 , •••,a ln ,  ^21, fl22j " M a nn]

oraz £k -  rzeczywisty błąd k-tego pomiaru wyjścia detektora błędu obserwa­
tora.

Załóżmy, że spełniony jest warunek (5.6). Wówczas liczba równań obser­
wacji stanowi wielokrotność liczby p i wynosi N. Zbiór tych równań zapiszmy 
w postaci macierzowej:

e =  Xa -f e (5.8)

gdzie:

e =  [et];vxi X =  [cjtjyvxS £ =  [£fc]wxi

a wymiar wektora a zbudowanego z poszukiwanych parametrów pozostaje 
bez zmian i wynosi S.



Niech a  będzie oceną wektora a, taką, że równanie modelu obiektu przyj­
mie postać:

e =  Xa (5.9)

Natomiast błąd oceny wynosi:

X =  e - e  =  e - X a  (5.10)

Minimalizując sumę kwadratów błędu:

s = XTX = (e -  Xa)T(e -  Xa)  (5.11)

otrzymamy estymatę szukanych parametrów [5]:

a =  (XTX ) " 1XTe (5.12)

Ponieważ:

a  = [Sn, aw, a2i ,a 22, ...,flnn] (5.13)

to z elementów wektora a  budujemy macierz AA.
Wróćmy obecnie do nieliniowego równania (4.3) względem AA. Otrzy­

mane oszacowanie AA wprowadzimy do wzoru na wektor u
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u( i )  — ! A _L A  A \ - l
'A (A + AA) bust (5.14)

i powtarzamy cały cykl obliczeń otrzymując nowe oszacowanie:

Q ( l )  _  r j j ( l )  j j ( l )  ~ ( 1 )  - ( 1 )  - ( i )  - ( 1 ) 1
“  “  la l l  ’ a 12 ’ ’ fl21 ’ a 22 ’ (O . lO j

Jeśli różnica:

a (1> - a < 7  (5.16)

gdzie 7 jest dopuszczalną wartością błędu, to obliczenia kończymy. Jeśli nie, 
to powtarzamy, otrzymując a W aż do spełnienia warunku:

a W _ a (k-i) < 7 17^

Ostatecznie algorytm obliczeń elementów macierzy zaburzeń AA będzie 
taki jak na rys.3.

15 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 3. Algorytm wyznaczania elementów macierzy AA
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Rys. 4. Układ drugiego rzędu

6. P rzyk łady num eryczne

Dany jest układ drugiego rzędu przedstawiony na rys.4.
Parametry układu są następujące: Si =  —2, 52 =  —1, ki = 1, &2 = 1. W 

przestrzeni stanów układ jest opisany równaniem:

x\
x 2

—si ki
0 - s 2 +

Ze struktury macierzy i danych wynika, że:

1-2
0 -1 B =

Analiza elementów macierzy X ze wzoru (5.8) wskazuje, że liczba nie­
zależnych liniowo kolumn lub wierszy będzie równa max[liczba wejść, liczba 
wyjść]. Ponieważ dalej zamierzamy identyfikować stałe czasowe Si i/łub s2, 
przyjmując, że ewentualne niesprawności będą zmieniały ich wartości, to roz­
patrzymy dwa przykłady.

W  pierwszym przykładzie równanie pomiaru ma postać:

y = [i o]
Xx
x 2

(6.1)

gdyż zakładamy, że pewna niesprawność powoduje zmiany tylko i wyłącznie 
stałej s2-
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W drugim przykładzie równanie pomiaru ma postać:

’  1 0 '

0 2 *2
(6 .2 )

gdyż obecnie przyjmujemy, że inna niesprawność powoduje jednocześnie 
zmiany obu stałych czasowych Si i s2.

6.1. Przykład 1

Budujemy obserwator pełnego rzędu opisany równaniem (2.2). Macierz H 
jest macierzą kolumnową dwuelementową, a macierz F wynosi:

F = A -  HC
- 2 1

— h2 —1

i jej równanie char akterystyczne jest następujące:

det[Al — F] =  A2 -)- (3 -)- /?.i )A -f- 2 -(- h\ -f- h2 — 0

Załóżmy, że projektowany obserwator ma mieć macierz F o podwójnej wartości 
własnej równej —3. To daje równanie charakterystyczne:

det[AI -  F] = (A +  3)2 = 0

Z porównania współczynników przy tych samych potęgach A w powyższych 
dwóch wielomianach otrzymamy: hi = 3, h2 =  4. Tym samym macierz F 
ma postać:

r - 5  1 
- 4  -1

Aby przeprowadzić symulację algorytmu z rys.3 przyjmujemy, że macierz 
stanu w wyniku pewnej niesprawności zmienia się i wynosi:

A =

a więc macierz zaburzeń jest równa:

AA =

-2  1 
0 -O i

0  0

0 0.2
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Dokonujemy pomiaru błędu obserwatora poprzez jego obliczenie ze wzoru: 
et- =  CjtAAua-, gdzie ua = A bust dla dwóch różnych wartos'ci usti = 0.5, 
ust2 =  1- Tak obliczony błąd obserwatora obciążamy przypadkowymi błędami 
pomiarowymi nie przekraczającymi 2% jego wartos'ci. Z zależności (5.8) wy­
znaczmy elementy macierzy X = [xi £2], gdzie tym razem, tak jak w algoryt­
mie z rys.3, ua = A~1bust. Estymatę szukanego parametru «22 otrzymamy 
z zależności (5.12). Wprowadzając pierwsze oszacowanie ct̂ 1) =  0.2502 do 
macierzy AA, czyli:

AA -  [ 0 0 
~  [ 0 0.2502

powtarzamy cały cykl obliczeń otrzymując nowe oszacowania a^1), a (2)5 Q,(3), ___

Wynik działania algorytmu z rys.3 zastosowanego do identyfikacji parame­
tru S2 przedstawiony jest na rys.5.

Nr iteracji

Rys. 5. Przebieg obliczeń parametru s2 = —<222 po jego skokowej zmianie

Z rys.5 wynika, że już po czterech krokach błąd oszacowania przyrostu 
parametru 52 jest mniejszy niż 0.15%.
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6.2. Przykład 2

Obecnie macierz C ma postać wynikającą ze wzoru (6.2). Niech macierz 
F ma postać: F =  diag[—3, — 3]. Otrzymamy ją w tej postaci po przyjęciu we 
wzorze (2.3):

r 1 0.5 
0 1H

Przyjmujemy, że dła pewnej niesprawnos'ci macierz stanu wynosi:

-1.5
0

1
- 0.8

a więc macierz zaburzeń ma postać:

AA = 0.5 0 
0 0.2

Działając w sposób podobny jak w przykładzie 1 otrzymamy oszacowanie 
obu stałych czasowych Si i S2- Wynik działania algorytmu z rys.3 zasto­
sowanego do identyfikacji parametru i S2 przedstawiony jest na rys.6. 
Ponownie, już w czwartym kroku iteracji osiągnięto wysoką dokładność obu 
parametrów (z błędem nie przekraczającym 1%).

7. Wnioski

W  artykule zaproponowano zastosowanie obserwatorów stanu do oceny 
stanu technicznego tych podzespołów wyposażenia pokładowego, które posia­
dają sygnały wejścia-wyjścia. Przyjęto, że niesprawności układu uzewnętrznia­
ją się w postaci odpowiednich zmian wartości elementów macierzy stanu A. 
Tym samym identyfikacja on-line tych elementów jest podstawą oceny stanu 
technicznego.

Dla sprawnego układu zbudowano obserwator pełnego rzędu. Identyfikację 
parametrów prowadzono wykorzystując różnicę sygnałów wyjściowych z uk­
ładu i z obserwatora. Takie podejście ma następujące cechy (zalety):

• można zastosować model liniowej regresji, a poprawki na nieliniowości 
modelu względem parametrów można obliczyć w procesie iteracyjnym;
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Nr iteracji

Rys. 6. Obliczenia parametrów s i =  — S n  oraz so =  —S22

• liczba estymowanych parametrów wzrasta wraz z liczbą sygnałów we­
jściowych łub wyjściowych;

• dokładność estymacji jest ograniczona jedynie dokładnością pomiarów.
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Summary

It is assumed that the diagnosed device is described by linear coordinates in the 
state space and its unfitness manifests in the changes in entries of the state matrix. 
The identification algorithm of these value changes is presented. Outputs of the 
observer, built for a ’’ good” device, are used as reference signals. The method allows 
estimation of the on-line device condition.
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W  pracy przedstawiono model fizyczny sterowanego samolotu z odkształ- 
calnym układem sterowania sterem wysokości (z masowym urządzeniem 
wspomagającym -  tzw. bob-weight’em), uwzględniając geometrię i 
rozkład mas układu sterowania sterem wysokości (rys.1-^-3). Model ma­
tematyczny wyprowadzono korzystając z równań Boltzmanna-Hamela 
dla układów holonomicznych, wyrażając energię kinetyczną badanego 
systemu w ąuasiprędkościach.
W  trakcie badań prototypów samolotu 1-22 ’’ Iryda” wystąpiły problemy 
związane z funkcjonowaniem ” bob-weight’a” . Ponieważ chciano okre­
ślić ich przyczynę to powyższy model zastosowano do badań symulacyj­
nych samolotu z wykorzystaniem zapisu parametrów (po przeprowadze­
niu ich identyfikacji) wybranego lotu doświadczalnego samolotu testo­
wego, [3-ś-7].
Model matematyczny i symulacyjny został zweryfikowany w oparciu o 
dane lotu 270 (zad.6) prototypu PZL 1-22 ’’ Iryda” [4,5]. Chcąc określić 
wpływ dynamiki masowego urządzenia wspomagającego na lot samolotu 
przebadano jego różne konfiguracje na drodze symulacji numerycznej. 
Obliczenia wykonano m.in. przy następujących założeniach:
-  różne masy M 2 masowego urządzenia wspomagającego [3,4],
-  różne warunki początkowe symulacji (’’ stały” przebieg siły pilota lub 
stały przebieg kąta wychylenia steru wysokości) [4,6],
-  występowanie wiskotycznego tłumienia K tz  w zespole H c3 4,7],
-  różne charakterystyki masowe i aerodynamiczne samolotu 7]. 
Niektóre wyniki przedstawiono na rys.4-f-19.

Wykaz oznaczeń

Jh v [kgm2] -  moment bezwładności steru wysokości względem jego 
osi obrotu,
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Jm -tj [kgm2] -  moment bezwładności masy A/2 masowego urządze­
nia wspomagającego względem jej osi obrotu,

J j v [kgm2] -  moment bezwładności j-tej dźwigni względem jej 
osi obrotu,

Jmiv [kgm2] ~ moment bezwładności masy M\ względem jej osi 
obrotu,

m [kg] -  masa samolotu,
K ci  [N/m] -  współczynnik zastępczej sztywności układu stero­

wania,
I i c 2 [N/m] -  współczynnik zastępczej sztywności pilota,
K'c3  [N/m] -  sztywność amortyzatora masy M2,
K ca [N/m] -  sztywność zawieszenia masy A/2»
K ti [Ns/m] -  współczynnik tłumienia wiskotycznego układu ste­

rowania,
K j 2 [Ns/m] -  współczynnik tłumienia wiskotycznego pilota,
I±t3  [Ns/m] -  współczynnik tłumienia wiskotycznego amortyza­

tora masy M 2 ,
K k o r  [-] ~ współczynnik korekcji,

-  pochodna aerodynamiczna momentu pochylające­
go względem zmian prędkości wznoszenia,

M q H, M qh  -  pochodne aerodynamiczne momentu zawiasowego 
steru wysokości,

M yjj, M q R -  składowe momentu zawiasowego od sił grawitacyj­
nych,

Mppi, -  pochodne momentu sił potencjalnych działających
na układ sterowania,

M zh  , M 2 u ~ pochodne momentu sił potencjalnych działających 
na ster wysokości,

Mb w i M b w  ~ pochodne momentu sił potencjalnych działających 
na ’’ bob-weight” ,

M q 'k , ^ b w  ~ pochodne momentu sił tłumienia tłumika K jz ,
Mzh-> MZH ~ pochodne momentu zawiasowego od sił tłumienia, 
M p lR,M j)2R -  pochodne momentu sił tłumienia działających na 

układ sterowania,
M zh  [Nm] -  moment zawiasowy steru wysokości,
M pilo t  [Nm] -  moment siły pilota,
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nz [-]
Pdh  [N]
Q [rd/s]
Qn  [rd/s]
Q m  [rd/s]
Q d [rd/s]
Sr, [kgm]

S Mi, [kgm]

S Dr, [kgm]

Sjr, [kgm]

X g , Zg , M q 
X a ,%a , M a

X ti  Z j ,  M t  
X q , Zq , M q

X ql, Z,jl, Mg 1

XaZH i ZaZH, M aZH

X q h , Zq h , M q h

x i i V i i  Zi  [m ]

a zII [deg]
SH [(k'g]
Sdj [deg]

qi =  6h [deg] 
q2 = S2 [deg]

współczynnik obciążenia,
siła na drążku,
prędkość kątowa pochylania,
prędkość kątowa steru wysokości,
prędkość kątowa masy M2,
prędkość kątowa drążka sterowego,
moment statyczny steru wysokości względem
jego osi obrotu,
moment statyczny masy M2, masowego 
urządzenia wspomagającego względem jej 
osi obrotu,
moment statyczny drążka sterowego wzglę­
dem jego osi obrotu,
moment statyczny j-tej dźwigni względem 
jej osi obrotu,
składowe sił i momentów sił grawitacyjnych, 
składowe sił i momentów sił aerodynamicz­
nych,
składowe sił i momentów sił ciągu, 
pochodne aerodynamiczne od prędkości ką­
towej przechylania,
pochodne aerodynamiczne od wychyleń ste­
ru wysokości,
pochodne aerodynamiczne od kąta zaklino­
wania steru wysokości,
pochodne aerodynamiczne od prędkości ką­
towej steru wysokości,
współrzędne i-tego węzła względem układu 
0 xyz,
kąt zaklinowania steru wysokości, 
konstrukcyjny kąt zaklinowania masy M 2, 
kąt wychylenia j-tej dźwigni układu stero­
wania,
kąt wychylenia steru wysokości, 
kąt wychylenia masy M2,
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q3 =  [dog] -  kąt wychylenia drążka,
Ki [-] -  współczynnik przyłożenia geometrycznego 2-tej

dźwigni.

1. Wprowadzenie

Badania doświadczalne prototypów samolotów mają za zadanie sprawdze­
nie zaproponowanych przez konstruktora rozwiązań technicznych i wyelimino­
wanie popełnianycli błędów. Badania takie z samej swojej istoty są bardzo pra­
cochłonne i kosztowne. Obserwowany w dzisiejszych czasach gwałtowny rozwój 
nauk ścisłych i technik symulacyjnych pozwala na przeprowadzanie badań sy­
mulacyjnych przynajmniej części proponowanych rozwiązań konstrukcyjnych, 
ograniczając niezbędne badania prototypów i zmniejszając ostatecznie koszt 
opracowania nowego samolotu.

W  trakcie prac nad samolotem PZL 1-22 ’’ Iryda” powstała konieczność 
zmniejszenia obciążeń na drążku pilota w trakcie wykonywania dynamicznych 
manewrów. Celem spełnienia przepisów budowy statków powietrznych i wy­
magań technicznych narzuconych przez odbiorcę samolotu postanowiono za­
stosować w systemie sterowania sterem wysokości -  bob-weight tj. masowe 
urządzenie wspomagające, załączane w trakcie manewrów przekraczających 
nz = +1.7.

Masowe urządzenie wspomagające w systemie sterowania sterem wysokości 
samolotu może być stosowane tak do dociążania, jak i odciążania układu w 
trakcie dynamicznych manewrów (pętle, wyrwania etc.).

Jednakże, w trakcie badań doświadczalnych prototypu, pojawiły się pro­
blemy z funkcjonowaniem tego urządzenia. Wystąpiła konieczność wykonania 
lotów doświadczalnych celem między innymi doboru właściwych charaktery­
styk sztywnościowych i masowych tego elementu systemu sterowania.

Celem uniknięcia w przyszłości bardzo wysokich kosztów badań empirycz­
nych, postanowiono w Instytucie Lotnictwa stworzyć narzędzie umożliwiające 
przeprowadzanie doboru charakterystyk systemu sterowania na drodze symu­
lacji numerycznej, tak obecnie dla 1-22, jak i w przyszłości dla innego samolotu 
(po odpowiedniej identyfikacji parametrycznej).

Spotykane w literaturze [1,2,8,11,12] istniejące modele matematyczne sy­
stemów sterowania samolotem nie umożliwiały zrealizowania założonych celów, 
bowiem uwzględniają one wyłącznie sztywność i tłumienie układu sterowania. 
Natomiast, aby było możliwe przeprowadzanie doboru elementów systemu ste­
rowania sterem wysokości samolotu w symulowanych warunkach lotu, należy
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uwzględnić nie tylko odkształcalność układu sterowania, ale i jego geometrię 
oraz rozkład mas.

2. Model fizyczny i matematyczny

Klasyczny model fizyczny sterowanego samolotu ma szes'ć stopni swobody
[2,4,9,11] i jest przedstawiony na rys.l i 3.

Rys. 1. Przyjęte układy odniesienia

Przyjęto dodatkowe założenia rozszerzające model podstawowy [3,4]:

• układ sterowania sterem wysokos'ci z masowym urządzeniem wspoma­
gającym (bob-weight) jest układem odkształcalnym o trzech stopniach 
swobody (rys.2),

• na obiekt działają również siły sprężystos'ci i tłumienia układu sterowa­
nia.

Ogólne równania ruchu sterowanego samolotu z odkształcalnym układem 
sterowania sterem wysokos'ci z masowym urządzeniem wspomagającym w lo­
cie przestrzennym wyprowadzono, w ąuasi-wspólrzędnych, w układzie sztywno 
związanym z samolotem 0xyz  (rys.l), stosując równania Boltzmanna-Hamela 
dla układów holonomicznych [3,4], Masowe urządzenie wspomagające zasto­
sowano w kanale podłużnym sterowania, a za tym zasadnym jest przyjęcie 
do analizy numerycznej zagadnienia zawężonego tylko do ruchu podłużnego 
samolotu, jakim są wyrwania czy pętle w płaszczyźnie pionowej.
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Rys. 2. Schemat kinematyczny odksztalcalnego układu sterowania sterem wysokos'ci 
samolotu PZL 1-22 z masowym urządzeniem wspom agającym

Rys. 3. Siły i momenty sil działających na samolot w locie (oraz ich składowe) w
układzie samolotowym Oxyz



S y m u l a c j a  n u m e r y c z n a  l o t u . 239

Po wprowadzeniu uproszczeń równania ruchu przyjmują następującą formę 
w zapisie macierzowym [4]:

gdzie:

AV + BV = Q*

wektor przyspieszeń:

V = col[U, W , Q , Qh, Q m , Qd] 

wektor prędkości:

V = col [U ,W ,Q ,Q h ,Q m ,Q d\

macierz sił zewnętrznych [4]:

(2 .1)

F
M C o l [ X ,  Z , M , Q * ql , Q q 2 , Q q3\

(2 .2)

(2.3)

(2.4)

jest postaci:

X g  +  X j  +  X A  +  X q Q  +  X q \(j\ +  X a Z H a Z H  +  X q h Q h

Z g  +  Zt  +  Z a  +  Zq Q + Zgiqi + Zaz n a z H  + Zq h Q h

Mg +  M t +  M a 4- Mq Q 4- Mq\q\ +  Mazn<yz n  4- Mq h Q h

Q* =  M z h  +  +  M qHQ +  M q j j Q h  +  Q d M z h +

- Q h ^ zh  +  ^ z i ) (fó ~ M z u (h

~ ^ B w ( ~  6Pm) + Mgyy(QM + k2Qd)

~ M PILOT — +  MdrQi “  ^^D/V/3 — ^DFl(q2 ~ ^Af) + 
+Qh MJ)2r — QdM dr + M q\{Qm  + Qd )

gdzie:
zmodyfikowana macierz bezwładności:

m 0 Bq B i B2 - B d '
0 m Cq C i c 2 - C D
0 Cq -  M W J y  +  2  I I q Ei e 2 - E d

Bi Ci Ex JHt) 0 0
b 2 c 2 e 2 0 JMtj 0

. - B d - C D - ed 0 0 h .

(2.5)
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— macierz sprzężeń dynamicznych:

0 mQ a q ^1 ^2 - A d
mQ 0 - D q - D 1 - d 2 D d

D _ ~ A q D q 0 F i + G  1 f 2 -f g 2 Fd -  GdD —
-C\Q  BiQ -A S x 0 0 0
—C2Q B 2 Q - a s 2 0 0 0

. Cd Q - B d Q ASd 0 0 0

Wprowadzono następujące oznaczenia:

7 8

■h = Jiv +  k\Jm\v + kIJd\ov + E  E  k ? /.1 Jr]
i = 1 j = 2

11 8 12
a q

1WII II M ba l X >
t'=l 2=1 i=9
11 8 12

Cq = E C ’> - C 'i 2 Dq 11 M b 1- E ° .
t =i 2 = 1 2 =  9

8 12
Hq II M £ M

2=3 2=9
4 8 7 11Ad =  /I3 +  E  E  k'Ai “  E  E  Aj +  ^ 8^12

2—1 j = 4 2=5 j= 9

8 12

Bd = B3  +  E  E  Ki Bj
i= 1 j= 4
4 8 7 11

Cd — C3 +  E  E  K{Cj — E  E  +  K s C i 2
t= l  j= 4  i=5 j= 9

4 8 7 11
Dd =  D 3 +  ^  E  K,ylj — E  E  + KgAi2

2 =  1 j~ 4  2 =  5 J=9
8 12 11 

E d  =  Y , E > ~ H  E > F D  =  J 2 F i ~ F n
2=3 2=9 2=3

8 11

= E  Gt' — E  + (j'12
2=3 2=9

8 11

a s d = E  ASi - E 7 1 + ^ 's’i2
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Bi =  Sht, sm(aZH +  <7i) 
Ci = SHi) cos(azii + 7i)

Fi  =  Q h S h v [zo h  cos( oizh  +  9 i )  +  x o h  s i n ( a ^ / /  +  f/i)]

/ / i  =  5 / /7)[zoh  sin (a^ // +  ę i) -  .To// co s (a z // +  <7i)]

Cl = S h i,[ (2 Q zoh  + U) cos (o izh  + 9i) + (2 Q x 0 h  ~  W )  sin (a z H  + 9i)] 
ASi = Q S h v[ z o h  cos(az// + ęi) + x q h  sm(cnzH + 9i)]

-Ł '2 =  J M  q +  H'2

F2 = QmSmv(zbo  c o s  72 +  x Bo  sin ę2)
II2 = Sm v(z Bo  sin ę2 -  i b o  c o s  q2)
G 2 = Sm ^ Q zbo + U )cosq2 +  (2Qxbo -  VF)sinę2)
/ł5 2 =  Q S m v( z b o  c o s  q2 +  xb o  sin 72)

Przykładowo podano zastosowane oznaczenia dla węzła E układu stero­
wania (rys.2):

G4 =  KiS2n[(2QzEO +  U) sin(K1ę3) +  (2Q xE0 -  W ) cos(Kig3)j 
7/4 = S2v[z e o  c o s ( k 1 73 )  -  x EO s i n ( K ! 73 )]

Użyte oznaczenia dla pozostałych węzłów (rys.2) układu sterowania podano 
w pracach [3,4].

Otrzymanych 6 dynamicznych równań ruchu uzupełnionych związkami ki­
nematycznymi tworzy układ równań ruchu samolotu z odksztalcalnym uk­
ładem sterowania sterem wysokos'ci, z masowym urządzeniem wspomagającym 
w kanale pochylania [3-f7].

Po odpowiedniej identyfikacji parametrycznej: masowej, geometrycznej, 
aerodynamicznej, sztywnościowej, układ równań (2.1) scałkowano numerycznie

^2 — [Q + Q m }C2 
D 2 = [Q +  Q m ]B2

B2 =  Smv sm q2 
C 2 =  S m i ) c o s  q2

A4 = [Q -  k i Q d \Cą B4 = S 2vcos(K iq3)

=  [Q -  K i Q d ] B 4 C 4 =  S 2r)sin(K iq3)

E4 = k i[J2v +  II4\

F4 = aci Qd S2v[zeo sin(Kiq3) + x EO cos(Kjry3)]

3. Symulacja numeryczna i wnioski

16 — Mechanika w lotnictwie
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dla warunków początkowych odpowiadających zadaniu 6 lotu 270 prototypu 
1-22 1ANP01-04 metodą Rungego-Kutty IV stopnia [4].

1111111; 1111 
is 15 20 a

rnrvrp"! I I  | I I I I I I I ! I I I ! I ! I i I I I I I I I !

35 10 15 50 56 60 65 70 75

Rys. 4. Przebieg wysokos'ci lotu nr 270 (zad.6) prototypu 1-22 z dn. 4.10.1991 r

0.24-
I n I 1 I

j  -  Kejes Iro c  }*_ i  I o tu_
-----(-~Cb I icTjen io 1

: 1111111111 rriTfTi 111 ri rrp 11111 n ..f 111111 i ri 1111111 n 11111111 n 1111 i'n
5 10 15 75 TO -W -fi B0 S5 60 65 70 75

C/06 ( s)

Rys. 5. Przebieg prqdkos'ci kątowej pochylania Q  =  f ( t )

Po przeprowadzeniu weryfikacji porównawczej modelu matematycznego 
metodą rekonstrukcji trajektorii lotu [5] -  rys.4 4- rys.10, przeprowadzono 
cykl symulacji numerycznych dla różnych wartos'ci parametrów masowego 
urządzenia wspomagającego w układzie sterowania sterem wysokos'ci [3,4].

Obliczenia wykonano przy różnych założeniach początkowych -  tj. przy 
stałej trajektorii lotu i stałym przebiegu niezbędnej siły pilota. Na rys. 11 
4- rys. 14 przedstawiono wyniki dla różnych mas M2 masowego urządzenia 
wspomagającego w trakcie analizowanego fragmentu lotu samolotu 1-22 [34-6].

Na. rys.15 4- rys.19 przedstawiono uzyskane rezultaty dla różnych mas sa-
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C;be (s)

Rys. 6. Przebieg współczynnika obciążenia n z =  /(< )

C/OS (s)

Rys. 7. Przebieg kąta wychylenia steru 6j{ =  f ( t )

Czas ( s)

Rys. 8. Przebieg momentu zawiasowego M z n  =  f ( t )  -  współczynnik korekcji
Kkor =  1.3
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Cza* (s)

Rys. 9. Przebieg niezbednej siły pilota Pdh — f(t )  ~ współczynnik korekcji
I<kor =  1.37

Rys. 10. Przebieg niezbędnej siły pilota P p n  =  f ( n z )  -  w 4 wyrwaniu -  od 66s do
73s lotu

Rys. 11. Przebieg wysokos'ci lotu. Obliczenia dla 3 wariantów masy M 2 przy
ustalonej sile pilota
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Rys. 12. Przebieg współczynnika obciążenia nz = f(t)

Rys. 13. Przebieg kąta wychylenia steru 6// = f ( t )

Rys. 14. Przebieg Pd/nz — f(Vrzecz) w trakcie 4 wyrwania (do nz = 4.5) -  od 66s
do 73s lotu
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Rys. 15. Przebieg wysokości lotu. Obliczenia dla różnych mas samolotu
z tłumieniem T ez

Rys. 16. Przebieg współczynnika obciążenia n z

O l O  2 0  3 0  4 0 ,  r  . 5 0  6 0  7 0
t [ s ]

Rys. 17. Przebieg niezbędnej siły pilota
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Rys. 18. Przebieg P d/nz =  f ( V rzeCz)
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Rys. 19. Gradient siły pilota

molotu przy wprowadzeniu do układu masowego urządzenia wspomagającego 
tłumika K t3  w zespole K c 3 [4,7].

Można zaobserwować znaczący wpływ tłumienia K j 3 na przebieg siły 
pilota -  stłumienie gwałtownych oscylacji tej siły -  rys.14 i rys.18. Rys.19 
umożliwia bezpośrednie odniesienie się do przepisów budowy statków powie­
trznych. Analiza gradientu siły pilota jest jednym z celów przeprowadzania 
badań w locie prototypów samolotów.

Model matematyczny sterowanego samolotu z odkształcalnym układem 
sterowania z masowym urządzeniem wspomagającym, umożliwia przeprowa­
dzanie doboru charakterystyk masowych, geometrycznych, sztywnościowych
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czy geometrycznych układu sterowania sterem wysokości samolotu PZL 1-22 
w różnych konfiguracjach masowych i aerodynamicznych.

Przedstawiony model matematyczny pozwala na przeprowadzanie weryfi­
kacji przyjętych rozwiązań układu sterowania sterem wysokości już na etapie 
wstępnych prac projektowych. Po przeprowadzeniu identyfikacji układu ste­
rowania -  możliwe jest również zastosowanie opracowanego modelu do analizy 
własności dynamicznych innego samolotu.
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Problem of the Dynamie Effect of Bob-Weight in the Aircraft 
Deformable Elevator Control System on Flight

Summary

Physical and mathematical modelling of the subsonic jet trainer -  attack aircraft 
with deformable elevator control system is presented in the paper. Model construc­
tion based on mathematical modelling of controlled aircraft with deformable elevator 
control system and ” bob-weight” , together with the flight data from a test flight (equ­
ipped with on-board recorders) for developing a data base to be used for parameter 
identification [4] has been presented.

To analyze the efFects of ” bob-weight” appering in deformable elevator control 
system and dynamics of the aircraft it was assumed that the mechanical system repre­
senting the aircraft is the classical six degree-of-freedom rigid body. Elevator control 
system with ” bob-weight” and pilot is considered to be deformable and modelled by 
the equivalent stiffness and viscous damper of the control system, and the equivalent 
stifTness and viscous damper of the pilot (Fig.2).

Simulations were carried out after reducing the complete set of equations o f motion 
[4] to longitudinal form only, Eqs (2.1) -r (2.6), on the IBM -PC computer system with 
the aid of the Runge-Kutta differential equation solving procedure [3,4,5,6,7].

The program has been verified for a fragment of the test flight no. 270 (task 6) 
of prototype PZL 1-22 ’’ IR Y D A ” [4,5]. After that, several numerical simulations for 
the flight, were carried out, for the following cases:

— mechanical control system of the elevator has different ” bob-weight” masses M o
[3,4],

— different initial conditions for simulation (steady pilot stick force run or steady
elevator angle run) [4,6],

— equivalent viscous damper appears run in A 'c3 assembly [4,7],

— aircraft has different aerodynamic and weight configuration [7].

Some sample results are presented in Fig.4 4- Fig.19.
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Politechnika Rzeszowska

W  procesie projektowania samolotu, ważną grupą ograniczeń są wyma­
gania dynamiczne (stateczność i sterowność). W  pracy pokazano wpływ 
poziomu tych wymagań na cenę i średnie bezpośrednie koszty operacyjne 
(na przykładzie samolotu rolniczego).

Postać konstrukcyjna samolotu, jego własności lotne i użytkowe, determi­
nowane są w najwcześniejszych fazach projektowania: projekcie koncepcyjnym 
i wstępnym (rys.l). Według danych literaturowych w poprawnie prowadzonym 
cyklu projektowania i realizacji samolotu etapy te (5 -f 10% kosztów pro­
gramu) określają ostateczną postać konstrukcji (w 70 -r 85%) oraz wpływają 
zasadniczo na koszty realizacji całego programu [2,10,13,14],

Doprowadzenie rozwiązania nietrafionego lub odległego od optimum do 
dostatecznej zgodności z założeniami wiąże się z dodatkowymi znaczącymi 
nakładami finansowymi oraz stratą czasu. Uzyskuje się przy tym połowiczny 
efekt zmian z uwagi na ograniczenia wynikłe z wcześniej przyjętych rozwiązań 
(klinicznym przykładem takiej sytuacji był M-15 Belfegor). Jest zatem nie­
zmiernie istotne, by główne parametry techniczne samolotu wyznaczać z 
dostateczną dokładnością przede wszystkim w fazie opracowywania i dopraco­
wywania koncepcji nowego samolotu.

Projektowanie jest procesem intelektualnym, zmierzającym do celowego 
kreowania rzeczywistości. Proces ten jest równoznaczny z tworzeniem mo­
delu fragmentu rzeczywistości, badaniem go a następnie przekształcaniem w 
materię (lub proces). Skuteczne projektowanie możliwe jest w oparciu o po­
prawny model (matematyczny) samolotu i jego otoczenia, przy czym przez po­
prawność należy rozumieć zarówno zgodność wielkości jak i tendencji zmian 
własności modelowanego samolotu wywołanych zmianami jego parametrów. 
W  praktyce model taki składa się z szeregu powiązanych ze sobą podmodeli 
(modeli niższego rzędu), opisujących wybrane własności i sfery działania sa­
molotu (rys.2).
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Rys. 2.

Model odzwierciedlać powinien wszystkie istotne cechy i własności użyt­
kowe samolotu w zależności od pewnej liczby wielkości charakteryzujących 
samolot, uznanych za zmienne procesu projektowania. Celowy wybór tych 
zmiennych, umożliwiający w możliwie dużym zakresie spełnienie wymagań i 
ograniczeń nakładanych na konstrukcję i własności samolotu przy równocze­
snym minimalizowaniu (maksymalizowaniu) kryteriów oceny, sprowadza pro­
jektowanie do typowego zadania optymalizacji formalnie dającego zapisać się
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w następującej postaci:

Fc x- ^  m in (/c(z ,))mm

xf <  x t <  x \  i =  1, n
V  ... < G j ( x )  < 0  j  — 1,..., m  

I I k { x )  = 0 k =  1,

funkcje kryterialne, 
zmienne optymalizowane, 
dolna i górna granica zmiennych, 
ograniczenia funkcyjne, nierównościowe, 
ograniczenia funkcyjne, równościowe, 
liczba zmiennych,
liczba ograniczeń nierównościowych, 
liczba ograniczeń równościowych.

X{

n
m

Optymalny dobór głównych parametrów samolotu jest zadaniem trud­
nym. Duża liczba istotnych parametrów samolotu, mnogość przeciwstawnych 
wymagań i ograniczeń, przy skromnym zasobie informacji (wymagających 
dodatkowych założeń o ’’ poprawności rozwiązań szczegółowych” , ’’ zasadzie

rannego postępowania. Wśród różnego rodzaju uwarunkowań i ograniczeń 
kształtujących postać samolotu, jedną z istotniejszych grup, z reguły trakto­
wanych zgrubnie, są wymagania dotyczące stateczności i sterowności. Słabo 
widoczne związki tych wymagań z podstawowymi cechami osiągowymi trak­
towane są jako wystarczające uzasadnienie takiego postępowania.

Ocena własności dynamicznych samolotu, szczególnie na wczesnych eta­
pach projektowania opierać się musi na dwu zasadniczych założeniach:

• wymagania muszą uwzględniać przyjęte dla samolotu przepisy budowy 
samolotów;

• uformowana w oparciu o przyjęte wymagania postać konstrukcji musi 
’’ potencjalnie” gwarantować osiągniecie zadowalających charakterystyk 
dynamicznych.

Pamiętać warto, że samo spełnienie wymagań przepisów stanowi podstawę 
uzyskania certyfikatu, nie gwarantuje jednak dobrych własności dynamicznych 
samolotu. Potwierdzeniem tego faktu jest istnienie znacznej liczby pozaprze- 
pisowych kryteriów oceny dynamiki samolotu [1] i znane problemy z doprowa-

syntezy” itp) w wstępnych fazach projektowania wymaga szczególnie sta-
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dzeniem samolotu do poziomu własności akceptowanych przez pilotów. Kryte­
ria formułowane w przepisach i wykorzystywane w projektowaniu samolotów 
można podzielić na:

• ideowe -  określające pożądane cechy w formie opisowej;

• liczbowe -  określające zakresy liczbowe lub wartości graniczne charakte­
rystycznych wyróżników ruchu;

• psychofizyczne -  określające obszary parametrów odbieranych popraw­
nie przez pilota.

Cywilne przepisy brytyjskie (BCAR), amerykańskie (FAR) i za nimi eu­
ropejskie (JAR) precyzują wymagania w sensie minimów bezpieczeństwa a 
nie jakości zachowania się samolotu. Nieco inaczej (szerzej i bardziej szcze­
gółowo) przedstawiane są te zagadnienia w wojskowych przepisach ameryka­
ńskich (MIL). Przydatność kryteriów wynikających bezpośrednio z przepisów 
do prac projektowych we wczesnych fazach jest ograniczona z powodu:

• barku dostatecznej informacji o samolocie;

• zbyt dużych nakładów pracy na uzyskanie wyniku;

• binarnego charakteru kryteriów nie pozwalających na wartościowanie 
własności.

Formowanie dynamiki samolotu powinno odbywać się w związku z tym 
w oparciu o takie kryteria, które przy skromnym zasobie informacji i nie­
wielkich nakładach pracy pozwolą uzyskać potencjalnie poprawne rozwiązanie. 
Sformułowanie ’’ potencjalnie poprawne rozwiązanie” należy rozumieć jako ta­
kie, dla którego możliwie male będzie ryzyko:

• niespełnienia wymagań przepisów;

• uzyskania niepoprawnych własności z punktu widzenia, pilota;

• istotnej ingerencji w konstrukcję samolotu na etapie dowodzenia popraw­
ności własności.

Z tych względów szczególnie interesującą formę kryteriów uzyskać można 
analizując związki liczbowych wielkości charakteryzujących wybrana formę ru­
chu, opisaną zazwyczaj uproszczonymi równaniami ruchu (izolowanymi) i oce­
nami pilota (PR -  Pilot Rating) wyrażonymi w skali Coopera-IIarpera lub 
podobnej [4,9,12,15]. Cechą charakterystyczną tego rodzaju kryteriów jest
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powiązanie cech technicznych samolotu z oceną wyrażoną w formie liczbowej, 
w skali odczuć pilota.

W pracach [7] i [8] przedstawiono metodykę i założenia systemu opty­
malizacji parametrów samolotu rolniczego. Postać konstrukcyjna samolotu 
formowana jest w nim przez założony schemat kompozycji samolotu, ogra­
niczenia nałożone na konstrukcję, własności użytkowe (w tym dynamiczne), 
prawne i inne. Obszar rozwiązań porządkowany jest względem kryterium eko­
nomicznego (średniego bezpośredniego kosztu obróbki pola). Samolot rolni­
czy, wbrew powszechnemu mniemaniu, jest złożonym systemem technicznym 
mocno uwarunkowanym rodzajem wykonywanych zadań i warunkami bezpie­
czeństwa lotu. Samolot taki z natury rzeczy lata ’’ nisko, powoli” i bardzo 
dynamicznie. Profil użytkowania narzuca ostre wymagania zarówno w odnie­
sieniu do stateczności jak i sterowności samolotu. Interesująca wydaje się być 
odpowiedz na pytanie, na ile ostrość wymagań dotyczących dynamiki samolotu 
wpłynie na postać konstrukcji, jego cenę i wartość kryterium.

W przykładowych obliczeniach przyjęto dwa poziomy wymagań określone 
ocenami wg. Coopera-IIarpera PR  < 3.5 i PR < 6.5, co odpowiada od­
powiednio dobrym i dostatecznym własnościom dynamicznym. Wariantowane 
wymagania dynamiczne zestawiono w tabeli 1. zaś postać niektórych kryteri­
ów pokazano na rys.3 do rys.6.

Tabela 1

Oceniana cecha
Poziom oceny pilota

3.5 6.5
Zapas statecz. statycz. z trzymanym drążkiem 0.2 0.1
Oscylacje krótkookresowe 3.5 rys.3 6.5 rys.3
Oscylacje długookresowe 3.5 rys.4 6.5 rys.4
Wzgl. prędk. obrotu ustalonego (wzgl.osi x ) 0.15 0.075
Holendrowanie 3.5 rys.5 6.5 rys.5
Ruch spiralny 3.5 rys.6 6.5 rys.6

Pozostałe wymagania (konstrukcyjne i osiągowe) oraz warunki wykonywa­
nia zadań w każdym wariancie były identyczne.

Przeprowadzone obliczenia wykazują, że uwzględnienie fizycznych kryte­
riów oceny dynamiki samolotu ma istotny wpływ na ukształtowanie postaci 
samolotu. Wymierne i znaczące są koszty uzyskania dobrych własności dy­
namicznych. Względne rezultaty obliczeń dla wybranych, ważniejszych pa­
rametrów technicznych i ekonomicznych samolotu formowanego przy różnych 
poziomach wymagań zawarto w tabeli 2. Rezultaty odniesiono do rozwiązania 
uzyskanego dla wymagań na poziomie oceny PR  =  3.5.
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Rys. 3. Oscylacje krótkookresowe [9]

Rys. 4. Oscylacje długookresowe [4]

Rys. 5. Holendrowanie [9]
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PR = 5.6

P R - 3.5

-0.20 -0.10 000 0.10 1/1-Q5 0.20

Rys. 6. Ruch spiralny [3]

Tabela 2
Wielkość 6.5/3.5

Masa Startowa 0.98
Moc maksymalna 0.98
Powierzchnia nos'na 1.1
Długość kadłuba 0.97
Wzgl. powierzchnia usterzenia poziomego 1.05
Wzgl. powierzchnia usterzenia pionowego 1.04
Cena samolotu 0.96
Wzgl. średni bezpośr. koszt obróbki poła 0.94
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Summary

In the aircraft design process, the important group of constraints are dynamics 
requirements (stability and control). This work shows influence of those requirements 
level on price and mean direct operating costs (on the example of agricultural aircraft).
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W  pracy przedstawiono model matematyczny astatycznego autopilota 
śmigłowca uwzględniający jego dynamikę. Przy formułowaniu praw 
sterowania wykorzystano metodę rozdzielenia ruchów. Osobno rozpa­
trzono sterowanie w ruchu podłużnym i w ruchu bocznym. Przed­
stawiono przykład obliczeniowy dla jednej prędkos'ci lotu i przebiegi 
współczynników wzmocnienia w całym zakresie prędkości oraz wnioski.

1. Wstęp

Niestateczność śmigłowców jednowirnikowych na większości zakresów lotu 
powoduje konieczność zastosowania środków poprawiających ich własności dy­
namiczne. Są to najczęściej systemy automatycznej stabilizacji. Jedną z 
ich funkcji jest zapewnienie tłumienia wszystkich ruchów własnych układu 
śmigłowiec-autopilot co ułatwia sterowanie śmigłowcem. W pracach [1,2] poka­
zano sposob określenia praw sterowania na bazie metody rozdzielenia ruchów, 
której podstawy przedstawione są w [3]. W [1,2] metoda ta została rozwinięta 
poprzez rezygnację z niektórych założeń upraszczających. Rozpatrzono tam 
modelowanie praw sterowania dla autopilota statycznego, w oparciu o roz­
dzielone na ruch podłużny i ruch boczny równania ruchu śmigłowca. Obecnie 
zagadnienie to zostanie rozszerzone poprzez uwzględnienie dynamiki samego 
autopilota. Nadal bazować się będzie na rozdzielonych równaniach ruchu.

2. Fizyczny i matematyczny model śmigłowca

Za podstawę do rozwiązania sformułowanego powyżej problemu przyjęto 
’’ samolotowy” model śmigłowca, w którym kadłub potraktowano jako bryłę
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sztywną. Uwzględniono ruch sztywnych łopat względem przegubu pozio­
mego i osiowego, zaś śmigło ogonowe jest bezprzegubowym i bezmasowym 
źródłem siły ciągu równoważącym moment oporowy i zapewniającym sterow­
ność kierunkową. Model ten, opisany szerzej w pracach [1,4] daje uproszczony 
zlinearyzowany układ równań przestrzennego ruchu śmigłowca:

C i +  Dx  +  Es = 0 (2.1)

gdzie:
x — [tt, v, w, p, </, r, (p, ijĄ -  wektor przyrostów parametrów lotu:

U, V, W  -  prędkości liniowych środka masy kadłuba w układzie 
związanym z kadłubem 0XkUkZk,

P ,Q ,R  -  prędkości kątowych kadłuba w układzie 0xkykZk,
& ,$ ,&  -  kątów pochylenia, przechylenia i odchylenia kadłuba, 

s — [A0O, A ks, A tjs, A(j)so] -  wektor przyrostów parametrów sterowania:
0o -  kąta skoku ogólnego wirnika nośnego, 
ks -  kąta sterowania w ruchu podłużnym, 
r]s -  kąta sterowania w ruchu bocznym.
4>so -  kąta skoku ogólnego śmigła ogonowego.

Do dalszych obliczeń równania ruchu przestrzennego (2.1) rozdzielono na 
równania ruchu podłużnego i równania ruchu bocznego poprzez pominięcie 
wszystkich elementów macierzy C, D, E sprzęgających oba ruchy (tak prze­
kształcone macierze oznaczono indeksem górnym *). Następnie przekształcono 
otrzymane równania do postaci:

* = -C*"1D*a;-C*-1E*s (2.2)

3. Model matematyczny autopilota

Założono, że system automatycznej stabilizacji reaguje na zmianę prędkości 
liniowych (u, v, w), prędkości kątowych (p, q, r), oraz kątów (i?, ip, i/>). W yko­
rzystano zlinearyzowane równania ruchu śmigłowca (2.2). Dodatkowo, zgodnie 
z metodą rozdzielenia ruchów przyjęto, że kąty: pochylenia 0 ,  przechylona 
$  i odchylenia są niewielkie i że:

p =  yp q =  i) r =  (3-1)
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3.1. Stabilizacja w ruchu podłużnym

Na podstawie (2.2) i (3.1) ruch podłużny śmigłowca opisano równaniami: 

u =  X uu +  X ww +  Arąq + X dd +  X e°A0o +  X k°A ks

w = Z uu + Zww + Zqq + Z^d +  Ze°A0o +  Z k’ A ks
(3.2)

q =  M uu +  M ww +  M qq +  M'3 d +  M e°A90 +  M K‘ A ks 

i) = q

gdzie pochodne X u, ..., X Ks, Z u,..., Z Ka, M u,..., M Ks są elementami macierzy
- C —1 D* i - C —1 E*.

Z równań (3.2) widać, że w ruchu podłużnym śmigłowiec ma trzy stopnie 
swobody, odpowiadające przyśpieszeniom u,w,q. Natomiast sterowanie w 
tym ruchu może odbywać się za pomocą zmiany jedynie dwóch parametrów 
sterowania: 60 i ks. Oznacza to, że rozdzielić można jedynie dwa ruchy, 
zaś trzeci jest od nich zależny. Zakładając, że niezależny jest ruch pionowy i 
pochylanie śmigłowca zmiany kątów sterowania przedstawić można w postaci:

A0o =  A0oa +  A 0ok  (3-3)
A ks — A ksą -f- A ksk  (3.4)

Zgodnie z metodą rozdzielenia ruchów A0oa i Ak„^ zapewniają 
stabilizację, zaś A 60x  jest częścią kompensującą wpływ «,«;,< /,$  i A ks 
na przyśpieszenie w, a A k,sk  uniezależnia przyśpieszenie q od w i od A 0o. 
Zapisać je można następująco:

A OoK = t~2Uu +  T%WW +  T^q +  T^'0 +  t$k A ks (3.5)

A ksK =  rfww +  T̂ g A0O (3.6)

Warunki kompensacji są następujące:

Z uu +  Zu’w +  Zqq +  Z^d + Z K‘ A ks +  Zd°A9oK =  0
(3.7)

M ww +  M e°A 80 +  M *‘ A ksK = 0

Wstawiając wyrażenia (3 .3 )^  (3.6) do równań (3.2) przy wykorzystaniu (3.7) 
otrzymano współczynniki r* i r|:
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z u 1- /w k z qIIV? II, 3V-" ~~z^ T2 q ~ ~~ze~o

Tk — ZK‘
Tk ~

K e

TUo

0

11
t2k — Z0O 1 w — M K‘ M K>

k z * 
T™ ~ Z Bo

(3.8)

Układ (3.2) przekształcono do postaci:

u  =  X u u +  X ww  +  X qq +  X * t i  +  X e° A 6 0 +  X K’ A n s

w =  Zs°AOoA
(3.9)

q =  M uu +  M qq +  +  M Ka A ksA 

i) =  q

Wyrażenia opisujące A0o i A/cs na podstawie (3.3) 4- (3.6) przedstawono w 
formie:

A60 = cv{fg0 +  r l f K) (3.10)

A ks =  Cp( f K +  T̂ gofgo) (3-11)

gdzie:

f 6o =  A 6oA +  T%UU +  T%qq +  r2V 0 (3.12)

f K = A ksA +  rfww (3.13)

1
1 — Tk1 T160T2k

(3.14)

Wstawiając (3.10) i (3.11) do pierwszego z równań (3.9) otrzymano: 

u = X uu +  X ww +  X qq + X *d  +  X d°A0oA +  X k°A ksA

w =  Z9°A6oA

q =  M uu + M qq +  M d +  M KsA ksA 

d =  q

(3.15)
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gdzie:

X B° =  cp( x 9° +

X K° =  cp( x K° 4  X 6°t$\

X 1 Y w _l V*s 
A  +  A  r u

X u +  X e°T.k2u

X '1 = X q +  X 9 ° T % q  (3.16) 

X *  =  X * +  X e°T^

Układ równań (3.15) uzupełniony zostanie prawami sterowania, uwzględniają­
cymi dynamikę układu stabilizacji:

Tg0A6oA 4  M oA -  t w w  

TK/\ksA +  A ksA = t u u  + rqq +  Ttfd
(3.17)

Równanie charakterystyczne układu równań (3.15) i (3.17) ma następującą 
postać:

(3.18)

Stanowi ono podstawę do obliczenia występujących w (3.17) stałych czasowych 
Tga i Tk oraz współczynników wzmocnienia t w , ru, rq, t $ .

Równanie (3.18) przedstawić można w ogólnej postaci:

s1 - X w - x * -X* - X 6° - X K*
0 A 0 0 - Z 6° 0

—M u 0 A -  M q - M d 0 - M Ks
0 0 - 1 A 0 0
0 Te0 0 0 A + 0

_ IlL 0 _ lŁT* _liL 0 A 4- K

A6 -j- A5A5 4- A j A4 4- ./I3A3 -f- A2X2 4 AjA + Aq — 0 (3.19)

Zakładając dalej, że ruch podłużny jest superpozycją dwóch ruchów aperio- 
dycznych o stałych czasowych Tft i T 2̂ oraz dwóch ruchów periodycznych 
tłumionych o stałych czasowych Tjn  i TfI2 oraz współczynnikach tłumienia 
£ // 1 * £//2 równanie charakterystyczne (3.19) przedstawić można jako iloczyn 
wielomianów charakterystycznych układów pierwszego i drugiego rzędu:

A6 4- / ł 5A5 4- /I4A4 -f- .A3A3 4- A 2 A2 4" A -ł- Aq —

= (A 4- Pi)(A2 4  P2 A +  Ą )(A  4- Ą )(A 2 4- -P5A 4  Pe)

(3 .2 0 )
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gdzie:

P, i P2 =  i| a
T% T ’,n  W „ )

P, = ~  f t  =  Pt, ~ 1

2

(3.21)

T P  °  'T'P °  / 'T P  \ 2
1 1 2 / / 2  \ 1 1 2 /

Z (3.20) i (3.21) wynika, że zakładając stałe czasowe oraz współczynniki 
tłumienia otrzymać można następujące ruchy własne:

y = - ^ -  a-  - ( & , ) »
I I  r p p  A H  1 , 2  7">P ^  r p p  1

1 n  1 i i \  ± I I \

AP ____L  Ap = ^ /2 + \/1 ~ ^ 72)2j
7 2  r p P  7 / 3 , 4  7~>P r p p

1 1 2  1 7 7 2  i  7 7 2

(3 .22)

Jednocześnie otrzym uje się następujące związki m iędzy współczynnikam i A;

i P r-

A 0 =  (PiPaKĄPs)

^ i  =  (P 3 +  P 1 P2X P 4P6) +  (P iP 3)(P 6 +  P4P5) 

/ l 2 =  (P i +  P 2X P 4P6) +  (Pa +  P iP 2)(P 6 +  P4P5) +  (P 1 P3X P 4 +  Ps)

"43 =  P4P6 +  (P l +  p 2) (P 3 +  P4P5) +  (P 3 +  P 1 P 2X P 4 +  P5 ) +  P 1 P3 

^ 4  =  (P6 +  P4P5) +  (P i +  P 2X P 4 +  P 5) +  P3 +  P 1 P 2 (3 .23)
"4s =  P4 +  P5 +  Pi +  p 2

Z (3 .18) wynika, że współczynniki Aj- (i =  0 ,. . . ,  5) są funkcjam i poszukiwanych 
wielkości Tg0, TK, r„,, ru, r? , określających postać praw sterowania (3 .17).

W  rezultacie otrzym uje się układ sześciu równań algebraicznych nielinio­
w ych, które zapisać m ożna w ogólnej postaci:

A j  =  A j ( T Bo, T k , t u, r „  t#, r^ ) j  =  0 ,. . . ,  5 (3 .24)

Jego rozwiązanie pozwala na określenie stałych czasowych oraz współczynni­
ków wzmocnienia charakteryzyjących, wraz ze współczynnikami kompensacji
(3.8), układ automatycznej stabilizacji w ruchu podłużnym.
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3.2. Stabilizacja w rucliu bocznym

Układ równań opisujących ruch boczny śmigłowca jest na podstawie (2.2) 
i (3.1) następujący:

v = Y vv + Ypp + Y rr + Y v<p + Y VsA t]s + Y*“  A4>so 

p = U v  + Up + LTr + L*(p + LVsAr]s + L+“  A<t>so
(3.25)

r =  N vv -f N pp +  N rr + N v<p + N VsAr)s -f N^’°A(f)so

ip = p \j) =  r

gdzie pochodne Y v, ..., Y^JO, Lv, ..., U so, N v, ...,N ^so są elementami macierzy 
-C * -1 D* i -C * _1E*.

W równaniach (3.25) pominięto pochodne względem kąta odchylenia Y ^ , 
U , jy t  ponieważ są one równe zeru. Podobnie jak w przypadku ru­
chu podłużnego i w ruchu bocznym śmigłowiec ma trzy stopnie swobody, 
odpowiadające przyśpieszeniom v, p, r i tylko dwa parametry sterowania 
T]s i <j)so, które przedstawione zostaną w postaci sumy członów odpowiedzial­
nych za stabilizację Ar)Sj\ i A<f>aj\ oraz członów kompensacyjnych A t)sk  i 
A(f>sK '•

A  rja =  A rjsA +  ArjsI< (3.26)

A(fiso =  A(J>sa +  A(j)sK (3.27)

A4>sK jest częścią kompensującą wpływ v, p, ip i Arjs na przyśpieszenie r, 
zaś A t]sk  uniezależnia przyśpieszenie p od r i A <f>so. Zapisać je można 
następująco:

A  t}sK =  rfrr +  T^soA(j)S0 (3.28)

A  <t>sK =  t%vv +  i~2pP +  r ,̂<p + r^Arjs (3.29)

Warunki kompensacji są następujące:

U r  +  U sArjsK +  A(f>so =  0

N vv +  N pp +  N v(p +  N Vs Arjs +  N ^ A ^ k  -  0
( 3 . 3 0 )
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Wstawiając wyrażenia (3.26) -j- (3.29) do (3.25), przy wykorzystaniu (3.30) 
otrzymuje się zależności określające współczynniki r* i występujące w 
(3.28) i (3.29):

(3.31)

k _  Nv k _  NP k Nv 
r 2 u  J\[<t>so T ^P N <t>so

k _  NVa k _  LT k l4,’ °
r 2 ł)  jy< t> ,o  7"l r  L,ris T ^ o  ~  jT r ; s

Z układu (3.25) otrzymujemy:

t> =  Y v V +  y pp +  Y Tr +  Y v<p +  Y v’ Ar)s +  Y+“  A<j>s0

p =  Lvv +  Lpp +  Lv<p +  LVsA t]sA

r =  jVrr +  N^3°A(/)sA

tp =  p ip — r

Wyrażenia określające A ^  i A 4>so na podstawie (3.26) i (3.29) przedstawić 
można w formie:

Arjs = cb(fr) +  Tj 0so/ t )  (3.33)

r2„J

(3.32)

A<fiso =  C fc ( / r  + r t f r , )  (3.34)

gdzie:

fr, = ArjsA +  r*rr (3.35)

f T = A  <f>sA +  T$vv +  T%pp (3.36)

c* = 1— i— f  (3-37)
1  -

Wstawiając (3.33) i (3.34) do pierwszego z równań układu (3.32) otrzymuje się: 

v =  Y v v +  Y pp +  Y Tr + Y v(p +  Y v, A t]sA +  Y * ’ °A<t>sA

p =  Lvv +  Lpp + L^ip +  LrisAr]sA

r =  N Tr +  N^’ °A(f)sA 

=  p tp — r

(3.38)
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gdzie:

Y Vs = cb(Y ^  +  Y+'°t^  

Y * ’ ° =  cb(Y+ ‘ ° +  Y r'’ T*lj>s)  

Y v =  Y V +  Y + " t%v

Y v — Y p +  Y^’° r k2  p

Y r =  Y r +  Y VsTit (3.39) 

Ŷ p — y *

Układ równań (3.38) uzupełniony zostanie prawami sterowania w ruchu bocz­
nym uwzględniającymi dynamikę układu stabilizacji w ruchu bocznym:

TvAf]sA +  Ails A =  rvv +  Tpp +  Tv <p 

T^A^sA +  A<f>sA = Trr +
(3.40)

Równanie charakterystyczne układu równań (3.38) i (3.40) przedstawić 
można w postaci:

A - Y v _ y p _ Y r _yv> 0 _ y »n 01

- L v

a.1 0 -L * 0 - L Vs 0
0 0 A -  N r 0 0 0 01

0 -1 0 A 0 0 0
0 0 - 1 0 A 0 0

__2jl
Tr,

_ Iz. 0 _ Iz. 
Tr, 0 A + nr-1 n 0

0 0 Tr
T<t> 0 _  liŁ 

T<t> 0 A +  t;

(3.41)

Na podstawie (3.41), podobnie jak w przypadku ruchu podłużnego, można 
określić stałe czasowe Tv i Tj, oraz współczynniki wzmocnienia r„, rp, tv , tt , 

t$, tv . W tym celu równanie to przedstawia się w ogólnej postaci:

A7 +  AqX6 +  A 5 A5  + A 4 A4  + A 3 A3  + A 2 A2 -f- AiA -f- Aq — 0 (3.42)

Zakładając, że ruch boczny jest superpozycją trzech ruchów aperiodycz- 
nych o stałych czasowych Tjq, T jl i T|2 oraz dwóch ruchów periodycznych 
tłumionych o stałych czasowych T\n  i T //2 oraz współczynnikach tłumienia

* C//2 równanie charakterystyczne (3.42) przedstawić można jako iloczyn 
wielomianów charakterystycznych układów pierwszego i drugiego rzędu:

A7  +  A($A  ̂-f- A 5 A5  4- A 4 A  ̂4~ A 3 A3  4- A 2 A2 4* A\X 4~ Ao — 

= (A +  P0)(A + Pi)(A2 + P2 X +  P3)( A + P4)(A2 4- P5X +  P6)

(3 .4 3 )
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gdzie:

Po =  

P . =

1
n̂b 
110

K  = w
7 1

IIcC 2f fn
r ? ,,

P3

1 p _  2 ^ 7 7 2 1
f f 2  ̂ rpb 

1 1 1 2

-*6 —
( ^ 7 2 ) 2

(T" i )2(3 ,4 )

6
1

7 0  -

6 _ 1

7 1  -
~ 7 ^

6 1

7 2

11

Z (3 .43) i (3 .44) wynika, że zakładając stale czasowe oraz współczynniki 
tłumienia otrzym ać m ożna następujące ruchy własne:

A
"  T°iq

±  (3 .45)
1m  J/ / i

\b _  £ //2  i ~
7/3,4 /Tnf, ^ 5

772 772

Jednocześnie otrzym ano następujące związki m iędzy współczynnikami >1,- i 

^0 = PqRqCq

A\ =  P o(R iC o  +  R 0C 1 ) +  RqCq

A 2 =  P q {R 2Co 4- R\C\ +  R 0C 2 ) +  ( R 1C 0 +  RqC\)

A 3 =  Po(Co  +  R 2C 1 +  P 1 C 2 +  Ro)  +  ( R 2C 0 +  R\C\ 4- R 0C 2 ) (3 .46) 
A 4 =  P o(C i 4- R 2C 2 +  P i )  +  (Co +  R 2C 1 +  R yC 2 +  Ro)

A 5 =  P o ( C i  +  R 2 )  +  ( C j  +  R 2 C 2 +  R i )  

Aq =  Po +  C2 +  R 2

gdzie oznaczono:

R o  =  P 1 P3 R i  =  P 3 +  P1 P2 R 2 =  P l  +  P2
(3 .47)

Co =  P4P6 C , =  P6 +  P4P5 C 2 =  P4 +  P 5

Z (3 .41) wynika, że współczynniki A{ ( i =  0 ,. . . ,  6) są funkcjam i poszu­
kiwanych wielkości Tv, 7^, r„ , rp, rv , rr , r^,, tv określających postać praw 
sterowania (3 .40).
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W rezultacie otrzymuje się układ siedmiu równań algebraicznych nielinio­
wych, które zapisać można w ogólnej postaci:

A j  =  Ajir^T^Ty.T^T^Tr.T^,) j  =  0 ,...,6  (3.48)

Jego rozwiązanie pozwala na określenie stałych czasowych oraz współczynni­
ków wzmocnienia charakteryzyjących, wraz ze współczynnikami kompensacji 
(3.31), układ automatycznej stabilizacji w ruchu bocznym.

4. Przykład obliczeniowy

W  celu sprawdzenia poprawności przedstawionego powyżej algorytmu 
przeprowadzono obliczenia szczegółowe dla śmigłowca klasy W-3 Sokół w za­
kresie prędkości lotu 0 -r 250 km/h.

Poniżej pokazane zostaną dane wejściowe oraz postać praw sterowania dla 
prędkości lotu 100 km/h, a także przebieg współczynników wzmocnienia au­
topilota w całym zakresie prędkości lotu.

W obliczeniach założono, że rozkład prędkości indukowanej w płaszczyźnie 
wirnika nośnego jest stały. Przyjęto, że śmigłowiec realizuje ustalony lot po­
ziomy, którego parametry pokazano w [1] oraz w [5].

4.1. Ruch podłużny śmigłowca

W ruchu podłużnym dla prędkości lotu 100 km/h występujące w równa­
niach (3.2) wielkości mają następujące wartości:

u w <1 0o

X -0.029281 0.00185 1.5096 -9.80629 -3.1258978 -10.856883
z -0.067603 -0.47314 27.775 0.26977 -51.980201 -21.691597
M 0.007604 0.00245 -0.4442 0.0 1.5764250 5.4088934

W obliczeniach założono, że w tym ruchu stałe czasowe oraz współczynniki 
tłumienia są odpowiednio równe:

Tpn  = 1.2 Tfn = 2.0 Tf2 =  1.6 Tr; n  = 0.8
e m  =  em  =  ° '7

co odpowiada następującym ruchom własnym:

Xpn  =  -0 .833 \vm a  =  -0 .45  ±  0.2179 I45i 
\vn  =  -0 .625 \vm Ą  = -0 .875 ±  0.89269i
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Obliczone na podstawie (3.8) współczynniki wzmocnienia określające części 
kompensujące kątów sterowania A 6qk  i Ak,/x- mają następujące wartości:

t£u = -0.0013 t£w = -0.0091023 r%q =  0.5313548 
t 2* , =  0.00519 r2fcK =  -0.4173 
t£w =  -0.000462 Tf0o =  -0.29145

Natomiast współczynniki zapewniające stabilizację w ruchu podłużnym są od­
powiednio równe:

t w  =  0.0068707 t u =  0.00176535 
rq = -0.196540 r,9 = -0.148396

zaś stałe czasowe układu sterowania mają następujące wartości:

Tdo =  0.68571429 TK =  0.459454

Wykorzystując określone powyżej wartości współczynników wzmocnienia 
oraz stałe czasowe obliczone zostały wartości i wektory własne w oparciu o 
metodę Fadiejewa [6,7]. Wektory własne zostały ubezwymiarowione i unor­
mowane zgodnie z algorytmem pokazanym w [1] i [4], Wyniki przedstawiono 
w tabelach.

Xpn  =  -0.83.333 Xpn j 2 = —0.45 ±  0.2179i
u* 0.003338 —0.0426475 ±  0.0917235i
10* 0.283705 0.0
q* -0.002660 0.0178881 ±  0.0049933i

0.085396 -0.744869 ±  0.65758li
0*0 0.955083 0.0
K*s 0.004135 0.00669103±  0.0462128i

XPI2 =  -0.625 A/ /3,4 =  -0.875 ±  0.8927i
u* 0.0176964 —0.0120657 ±  0.0390081i
w* 0.356070 0.0
q* -0.00593959 -0.0369885 ±0.0262782i
0* 0.254215 0.152487±  0.95893i
0*o 0.899022 0.0
< 0.0000880947 0.198386±  0.11882i

Podobne obliczenia sprawdzające przeprowadzono w całym zakresie pręd­
kości lotu otrzymując założone ruchy własne.
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4.2. Rucli boczny śmigłowca

W ruchu bocznym dla. prędkości lotu 100 km/h występujące w równaniach
(3.25) wielkości mają następujące wartości:

V P r <P Vs 4* so

Y -0.09586 -1.4731 -27.304 9.8041 -9.146443 12.29230
L -0.03032 -0.8984 0.0869 0.0 -12.71722 2.741855
N 0.05557 0.0301 -0.7544 0.0 -0.4474 -19.1856

Założono, że w tym ruchu stale czasowe oraz współczynniki tłumienia są 
odpowiednio równe:

Tjq =  0.5 T hn  =  0.4 Tj2 =  1.0 TjI1 = 1.4
Thm  = 1-8 Pm = °-9 $ i 2 = °-9

co odpowiada następującym ruchom własnym:

A/o =  -2 .0  Xhn =  -2 .5  Xb12 =  -1 .0
a //i,2 =  -0.64285714 ±  0.31135i \bU3A =  -0 .50  ±  0.24216105i

Obliczone na podstawie (3.31) współczynniki wzmocnienia określające części 
kompensujące kątów sterowania A (f>sK i At)sk  mają następujące wartości:

t$v =  0.002896 r2*p = 0.001568 t2v, =  0.0 
t£v =  -0.02332 r*. = 0.006834 r ^ to =  0.215602

Natomiast współczynniki zapewniające stabilizację w ruchu bocznym są od­
powiednio równe:

rv =  -0.0001179 rp = 0.0784769 = 0.0920512 
t t = 0.01426365 = 0.0143279

zaś stałe czasowe układu sterowania mają następujące wartości:

Tv = 0.261699 T0 = 0.445322

Podobnie jak w przypadku ruchu podłużnego w oparciu o powyższe warto­
ści współczynników wzmocnienia oraz stale czasowe obliczone zostały wartości 
i wektory własne.
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\pIO =  -2 .0

CN1II A/2 =  -I-O
V* 0.0764468 -0.0303324 0.0563137
V* 0.0692008 -0.0891451 0.0372901
r* 0.0253784 -0 .0 0.0

-0.925561 0.953852 -0.997511
r -0.339436 0.0 0.0
V *s 0.122070 -0.285129 -0.0202283
<ł>*so 0.0440739 0.0 0.0

A//i,2 =  -0.64286 ±  0.3113i A//3,4 =  - ° - 50 ±  0.2422i
V* 0.0732438±  0.0114310i 0.0925514 ±0.0121581i
P* 0.0199052±  0.0176022i 0.0161344 ±  0.0127710i
r* 0.0 -0.000601689 ±  0.00130337i

-0.958244 ±  0.268348i -0.967225 ±  0.214802i
0.0 -0.00128116 ±  0.06911i

-0.0589014 ±  0.00929764i -0.0663675 ±  0.00360347i
<ł>*so 0.0 -0.000226622 ±  0.000665525i

Tak jak dla ruchu podłużnego, również w przypadku ruchu bocznego, obli­
czenia sprawdzające przeprowadzone w całym zakresie prędkości lotu dały 
założone ruchy własne.

5. Wnioski

Na rys.l -f rys.4 pokazano współczynniki wzmocnienia autopilota, a na 
rys.5 jego stale czasowe w funkcji prędkości lotu śmigłowca.

Rys.l i rys.2 odnoszą się do ruchu podłużnego. Na rys.l pokazano 
współczynniki zapewniające kompensację określone wyrażeniami (3.8). Rys.2 
przedstawia przebieg współczynników zapewniających stabilizację ruchów 
podłużnych śmigłowca, które otrzymano z rozwiązania układu (3.24).

Rysunki 3 i 4 pokazują przebiegi współczynników wzmocnienia w kanałach 
sterujących ruchem bocznym. Na rys.3 przedstawiono współczynniki kompen­
sacji obliczone w oparciu o (3.31), zaś na rys.4 współczynniki zapewniające 
stabilizację ruchów bocznych, które wyznaczono rozwiązując układ (3.48).

Stale czasowe autopilota w ruchu podłużnym i bocznym pokazano na rys.5. 
Otrzymano je rozwiązując układy nieliniowych równań algebraicznych (3.24) 
i (3.48).
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Rys. 3. Współczynniki kompensacji w ruchu bocznym

Rys. 4. Współczynniki stabilizacji w ruchu bocznym
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Rys. 5. Stale czasowe autopilota w ruchu podłużnym i w ruchu bocznym

Analiza rysunków 1 4 - 5  pozw ala sformułować następujący wniosek:

• Ze względu na dużą zm ienność, ze zmianą prędkości lotu , niektó­
rych spośrod współczynników wzm ocnienia oraz stałych czasow ych 
w ystępujących w prawach sterowania nie m ożna zaprojektow ać autopi­
lota  astatycznego o stałych współczynnikach wzmocnienia, który zapew ­
niałby w szerokim zakresie prędkości lotu , realizację przez śm igłowiec 
założonych ruchów, nawet gdyby nie występowały wzajem ne sprzężenia 
m iędzy ruchami podłużnym  i bocznym .
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Mathematical Model of Astatic Autopilot Helicopter on the Basis of 
Method of Separation of Motions

Summary

A mathematical model of a astatic a utopilot has been presented. Autopilot 
dynamics has been included into the model. The control laws of the autopilot have 
been formulated on the basis of the method of separation of motions. The control laws 
of longitudinal and lateral motions have been considered separately. The numerical 
example for one flying speed and the variations of compensation and amplification 
coefficients and time constants for whole range of flying speeds have been presented.
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Politechnika Rzeszowska

W  pracy przedstawiono metodę analizy symetrycznych obciążeń ma­
newrowych samolotu odksztalcalnego. Przykład obliczeniowy ilustruje 
zastosowanie metody pod kątem identyfikacji wpływu odksztalcalnos'ci 
skrzydła na stan obciążenia szybowca w manewrze o zadanym w czasie 
przebiegu wychylenia steru wysokos'ci. Zaproponowane podejście może 
być zastosowane do badania szerokiej klasy zagadnień z zakresu dyna­
miki ruchu odksztalcalnych obiektów latających.

1. Wstęp

W ramach wymagań wytrzymałościowych formułowanych przez prze­
pisy zdatności sprzętu lotniczego [11,12,13] żąda się, aby struktura podsta­
wowa samolotu zdolna była do przejęcia wszystkich obciążeń dopuszczalnych 
z uwzględnieniem zmian w ich rozkładzie i wielkości wynikających na skutek 
skończonej sztywności konstrukcji oraz działania obciążeń dynamicznych. Dla 
wielu samolotów krytycznymi okazują się obciążenia powstające w locie, pod­
czas ewolucji wywołanych akcją pilota. Manewry te podzielić można na dwie 
grupy.

# Manewry, w których zmiany sił czynnych są stosunkowo powolne, 
a wynikające w następstwie zmiany przyśpieszeń małe. Odkształcenia 
konstrukcji w tego typu quasiustalonym manewrze można traktować 
jako statyczne i przy zdefiniowanych obciążeniach ogólnych ich wpływ 
uwzględnić tylko w sensie zmiany rozkładu sił na elementach samolotu. 
Zagadnienie to, zwane zagadnieniem rozkładu, jest problemem stosun­
kowo prostym i szczegółowo analizowanym w literaturze [3,4,5,6,7,10].



278 K . K r ę t

• Manewry definiowane poprzez zadany w czasie przebieg sterowania, 
charakteryzujące się dużymi i szybkimi zmianami parametrów ruchu. 
Dla manewrów takich, gdy charakterystyki osiągowe i/lub sztywnościowe 
samolotu nie pozwalają na zaniedbanie jego deformacji, niepewne i zwy­
kle zawodne jest wszelkiego rodzaju wnioskowanie przybliżone, a ko­
nieczna staje się pełna analiza dynamiczna przebiegu manewru samo­
lotu odkształcalnego. Tego typu problem rozpatrywać należy jako jeden 
z aspektów zagadnienia odpowiedzi dynamicznej [1,2,3,6].

2. Ogólny opis metody i model obliczeniowy samolotu

Syntetyczne podejście do analizy obciążeń w manewrach drugiego rodzaju 
zaproponowano w [8]. Pojęcie ruchu samolotu jako bryły utożsamiane jest 
tam z ruchem układu związanego z samolotem Oxyz, rys.l. Początek tego 
układu lokalizuje się w dowolnym punkcie struktury pomyślanym jako punkt 
utwierdzenia zupełnego i względem niego określa przemieszczenia pozostałych 
punktów. Ruch układu związanego definiuje jednoznacznie wektor prędkości 
jego początku:

V — ix u -f~ iyV iz w 

oraz wektor prędkości kątowej:

u  =  ixp  +  i yq +  i z r
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a miarą przemieszczenia dowolnego punktu struktury w stanie niezdeformo- 
wanym S, którego położenie względem chwilowego środka masy C określa 
wektor:

Funkcyjną zależność deformacji od rozkładu sił czynnych i masowych (przy 
pominięciu tłumienia konstrukcyjnego i założeniu, że są one sprężyste i pro­
porcjonalne do obciążenia) opisano z pomocą liniowego operatora całkowego, 
a pole przemieszczeń struktury aproksymowano szeregiem o skończonej licz­
bie wryrazów, z których każdy stanowi iloczyn niezależnych funkcji czasu i 
współrzędnych struktury niezdeformowanej. Położenie samolotu względem 
Ziemi określa się w układzie 0bXbVbZb, zwanym układem bazowym.

W niniejszej pracy pokażemy zastosowanie zaproponowanej w [8] metody, 
do analizy obciążeń samolotu w manewrze symetrycznym zakładając dodat­
kowo, że:

• samolot jest symetryczny w sensie geometrii, rozkładu mas i sztywności,

• czynne obciążenie stanowią wyłącznie siły aerodynamiczne,

• deformacje konstrukcji są na tyle małe, że pomijalna jest zmiana 
wyważenia samolotu (rc = const(ź), rs = r*) oraz jego momentów 
bezwładności (Iyy =  const(i) = Iyy),

• początek układu pokrywa się ze środkiem masy samolotu (r c =  0),

• deformacje zachodzą tylko w kierunku osi z i wywoływane są wyłącznie 
przez obciążenie działające w tym kierunku.

W konsekwencji ostatniego z powyższych założeń, zależność deformacji 
konstrukcji od rozkładu obciążeń będzie miała postać:

rs = ixx -|- iyy +  izz

jest wektor:
d — ixdx -f* iydy -f- iz^z

(2 -1 )
mm

zaś szereg aproksymujący pole przemieszczeń:

r
dz(x*,y*,z*, t)  = (2 .2 )

7 = 1

gdzie:
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(*) -  niezależne od czasu współrzędne struktury niezde-
formowanej,

Czz(x* ,y* , z*) -  tensorowa funkcja podatności,
y*, z*) -  liniowo niezależne, dostatecznie regularne i cał­

kowalne funkcje współrzędnych struktury niezde- 
formowanej zwane funkcjami postaci, 

riz-y(t) ~ nieznane funkcje czasu,
dFz,dF p  -  odpowiednio składowe elementarnej siły czynnej i

grawitacji.
Podstawowy układ równań opisujących symetryczny ruch samolotu od- 

kształcalnego tworzą trzy skalarne równania ruchu układu związanego z samo­
lotem:

mii =  ^pV 2 Fr q( — mg sin 0  -  m q w  — 2 E 1qrjz l  (2.3)2'

mw +  E1 t)z1 =  ^pV \ Fz qu + F̂ “qs + F~“qd) + mg cos 6  +  mqu (2.4)1 T 2/^^“ . ~Ad

T  ■ t n  1 r r ? / i i ^ uIyyq ~  Ex lrjzl =  -p V  (M z qu + MZ ąs +  M2 ąd) +

- 2 q {E ^  +  ^2 T]Z<E ^ T ]Z1 
C=i

oraz N = r  równań przemieszczeniowych postaci:

(2.5)

D '„w  -  D nzzxq +  = -p V \ D z qu +  Dz\ s +  D f q , )  +
(2 .6)

r  r  
+ D nzzg cos 0  +  quDnzz -  2q2 ( p nzzz +  T]z<D fzf j  -

C=1 7=1

których spełnienia żąda się w (przyporządkowanych poprzez funkcję podatno­
ści) tzw. punktach kontrolnych przemieszczeń n stanowiących węzły kolokacji.

Powyższy układ równań uzupełniają klasyczne związki kinematyczne 
pozwalające na wyznaczenie kąta pochylenia i trajektorii środka masy samo­
lotu w układzie bazowym związanym z Ziemią:

0  = q (2.7)
ib =  u cos 0  + w sin 0  if, =  —u sin 0  +  w cos 0  (2.8)
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Całkowe wyrażenia E i D figurujące w równaniach (2.3)-f(2.6) zdefiniowane 
są następująco:

E-f

p

D

D

= J dm E£  =  J < ^ c dm (2.9)
m mJ dm Ez~t = J z * dm (2.10)

m m

zz =  J c ? z dm D% = J dm (2.11)
m m

nzzx =  J C?zx* dm D nzzz =  J CZ2z* dm (2.12)

Globalne oddziaływania aerodynamiczne przedstawiono w równaniach ru­
chu w postaci iloczynów wierszowych macierzy pochodnych aerodynamicz­
nych i kolumnowych macierzy parametrów determinujących wielkość lokal­
nych prędkości zaburzenia przepływu, a wynikających na skutek ruchu układu 
związanego qu, ’’ sztywnych” przemieszczeń organów sterowania q5 oraz de­
formacji konstrukcji (ściślej powierzchni szkieletowych) qd. Taki sam zapis 
formalny zastosowano dla oddziaływań stycznych, lecz należy zaznaczyć, iż 
nie jest to podejście wiążące, jako że pomija się wpływ stycznych oddziaływań 
aerodynamicznych na deformacje konstrukcji. W przypadku manewru syme­
trycznego, przy założeniu, że sterowanie realizowane będzie wyłącznie przez 
wychylenie steru wysokości, można macierze te zapisać w postaci:

=
i

a u
q

SH
6 h

<ld = VsZ~1
(2.13)

gdzie a u oznacza kąt natarcia mierzony do osi x układu związanego z samo­
lotem.

Elementami macierzy D, , , D2 w równaniu (2.6) są, niezależne 
od czasu, współczynniki mające sens deformacji w punkcie n wywołanych 
rozkładami sił aerodynamicznych przy jednostkowych wartościach parametrów 
tworzących macierze (2.13).

Obciążenia ogólne samolotu definiuje jednoznacznie zespół następujących 
parametrów:

u, w> q, u, w , q, 6  (2 .14)

Vzyi 'Hz'yi Vz'y T 1? F (2.15)
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przy czym pierwsza grupa charakteryzuje ruch układu związanego, a druga 
deformacje struktury. Wyznaczenie tych wielkości wymaga jednoczesnego cał­
kowania równań ruchu (2.3)-r(2.5), równań przemieszczeniowych (2.6), któ­
rych liczba wynika z przyjętej liczby wyrazów szeregu (2.2), oraz związ­
ków kinematycznych (2.7) i (2.8). Z uwagi na nieliniowość tego układu, 
przewidywaną, dowolną postać funkcji sterowania oraz duże rozmiary zada­
nia należy wnioskować, iż w ogólnym przypadku konieczne będzie całkowanie 
numeryczne. Może ono być prowadzone dowolną metodą, np. Rungego-Kutty, 
dla potrzeb której podstawowy układ równań wygodnie jest zapisać w postaci 
macierzowej:

R = B -1 (J-pV2 P^Q +  Pg G +  PSR +  Pd r ) (2.16)

gdzie wektor rozwiązania i jego pochodne zdefiniowano jako kolumnowe ma­
cierze:

(2.17)

u
w
q

u
w
<1

r xb ]
Z
e

R = R = R =

Vz-y Vz~( Vz-y

przy czym pamiętać należy, że R jest nieliniową funkcją R określoną w oparciu
o związki kinematyczne. Macierz B, w oczywisty sposób wynikająca z układu 
(2.3)-r(2.6):

R =

m 0 0 0
0 m 0 . E.7
0 0 Jyy

0 D nZZ —D nZZX
D En

zz~y

(2.18)

jest, przy założeniach dodatkowych przyjętych na wstępie, niezależna od czasu. 
Jej rozmiar, podobnie jak pozostałych, jest zmienny (7 = 1,...,jT, n =  1
n  =  r ) .

Podkreślmy, że liniowość operatorów deformacji i aerodynamicznego oraz 
aproksymacja pola przemieszczeń struktury szeregiem (2.2) umożliwia analizę 
problemu na ’’ poziomie globalnym” , to znaczy bez konieczności jawnego wy­
znaczania obciążeń lokalnych i deformacji konstrukcji w każdej chwili czasu.
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Fakt ton daje znaczne uproszczenie i skrócenie procedury obliczeń. Z wyzna­
czania obciążeń lokalnych (rozkładów sił) w trakcie manewru całkowicie zrezy­
gnować jednak nie można ze względu na konieczność identyfikacji krytycznej 
chwili manewru (ekstremum obciążeń). Dla tego celu pożądane jest określenie 
takich wielkości, które stanowiąc także miarę stanu obciążenia, pozwalałyby 
na szybkie i jednoznaczne wnioskowanie bez czasochłonnych i żmudnych analiz 
w trakcie numerycznego całkowania. Dla skrzydła wolnonośnego, jako wielko­
ści takie wskazać można momenty zginające i skręcające liczone w wybranych 
jego przekrojach.

Z racji dużej zazwyczaj złożoności i nieregularności charakterystyk fizycz­
nych samolotu, ilościowe sprecyzowanie danych zadania wymaga ich przy­
bliżenia. Jednym z możliwych sposobów modelowania rzeczywistych charak­
terystyk jest ich dyskretyzacja. Nadrzędne znaczenie ma przy tym (jak we 
wszystkich problemach aeroelastyczności) sposób opisu charakterystyk sztyw- 
nościowych konstrukcji. Podejściem mającym walory ogólności i dogodnym z 
punktu widzenie obliczeń numerycznych jest dyskretyzacja funkcji podatności 
w formie macierzy współczynników wpływowych wykorzystana w [8]:

Czz =  [c?*] =  (2-19)

gdzie:
n =  l ,N  -  oznacza kontrolny punkt przemieszczenia (węzeł

kolokacji),
k =  1, K  -  jest tzw. punktem kontrolnym siły,
C"z =  -  wierszowa macierz A’-elementowa, charaktery­

styczna dla danego punktu kontrolnego przemie­
szczenia.

C ”zfc interpretuje się jako przemieszczenie punktu n w kierunku z 
wywołane siłą skupioną o wartości jednostkowej, przyłożoną w punkcie k, 
działającą w kierunku 2.

Model masowy, w postaci zbioru punktów masowych

M = {A m fc}  (2.20)

zlokalizowanych w punktach kontrolnych sił, o współrzędnych opisanych ma­
cierzami:
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( f i k j  ~  delta Kroneckera) oraz obciążenie aerodynamiczne wprowadzone w po­
staci układu sił skupionych, wynikającego z superpozycji tzw. układów jedno­
stkowych (przy jednostkowych wartościach parametrów tworzących macierze 
(2.13)):

? AZ =  { A F f }  = F f  qu + F f  ąs + F f  ąd (2.22)

można w zasadzie traktować jako pochodną przyjętego modelu sztywnościo- 
wego. Należy przy tym podkreślić, że ogólne i ścisłe sprecyzowanie kryteriów, 
wg których dyskretne charakterystyki (2.20), (2.22) mogłyby być traktowane 
jako równoważne rzeczywistym napotyka na zasadnicze trudności, a zależy od 
przyjmowanego poziomu szczegółowości modelu oraz charakteru konkretnego 
zadania. Możliwy sposób podejścia omówiono w podanym niżej przykładzie 
obliczeniowym.

Opisując wartości funkcji postaci w punktach kontrolnych sił macierzami 
diagonalnymi:

<  = [^ S kj] (2.23)

oraz oznaczając przez 1 = ( l fc) wektor K -elementowy, można całkowe 
wyrażenia (2.9)-h(2.12) przedstawić jako wynikające z liniowych operacji alge­
braicznych:

M E% = M (2.24)

D zz =  C"2M D"zzx =  CnZ2XFM itd. (2.25)

3. Praktyczna realizacja metody

Scharakteryzowaną wyżej metodę zastosowano do analizy symetrycznych 
obciążeń manewrowych metalowego szybowca KR-03 pokazanego na ry­
sunku 2. Założono, że odkształcalnymi elementami konstrukcji są skrzydła 
mocowane do doskonale sztywnego kadłuba.

Opisu deformacji skrzydła dokonano przy założeniu, że jego profile są nie- 
odkształcalne. Zmianę położenia dowolnego profilu przyjęto charakteryzować z 
pomocą przemieszczeń punktów leżących na krawędzi natarcia (KN) i krawędzi 
spływu (KS) płata.

Opisując deformacje każdej z tych linii w postaci:

d*N{y,t) = £  d«s(y,t) = £  (3.1)
7= 1  7=1



W p ł y w  o d k s z t a ł c a l n o ś c i  s k r z y d ł a . 285

m =  500 kg 

Iyy=  2000 kgm2

Rys. 2. Geometria szybowca i schemat dyskretyzacji skrzydła

otrzym ano formułę stanowiącą szczególny przypadek (2 .2 ):

r
dz(x ,  y, t)

1
£  \v^N ( t ) ( x - x KS) - V^ S( t ) ( x - x K N ) \ ^ ( y )  (3 .2 )
7=1

z dw om a nieznanymi funkcjam i czasu rĵ N , r na każdy wyraz rozwinięcia. 
Zakładając funkcję postaci w  form ie funkcji potęgow ej spełniającej warunki 
brzegowe:

y — 0.35 \7+i
= ( 0.56 -  0.35>

y >  0.35 (3 .3 )
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ograniczono się do Z1 = 1, a węzły kolokacji D 1 i D 2 przyjęto na krawędzi 
natarcia i krawędzi spływu w końcowym przekroju skrzydła.

Punkty kontrolne sił rozmieszczono na dwóch liniach wzdłuż rozpiętości 
płata. W punktach tych zlokalizowano masy tworzące model masowy skrzydła 
określone przy zachowaniu masy i momentu statycznego odpowiednich jego 
segmentów. Ich rozkład ilustruje rysunek 3. Rzeczywiste oddziaływania ae­
rodynamiczne na płacie, wyznaczone metodą powierzchni wirowej, zastąpiono 
równoważnym układem sil skupionych. Jako kryterium równoważności przy­
jęto zgodność momentów zginających normalnych i momentów skręcających1 
wywoływanych w przekrojach kontrolnych sil przez obciążenie rzeczywiste 
i skupione. Wyznaczając rozkłady momentów gnących i skręcających dla 
każdego z jednostkowych rozkładów ciśnień, a następnie stosując w /w  kry­
terium, otrzymano macierze jednostkowych rozkładów aerodynamicznych sił 
skupionych (2.22).

1.; : : 1 Masy na prostej x -  0.05 m ~D1 im f w i  Sity na prostej x - 0.05 m

m [kg] i i Masy na prostej * = -0 .4 5  m ''z z
kN 1 1 Sity na prostej x = -0 .45  m

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 y [m] 0.0 1.0 2 0 3.0 4.0 5.0 6 0 7.0 y [m] 

Rys. 3. Model masowy skrzydła i współczynniki wpływowe dla punktu Dl

Obliczeniowe charakterystyki sztywnościowe skrzydła pokazano na ry­
sunku 3. Dla jasności zaznaczmy, iż wysokość słupka w danym przekroju jest 
miarą przemieszczenia w punkcie D l wywołanego jednostkową siłą skupioną 
przyłożoną w tym przekroju.

Przeprowadzono porównawcze obliczenia symetrycznego manewru pochy­
lającego szybowca sztywnego i odkształcalnego przyjmując jako stan począt­
kowy ustalony lot ślizgowy z prędkością V  = 70 m /s, na wysokości
II = 1000 m. Pozostałe wielkości definiujące stan początkowy wyznaczono z 
układu równań (2.17) jako rozwiązanie zadania statycznego.

1 Moment gnący normalny działa w płaszczyźnie równoległej do 0yz, zaś skręcają­
cy, liczony względem linii xe = —0.05 m, w płaszczyźnie równoległej do 0xz.
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Sterowanie zadano w postaci funkcji zmiany kąta wychylenia steru wyso­
kości. Funkcja ta, pokazana na szkicu, odpowiada tzw. manewrowi niekon- 
trowa.nemu i została zaczerpnięta z [12]. Czas narastania wychylenia, równy 
czasowi wycofania, wynosi t\ =  3̂ — = 0.2 s zaś ekstremalną zmianę kąta 
wychylenia steru przyjęto A S^xt =  -0 .1  rd. Na wstępie przeprowadzono obli­
czenia manewru szybowca sztywnego (S), dobierając czas wytrzymania steru 
tak, by osiągnąć zadaną wartość maksymalną współczynnika obciążenia. Dla 
założonego rcfmax = 4.4 czas ten wyniósł -  <i)5 =  0.13 s. Następnie 
przeprowadzono obliczenia dla szybowca z odkształcalnym skrzydłem (D), w 
dwu wariantach sterowania:

(5 1 ) przy założeniu identycznego profilu sterowania:

A ófj(t) = A ófi(t)

(52 ) przy założeniu identycznego nzmax w manewrze:

vP — ns“ zm ax ' " 2  max

W celu spełnienia drugiego z warunków zmieniono czas wytrzymania steru 
w manewrze szybowca odksztalcalnego i wymaganą zgodność uzyskano przy 
(t2 -  tx)D = 0.085 s.

Otrzymane w rezultacie obliczeń numerycznych przebiegi współczynnika 
obciążenia szybowca oraz prędkości kątowej pochylania we wszystkich trzech 
omówionych wyżej wariantach pokazano na rysunku 4. Wyniki te wskazują 
na istotny wpływ skończonej sztywności skrzydła zarówno przebieg manewru 
jak i wielkość obciążeń ogólnych szybowca. Przy założeniu identycznego pro­
filu sterowania w manewrze (wariant (S l)) otrzymujemy maksymalną wartość 
całkowitej siły czynnej większą o ok. 5% od siły uzyskanej dla szybowca sztyw­
nego. Ekstremum to występuje nieco później, a towarzyszy mu praktycznie 
taka sama jak dla szybowca sztywnego prędkość kątowa q. Zwróćmy uwagę, 
że dla t < 0.4 s prędkość kątowa jest mniejsza dla konstrukcji odkształcalnej. 
Efekt ten wiązać należy głównie z wpływem prędkości deformacji na wielkość
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Rys. 4. Obciążenie ogólne samolotu

Rys. 5. Deformacje końcówki skrzydła
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Rys. 6. Moment zginający w przekrojach 1 i 10

Rys. 7. Zmiana momentu zginającego

19 — Mechanika w lotnictwie
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sił aerodynamicznych na skrzydle. Jak bowiem widać z rysunku 5 prędkość 
deformacji narasta w początkowej fazie manewru szybciej niż kąt skręcenia ip
i co za tym idzie daje większe efekty tłumiące niż przyrosty sił aerodynamicz­
nych wywołane skręceniem skrzydła. Później, zwłaszcza w okolicy ekstremum 
rcz, o wzroście sił aerodynamicznych na skrzydle odksztalcalnym decyduje jego 
skręcenie i zachodzi to przy niemal zerowych wartościach prędkości deformacji
i ekstremalnych przyśpieszeniach, a więc ekstremalnych wartościach sił maso­
wych wywołanych deformacją.

Najistotniejszy wpływ wywiera odkształcalność skrzydła na stan obcią­
żenia tego właśnie zespołu. Zmiany normalnego momentu zginającego skrzydło 
w trakcie manewru pokazano na rysunku 6. Dla zobrazowania jego rozkładu 
wzdłuż rozpiętości podano wartości momentu w przekrojach kontrolnych 1 
( y = 0.35 m) i 10 (y =  4.75 m) -  por. rys.2.

Jak widać moment gnący na skrzydle odkształcalnym jest większy w 
chwili t = 0 (efekt statycznego skręcenia), początkowo rośnie wolniej (wpływ 
prędkości ugięcia) a potem szybciej, by osiągnąć, w przypadku (S2), wartości 
ekstremalne większe niż na skrzydle sztywnym o ok. 11% w przekroju (1) i ok. 
30% w przekroju (10). Interesujący rezultat obliczeń ilustruje rysunek 7. Po­
kazano na nim przebieg zmiany momentu gnącego w przekroju (1) wynikającej 
na skutek odkształcałności skrzydła dla wariantu (S l). Przez moment gnący 
aerodynamiczny rozumie się tę część momentu, która wywołana jest zmianami 
sił aerodynamicznych w następstwie skręcenia skrzydła i prędkości ugięcia. 
Moment wypadkowy uwzględnia łączny efekt dynamiczny odkształceń, a więc 
także siły masowe powstające na skutek przyśpieszeń deformującej się struk­
tury. Otrzymane wyniki wskazują na niezbyt duży wpływ dynamicznego cha­
rakteru deformacji (rzędu 10% całkowitej zmiany momentu aerodynamicz­
nego).

4. Wnioski końcowe

Wydaje się, że przedstawiona metoda analizy obciążeń samolotu stanowi 
dobrą podstawę do stworzenia użytecznego narzędzia projektowego. Ewentu­
alne wdrożenie jej aktualnej wersji do praktyki projektowej poprzedzone być 
jednak musi:

• opracowaniem oprogramowania umożliwiającego automatyzację cza.so- i 
pracochłonnego procesu przygotowania danych,
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• weryfikacją rezultatów w oparciu o badania w locie rzeczywistego samo­
lotu lub modelu dynamicznie podobnego.

Należy sądzić, iż tylko eksperymentalna weryfikacja wyników obliczeń po­
zwoli określić niezbędną dokładność opisu deformacji konstrukcji oraz błąd 
wynikający z założenia o stacjonarności sił aerodynamicznych. W  odnie­
sieniu do tej pierwszej kwestii zauważmy, że zaproponowana metoda po­
zostawia otwartą kwestię wyboru funkcji postaci. W szczególności mogą 
nimi być funkcje stanowiące aproksymację, obliczeniowych lub eksperymen­
talnych, postaci drgań własnych konstrukcji. Powinno to przyczynić się do 
poprawy dokładności przy racjonalnym ograniczeniu liczby wyrazów szeregu
(2.2). Jej wzrost powoduje rozbudowę podstawowego układu równań i koniecz­
ność zmniejszenia kroku całkowania, zaś poprawa dokładności opisu obciążeń 
może okazać się dyskusyjna, gdyż wzięte w ten sposób pod uwagę drgania o 
wysokich częstościach (z uwagi na ich małą amplitudę i silne tłumienie) mają 
drugorzędne znaczenie z punktu widzenia statycznej wytrzymałości konstruk­
cji. Jest to kwestia tym bardziej istotna, że w zakresie wysokich częstości 
drgań wykluczone jest stosowanie metod aerodynamimiki quasistacjonarnej.
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Effect of Wing Elastic Deformability on the Aircraft Symmetrical
Manoeuvring Loads

Summary

The method of analysis of flight manoeuvring loads of a deformable aircraft is 
presented. Sample computations illustrate how to apply the method to estimation 
of the influence of wing elasticity upon glider loads in a flight manoeuvre defined 
by the elevator deflection with time. The method described seems to be useful in 
investigation of numerous problems of flight dynamics and loads of deformable objects.



M E C H A N I K A  
W  L O T N IC T W IE  
”  M L -V I "  1994

W Y Z N A C Z A N IE  P R Ę D K O Ś C I K R Y T Y C Z N E J  F L A T T E R U  
S A M O L O T U  N A  P O D S T A W IE  B A D A Ń  M O D E LU  

F L A T T E R O W E G O  W  TU N E LU  A E R O D Y N A M IC Z N Y M

W i e s ł a w  K r z y m i e ń

Instytut Lotnictwa, Warszawa

J e r z y  M a r y n i a k

ITLiMS, Politechnika Warszawska

W  pracy przedstawiono metodę wyznaczania krytycznej prędkości flat- 
teru samolotu na drodze badań laboratoryjnych przeprowadzonych w tu­
nelu aerodynamicznym na modelach dynamicznie podobnych. Przedsta­
wiono kryteria podobieństwa jakie muszą być spełnione przy badaniach 
modelowych. Przykładowo podano wyznaczenie krytycznej prędkos'ci 
flatteru dla modelu samolotu 1-22 ’’ Iryda” i równoważnej prędkos'ci sa­
molotu.

Konstruowanie i przygotowanie do produkcji samolotu lub szybowca wy­
maga analizy konstrukcji w zakresie aeroelastyczności statycznej oraz flatteru, 
a jej wyniki i wnioski powinny na bieżąco weryfikować sam projekt i reali­
zowane prototypy. Obliczenia fłatterowe ulegają uściślaniu w miarę postępu 
prac konstrukcyjnych, lecz zawierają znaczny stopień niepewności ze względu 
na przyjmowany model teoretyczny.

Jedynym praktycznym sposobem weryfikacji obliczeń flatterowych na eta­
pie projektu są badania dynamicznie podobnych modeli platowca (całego lub 
jego fragmentów).

Badania modeli mogą być także pomocne podczas badań flatterowych pro­
totypu -  są one bowiem tanie a przede wszystkim bezpieczne.

Dla zjawiska aero-elasto-dynamicznego, jakim jest flatter, zasadniczym 
kryterium podobieństwa jest zgodność dla obiektu i modelu bezwymiarowej 
liczby Strouhala:

v

gdzie:
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Rys. 1. Pierwszy badany w Instytucie Lotnictwa model flatterowy całego samolotu
M-15

/ -  charakterystyczny wymiar liniowy, [m], 
u  -  prędkość kątowa drgań, [rad/s], 
v -  prędkość liniowa, [m/s].

Zgodność tę zapewniają odpowiednio dobrane skale podobieństwa:

1. Skala liniowa Ki określa stosunek wymiarów liniowych na modelu do 
odpowiednich wymiarów na obiekcie naturalnym.

2. Skala prędkości K v określa stosunek prędkości opływu modelu do 
prędkości lotu samolotu.

3. Skala gęstości powietrza K p odpowiada przyjętemu stosunkowi gęstości 
czynnika roboczego tunelu aerodynamicznego i gęstości powietrza na wy­
sokości, dla której ma być modelowany obiekt (wg. przyjętej w lotnictwie 
atmosfery standardowej).

4. Skala częstości K /  wynika z przyjętych skal Ki i K v na podstawie
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zachowania wielkości liczby St, tzn.:

5. Skala masowa A'm -  wynika z przyjętych wielkości skal: skali gęstości 
Iiw i skali liniowej A'/:

A m — KpKi

6. Skala sztywności K s -  jej wielkość otrzymuje się na podstawie skali 
masowej K m i skali częstości A j:

K s = K mK j

Przy przewidywaniu własności flatterowych samolotu na podstawie wyni­
ków uzyskanych z badań modeli flatterowych istotny problem stanowi nieza­
chowanie dwu innych kryteriów podobieństwa -  liczb Macha i Reynoldsa.

Liczba Macha (Ma) ma znaczenie przy odwzorowywaniu ściśliwego opływu 
modelu. Uwzględnienie ściśliwości powietrza przy badaniu zjawisk aeroela- 
stycznych może nastąpić jedynie podczas badań specjalnie zaprojektowanych
i wykonanych modeli flatterowych w naddźwiękowym tunelu aerodynamicz­
nym.

Liczba Reynoldsa (Re) jest istotna dla modeli zaprojektowanych na małe 
prędkości przepływu, gdyż określa charakter i podobieństwo opływu.

Ustalony turbulentny opływ klasycznych profili występuje przy 
Re > 100000 co np. dla badanego w Instytucie Lotnictwa modelu flatterowe- 
go 1-22 ’’ Iryda” odpowiadało prędkości v > 9 m /s (przyjętej jako minimalna 
prędkość pomiarowa).

Konsekwencją zachowania liczby Strouhala jest też większa względna 
podatność modelu flatterowego, co oznacza relatywnie większe jego ugięcia 
statyczne pod wpływem sił aerodynamicznych. W celu uniknięcia nadmier­
nego obciążenia elementów modelu przy dużych prędkościach przepływu, mo­
del projektuje się na ogół tak, by statyczne siły aerodynamiczne były mini­
malne, czyli kąt natarcia skrzydeł odpowiadał cz — 0. Model flatterowy nie 
odwzorowuje wówczas wpływu sił statycznych na badane zjawiska.

Wynikami badań w tunelu aerodynamicznym modelu flatterowego w 
różnych wersjach są postacie flatteru i ich prędkości krytyczne.

Prędkość krytyczna flatteru jest to graniczna prędkość, powyżej której 
mogą wystąpić drgania samowzbudne (flatter), natomiast poniżej której drga­
nia te są tłumione.
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Pomiar prędkości krytycznej dla danej wersji modelu flatterowego prze­
biega w trzech etapach:

• zwiększając stopniowo prędkość przepływu powietrza w tunelu i obser­
wując zachowanie modelu doprowadza się do wystąpienia ustalonych 
drgań samowzbudnych. Prędkość, przy której drgania modelu nie są 
gasnące rejestruje się jako prędkość wejścia we flatter;

• utrzymując stałą prędkość można zarejestrować drgania w celu określenia 
częstości i postaci fiatteru;

• wolno zmniejszając prędkość przepływu powietrza obserwuje się mo­
ment, w którym drgania flatterowe ustają. Prędkość tę określa się jako 
prędkość wyjścia z fiatteru.

Prędkość krytyczną można określić jako:

— średnią prędkość pomiędzy prędkością wejścia i wyjścia z fiatteru;

— prędkość wyjścia z fiatteru.

Tłumienie konstrukcyjne lub niewielkie nieliniowości postaci drgań 
powodują, że prędkość wejścia jest niższa niż prędkość wyjścia z fiatteru (zwy­
kle ok. 2 -f 5 %) i dlatego bezpieczniejsze jest określenie prędkości krytycznej 
jako prędkości wyjścia.

Na podstawie licznych badań stwierdzono, że rozrzut wyników pomiaru 
prędkości krytycznej podaną metodą jest niewielki. Powtórzenie pomiaru do­
konywano jedynie w przypadku, gdy zauważono nieprawidłowości w zachowa­
niu modelu lub jego konstrukcji np. poluzowanie się elementów modelu lub 
drobne uszkodzenia wynikłe na skutek drgań.

Określenie błędu pomiaru prędkości krytycznej modelu flatterowego zależy 
od przyjętej definicji prędkości krytycznej fiatteru i związanej z nią metodyki 
pomiarów. Istotnymi elementami są: pomiar prędkości powietrza w prze­
strzeni pomiarowej tunelu oraz ustalenie prędkości wyjścia z fiatteru. W przy­
padku nieustalonej prędkości przepływu rzeczywisty rozkład ciśnienia dyna­
micznego w przestrzeni pomiarowej tunelu może być niejednorodny. Wpływ 
ten starano się zminimalizować poprzez wolne zmiany prędkości przepływu (w 
zależności od prędkości obrotowej wentylatora uzyskiwano zmiany prędkości o
0.5-7-2 m /s w czasie 10 s). Na podstawie obserwacji i uproszczonych pomiarów 
stwierdzono, że wpływ ten jest niewielki.

Większym błędem obarczone jest określenie prędkości krytycznej, czyli 
momentu wychodzenia z fiatteru. Na rys.2 przedstawiono przykładowy za­
pis drgań steru wysokości w funkcji czasu podczas zmniejszania prędkości
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Rys. 2. Zapis zanikania drgań fiatterowych modelu podczas zmniejszania prędkos'ci 
przepływu powietrza w tunelu aerodynamicznym

przepływu. Zapis ten powstał przy użyciu magnetofonu pomiarowego oraz 
oscylografu. Na rysunku prędkość krytyczną określono jako prędkość, przy 
której drgania zanikły. Drgania zaczęły jednak zanikać już przy v =  12.4 m /s, 
więc rzeczywista prędkość krytyczna powinna znajdować się pomiędzy tymi 
prędkościami. Próby zahamowania spadku prędkości w chwili zaobserwowa­
nia zmniejszania się amplitudy drgań fiatterowych nie przyniosły dobrych re­
zultatów ze względu na dużą bezwładność powietrza i układu napędowego 
tunelu. Ponadto drobne turbulencje przepływu zakłócały drgania flatterowe 
powodując większe rozrzuty wartości wyznaczanych prędkości.

W związku z tym przyjmowano prędkość krytyczną jako prędkość wyjścia 
z flatteru, przy której amplituda drgań zmniejszyła się do połowy.

Dla przedstawionego przykładu przyjęto v^r = 12.2 ±  0.1 m /s, co od­
powiada, w skali samolotu prędkości 440 ±  7 km/h. Przedstawiony wynik 
odpowiada przypadkowi samolotu 1-22 z 40% sterem wysokości o wyważeniu 
0% i pokrytym warstwą lodu o grubości 0.1 mm (lub szronem o grubości 
ok. 1 mm).

Istnieje jeszcze trzecia definicja prędkości krytycznej wynikająca z meto­
dyki badań fiatterowych samolotów. Prędkość krytyczna jest określana z eks­
trapolacji przebiegu tłumienia jako prędkość, przy której tłumienie postaci 
osiąga wartość zero.



298 W . K r z y m i e ń , J . M a r y n i a k

Sposób ten eliminuje błąd wynikający z określenia zm ieniającej się pręd­
kości, gdyż pom iarów  dokonuje się dla ustalonych wartości prędkości prze­
pływu.

O trzym ane tą m etodą wyniki charakteryzowały się lepszą powtarzalnością 
lecz w ym agają  znacznie więcej czasu (ustalenie się prędkości przepływu, wzbu­
dzenie drgań i pom iar współczynnika tłumienia na. podstaw ie zarejestrowanych 
drgań sw obodn ych ).

Porów nując wyniki otrzym ane przy pom ocy  wyżej wym ienionych m etod 
stw ierdzono, że przyjęta  m etoda pom iaru prędkości krytycznej jako prędkości, 
przy której am plituda drgań zmniejsza się do połow y przy wyjściu  z flat- 
teru daje w ystarczająco dobre wyniki, obarczone błędem poniżej 2 %  dla 
m ałych prędkości i łagodnych flatterów. Błąd ten maleje ze wzrostem  prędkości 
przepływ u ze względu na wzrost sił aerodynam icznych.
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Determination of the Aircraft Critical Flatter Velocity by Means of 
Wind Tunnel Experiments Conducted with the Use of Flatter Models

Summary

A method for critical flatter velocity determination by means of experiments con­
ducted in a wind tunnel with the use of dynamic models has been presented in the 
paper. The criteria of similarity to be satisfied have also been formulated. The critical 
flatter velocity for the 1-22 IR YD A aircraft and the equivalent aircraft velocity have 
been computed.
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Przedstawiono koncepcję oraz wstępne wyniki obliczeń poprawek na 
odziaływanie pracującego Śmigla do obliczeń podłużnej stateczności sta­
tycznej metodą panelową. W  metodzie zastosowano model opływu 
potencjalnego. ' Platy modelowano jako przestrzenne, powierzchniowe 
rozkłady dipoli. W pływ  śmigła był uwzględniany poprzez wprowadze­
nie odpowiednio ukształtowanych płatów zastępczych.
Do porównań wykorzystano metody klasyczne najczęściej stosowane na 
etapie projektu wstępnego, bazujące na modelu strumieniowym Śmigla 
lub na uogólnieniu danych eksperymentalnych.
Prezentowane metody przewidziano jako przeznaczone do wykorzystania 
w fazie projektu wstępnego.

Wykaz oznaczeń

a -  kąt natarcia,
ah -  kąt natarcia usterzenia poziomego (mierzony między średnią

cięciwą aerodynamiczną i kierunkiem lokalnej prędkości 
opływu),

aw -  kąt natarcia skrzydła (mierzony między średnią cięciwą
aerodynamiczną i kierunkiem lokalnej prędkości opływu),

ApCma ~ przyrost pochodnej momentu pochylającego względem kąta 
natarcia od pracującego śmigła,

£p -  kąt odchylenia strug wywołany pracującym śmigłem (średni
w strumieniu),
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Vo -  współczynnik zmiany ciśnienia dynamicznego w okolicy 
ustorzenia. poziomego bez wpływu śmigła,

Vhs -  współczynnik zmiany ciśnienia dynamicznego na usterze- 
niu poziomym (średni wzdłuż rozpiętości),

Vt -  całkowity współczynnik zmiany ciśnienia dynamicznego,
U/S -  współczynnik zmiany ciśnienia dynamicznego na skrzydle 

(średni wzdłuż rozpiętości),
^  h -  cecha objętościowa usterzenia poziomego,
P -  natężenie dipola,

P -  gęstość powietrza,
<P -  potencjał zaburzeń,
C -  średnia cięciwa aerodynamiczna skrzydła,
Ch -  średnia cięciwa aerodynamiczna usterzenia poziomego,
c 4 -  współczynnik momentu pochylającego samolotu,
C hm -  współczynnik momentu pochylającego pochodzącego od 

usterzenia poziomego,
s ^ w

-  współczynnik momentu pochylającego pochodzącego od 
skrzydła,

C n p -  współczynnik siły normalnej w płaszczyźnie śmigła,
D -  średnica śmigła,
d/3 / da -  gradient odchylenia strug względem kąta natarcia w re­

jonie tarczy śmigła,
h p -  odległość osi ciągu od środka ciężkości mierzona prosto­

padle do tej osi,
J -  posuw śmigła,
L h -  ramię usterzenia poziomego,
L p -  odległość od płaszczyzny śmigła do środka ciężkości sa­

molotu,
Tip -  liczba łopat śmigła,
R -  promień śmigła,
S -  pole powierzchni płata (powierzchnia odniesienia),

Sh -  pole powierzchni usterzenia poziomego,
Shs -  pole powierzchni usterzenia poziomego omywanej przez 

strumień zaśmigłowy,
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S ws -  P0le powierzchni płata omywanej przez strumień zaśmig- 
łowy,

T -  ciąg śmigła,
Tc -  współczynnik ciągu śmigła,
V -  prędkość niezaburzona,
w -  prędkość normalna do powierzchni nośnej,
w i -  prędkość indukowana przez śmigło, normalna do jego tarczy.

1. Wstęp

W obliczeniach statycznej stateczności podłużnej istotny wpływ na wyniki 
ma uwzględnienie efektów wynikających z pracy śmigła. Na etapie projektu 
wstępnego są one często pomijane. Przyjmuje się jedynie zwiększenie wyma­
ganego zapasu stateczności, tak aby pozostać po ’’ bezpiecznej stronie” . W 
przypadku uwzględnienia tych efektów, wykorzystuje się metody bazujące na 
uproszczonych teoriach śmigła (np. teoria strumieniowa) lub na danych do­
świadczalnych.

Przy wykorzystaniu metod panelowych do badania charakterystyk konfi­
guracji aerodynamicznych na etapie projektu koncepcyjnego, korzystnym jest 
wprowadzenie efektów pracującego śmigła do metody obliczeniowej. W prze­
ciwnym razie, konieczne jest odrębne przeprowadzenie obliczeń odpowiednich 
poprawek dotyczących śmigła. Zwiększa to pracochłonność i komplikuje obli­
czenia.

Przedstawione obliczenia miały na celu wstępne sprawdzenie możliwości 
uwzględnienia wspomnianych efektów. Należy podkreślić, że nie chodziło tu o 
dokładne modelowanie opływu wywołanego wirującym śmigłem (co jest zada­
niem bardzo złożonym). Obliczenia takiego opływu są niezbędne przy szcze­
gółowym obliczaniu obciążeń aerodynamicznych [7]. Tutaj, celem było uzy­
skanie metody dającej wyniki globalne równoważne wynikom uzyskiwanym 
dotychczas metodami klasycznymi.

Przedstawione metody dotyczą układów klasycznych płat-usterzenie, z 
napędem ciągnącym.
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2. Metoda klasyczna

Wykorzystano metodę często występującą w literaturze dotyczącej wstęp­
nego projektowania samolotów. Szczegółowo została, ona omówiona w [1], 
Uzyskane za, jej pomocą wyniki posłużyły jako dane porównawcze do oceny 
wyników metody panelowej.

Wpływ pracującego śmigła rozłożony jest na, trzy zasadnicze efekty:

— występowanie siły normalnej w płaszczyźnie śmigła,

— odchylenie strug w obszarze strumienia zaśmigłowego,

— zwiększenie ciśnienia dynamicznego w obszarze strumienia zaśmigłowego.

• Siła normalna

Oszacowanie wpływu tej siły oparto na uogólnieniu danych eksperymen­
talnych. Współczynnik siły normalnej obliczany jest ze wzoru:

C n* = d~ ^ r a  (2 -1}
gdzie gradient jest wyznaczany w zależności od posuwu śmigła, współczynnika 
SFF (side- force-factor) charakteryzującego geometrię łopaty oraz współczyn­
nika ciągu śmigła,.

Przyrost momentu pochylającego wywołany siłą normalną można obliczyć 
z zależności:

_ ^ ^ _ D \ d C ^ d £  
pCm« ~  C { 4S )  da nPda V -2)

• Odchylenie strug w strumieniu zaśmiglowym

Oszacowanie odchylenia przeprowadzane jest na podstawie zależności:

d £ P _ (  a , Tir( l C H p ° d P \ „
fp =  ^ “  = l  A +  B ~ d ^ d ^ r  (2-3)

gdzie współczynniki A i B' są zależne od współczynnika ciągu śmigła i 
pochodzą z uogólnienia danych eksperymentalnych. Gradient dCnp0/da od­
czytywany jest jak poprzednio dla zerowego współczynnika ciągu, natomiast 
gradient d/3/da, dotyczący odchylenia strug przed płatem w rejonie śmigła, 
obliczany jest jedną z metod często prezentowanych w literaturze (np. [3]).
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Zwiększenie ciśnienia dynamicznego w strumieniu zaśmiglowym

Wartość współczynnika zwiększenia ciśnienia dynamicznego jest wyliczana 
ze wzoru:

8 ,
7rVt = Vo(l + - T C) (2.4)

Zależność ta wynika z zasady zachowania pędu zastosowanej w strumieniowej 
teorii śmigła.

Ostateczna zależność na wartość współczynnika momentu pochylającego 
dla układu klasycznego ze śmigłem ciągnącym jest następująca:

C t  =  C Z (aw)Vws(Tc) +  ^ ^ C ^ a h)VU T c ) - X h C ^ a h)r,hs(Tc) +
°  * (2.5)

j. A r  /~ y 't1 \ ~ Tc(a )nR 2 hp-j- ApO mQ(e/,7CjO' ę, ę

gdzie:

_ L h S h rp __ T
Kh — ,-t n  c

(2.6)

Zmiana kąta natarcia na części rozpiętości płata i usterzenia na skutek od­
chylenia strug jest uwzględniona w funkcjach C™(a), C ^ a )  i Cz(a),  a ich 
argumenty (a w i a /J są odpowiednimi kątami średnimi.

W obliczeniach porównawczych, charakterystyki układu bez śmigła zostały 
przyjęte na podstawie obliczeń panelowych, tak aby wykluczyć wpływ różnic w 
obliczeniach tych charakterystyk otrzymanych metodą panelową i klasyczną. 
Pozwoliło to zaobserwować różnice pomiędzy wynikami dotyczącymi samych 
poprawek na wpływ pracującego śmigła.

3. Wykorzystana metoda panelowa

Do obliczeń wykorzystano metodę panelową bazującą na rozwiązaniu rów­
nania Laplace‘a:

A<Ź> = 0 (3.1)

dla potencjału prędkości, z warunkiem brzegowym Neumanna

nV  =  0 (3 .2 )
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(styczność przepływu do powierzchni nośnej).
W modelu fizycznym przyjmuje się następujące założenia:

-  przepływ jest nielepki,

-  nieściśliwy,

-  stacjonarny,

-  bez oderwań,

-  potencjalny z wyjątkiem śladu wirowego.

Płaty modelowano jako powierzchnie szkieletowe. Dzielono je na płaskie 
panele, na których umieszczano stale, ciągłe rozkłady dipoli. Algorytmy nu­
meryczne opracowano na podstawie [5] i [6].

Ślad wirowy został zamodelowany jako plaska powierzchnia, połączona z 
krawędzią spływu płata i skierowana równolegle do osi 0A układu związanego 
z samolotem. Na powierzchni śladu zastosowano ten sam rodzaj osobliwości 
co na. powierzchniach nośnych.

Rozwiązaniem równania (3.1) jest równanie całkowe:

$ (P ) =  ^ J J  /t »V Q ( J ) dSQ +  ś-oo (3-3)
s

będące, w reprezentacji numerycznej, układem liniowych równań algebraicz­
nych postaci:

[A] [/i] =  [w(V)] (3.4)

Rozwiązanie otrzymywane jest w postaci rozkładu natężeń osobliwości (di­
poli) na powierzchniach nośnych. Pozwala to, w dalszej kolejności, na wyzna­
czenie rozkładu ciśnień, a z tego, globalnych sił działających na układ aerody­
namiczny.

4. Modele układu płatów i śmigła

Model układu płatów przedstawiony jest na rys.l. Składa się on z 
prostokątnego płata głównego o wydłużeniu = 6 z płaską powierzchnią 
szkieletową i podobnego usterzenia poziomego o wydłużeniu =  4, położonego 
z niewielkim przewyższeniem względem płata głównego.

Modelowane śmigło przedstawia rys.2.
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Rys. 1. Układ piatów wykorzystany w obliczeniach

Rys. 2. Parametry geometryczne Śmigla obliczeniowego

Rys. 3. Model 1 -  piat zastępczy

20 — Mechanika w lotnictwie



306 P . K u l i c k i , M . L a s e k

Wpływ śmigła uwzględniono na trzy różne sposoby. Przyjęto model, w 
którym śmigło jest reprezentowane przez płaski płat zastępczy (rys.3), [2]. Taki 
model powinien wprowadzać wpływ siły normalnej oraz odchylenie strug w 
strumieniu. W jednej z wersji obliczeń, dodatkowo wprowadzono zwiększenie 
prędkości w strumieniu zaśmigłowym poprzez arbitralną modyfikację lokalnej 
prędkości niezaburzonej w zadanym obszarze.

Drugim modelem była obręcz o odpowiednio dobranej cięciwie i średnicy 
równej rozpiętości płata zastępczego (rys.4).

Rys. 4. Model 2 -  obręcz zastępcza

Rys. 5. Model 3 -  zestaw obręczy zastępczych

Ostatni model składał się z kilku współśrodkowycli obręczy o odpowiednio 
dobranej cięciwie (rys.5). Największa z nich miała średnicę jak poprzednio.
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5. Wyniki obliczeń

Nie dysponowano danymi eksperymentalnymi, które można by wykorzy­
stać do weryfikacji metody obliczeniowej. Dane takie powinny pochodzić z 
badań w locie. Wiarygodność wyników z badań tunelowych, w przypadku 
efektów pracującego Śmigla, jest zbliżona do wiarygodności wyników uzyski­
wanych uproszczonymi metodami obliczeniowymi.
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Rys. 6 . Wyniki obliczeń dla modelu 1 -  piat zastępczy
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Rys. 7. Wyniki obliczeń dla modelu 2 -  obręcz zastępcza

W  obecnej fazie prac przyjęto, że będzie się dążyć do uzyskania metody 
modelowania efektów śmigła w kodzie panelowym, ekwiwalentnej metodom
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klasycznym. Uzasadnia to przyjęcie wyników z metody klasycznej jako mate­
riału porównawczego do weryfikacji wyników obliczeń panelowych.

Na poniższych wykresach przedstawiono porównanie wyników obliczeń 
metodą klasyczną oraz wyników uzyskanych z obliczeń panelowych.
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Rys. 8 . W yniki obliczeń dla modelu 3 -  zestaw obręczy zastępczych

Jak widać, uzyskano dość dobrą zgodność wyników jeśli chodzi o gra­
dienty momentu pochylającego względem kąta natarcia. Różnice w gradien­
tach z obliczeń metodą klasyczną i metodą panelową nie przekraczają 2% 
dla płaskiego płata zastępczego, 5% dla obręczy zastępczej i 9% dla zestawu 
obręczy zastępczych.

6. Podsumowanie

Stwierdzono, że można w sposób prosty i efektywny wprowadzić efekty 
pracującego śmigła do panelowych obliczeń układu aerodynamicznego. Można 
tu dodać, że zwiększając stopień złożoności modelu można dojść do modeli le­
piej odzwierciedlających rzeczywisty opływ wywołany pracującym śmigłem. 
Powoduje to jednak gwałtowny wzrost kosztu obliczeniowego metody. Na 
etapie projektu koncepcyjnego, na którym nie zależy nam na wyznaczeniu 
obciążeń powierzchni nośnych, a jedynie na globalnych charakterystykach 
układu wydaje się niecelowe stosowanie modeli o znacznej złożoności.
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Low Order Panel Method Calculations of Longitudinal Static Stability 
for an Airplane with the Propeller Effect Included

Summary

The concept of introduction of correction factors for propeller influence is presen­
ted. Potential flow model is used. Wings are modeled as three dimensional surface 
doublet distribution. The correction factors are introduced by additional lifting sur­
faces.

The results of the panel method calculations are compared to some results ob­
tained in typical preliminary design calculations (based on the experiment or the 
propeller stream theory).

Presented methods are intended to be used at the preliminary design stage.
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Przedstawiono metodę wyznaczania rozkładu ciśnień i współczynników 
aerodynamicznych układów skrzydło-kadłub znajdujących się w opływie 
nieściśliwym ustalonym. Omówiono model fizyczny i matematyczny oraz 
wyniki przeprowadzonych obliczeń. Uzyskano zadowalająca, zgodność 
rozkładów ciśnień z wynikami eksperymentalnymi.

Spis oznaczeń

a -  kąt natarcia,
A Fi -  siła normalna do panelu,
V -  natężenie dipoła,
a -  natężenie źródła,
<t> -  potencjał zaburzenia,
b -  rozpiętość płata,
C l, BI -  współczynniki wpływu od dipoli i źródeł,
Cl -  współczynnik siły nośnej w bieżącym przekroju skrzydła,
Cz -  współczynnik siły nośnej układu S-K,
Cp -  współczynnik ciśnienia,
N -  liczba paneli obiektu,
Nw -  liczba paneli śladu,
Tli -  wektor normalny do powierzchni panelu,
9 -  ciśnienie dynamiczne q = 0.5pV^,
r -  odległość punktu kontrolnego od osobliwości,
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Sb -  pole powierzchni bryły,
Si -  pole panelu,
Sw -  powierzchnia śladu,
TE -  oznaczenie krawędzi spływu,
Vi -  wektor całkowitej prędkości na panelu,
V  ind -  wektor prędkości indukowanej na panelu
VY oo -  wektor prędkości niezaburzonej.

1. W stęp

W analizie stateczności i sterowności samolotu często zachodzi potrzeba 
oszacowania wpływu kadłuba na charakterystyki aerodynamiczne układu. W y­
korzystywane dotychczas do tego celu półempiryczne zależności [8], bazujące 
na mocno uproszczonym modelu fizycznym, są słuszne jedynie dla układów 
klasycznych ze smukłym kadłubem.

Znacznie szersze możliwości obliczeniowe daje natomiast wykorzystanie 
metod panelowych, [2,5], opartych na teorii przepływu potencjalnego. Pierw­
sze prace dotyczące wykorzystania metod panelowych do obliczenia rozkładu 
ciśnień na trójwymiarowej bryle traktowanej jako obiekt nienośny prowadzone 
były w latach 1956-62 przez Hessa [2]. W latach późniejszych były konsekwent­
nie rozwijane i udoskonalane m.in. przez Hessa [3], Johnsona [4] i Krausa [6].

Pomimo wielu uproszczeń w porównaniu z modelem płynu lepkiego, wyniki 
obliczeń dla wielu zagadnień, nie różnią się znacząco od wyników uzyskanych 
metodami uwzględniającymi lepkość płynu przy niewielkim koszcie obliczenio­
wym.

2. M odel fizyczny

Przyjęto następujący model fizyczny układu:

• płat nośny jest cienką powierzchnią złożoną ze szkieletowych profili (z 
zachowaniem pierwotnego obrysu oraz kątów zaklinowania i wzniosu), 
podzieloną na czworokątne, płaskie panele z powierzchniowym, stałym 
rozkładem dipoli,
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• kadłub jest bryłą trójwymiarową podzieloną na czworokątne, płaskie pa­
nele z powierzchniowym, stałym rozkładem dipoli i źródeł. Przedstawie­
nie płata nośnego jako nieskończenie cienkiej powierzchni podyktowane 
było niższym kosztem obliczeniowym niż gdyby uwzględniono wpływ 
grubości (jak w przypadku kadłuba). Przykładowa parkietyzacja mo­
delu fizycznego przedstawiona jest na rys.l.

Rys. 1. Parkietyzacja modelu fizycznego

Przyjęto następujące założenia odnośnie opływu:

• płyn jest nielepki i nieściśliwy,

• opływ jest bezwirowy (z wyjątkiem śladu za płatem) i bez oderwali,

• zaniedbane są siły masowe,

• na krawędzi spływu śladu wirowego spełniony jest warunek Kutty- 
Żukowskiego,

• ślad wirowy leży w płaszczyźnie skrzydła,

• zaburzenia przepływu spowodowane obecnością układu skrzydło-kadłub 
są małe.
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3. Model matematyczny

Z przyjętych założeń fizycznych wynika, że istnieje potencjał zaburzenia 
prędkości spełniający równanie Laplace’a:

V 24> =  0

z warunkiem brzegowym Neumanna na powierzchni płata:

ViTli - 0

oraz Dirichleta na powierzchni kadłuba:

i J 4nOdS- ĥldS = °
Sb+Sw Sg

Dodatkowo stawiane są następujące warunki brzegowe:
— na krawędzi spływu

A  p(x ,y )TE = 0

— na śladzie wirowym
d(f>(x,y)

dx

—  w nieskonczonos'ci
lim <j>(r) = 0

r—*00

Wyznaczenie opływu wokół układu skrzydło-kadłub można sprowadzić [5] 
do znalezienia rozwiązania równania całkowego:

i S + h !  ' s G )  " + M F )
Sb -5 w

które (przy założeniu =  4>oo) można aproksymować układem liniowych 
równań algebraicznych (dla zagadnienia Dirichleta):

N  N w  N

CkUk + Ctflt + ^ 2  = O 
k=1 (=1 k=1

lub (dla zagadnienia Neumanna):

N  N w  N

T .  C t^k + ^  C tllt + X] Bkak =  —V 00nt-
k = l  t=1 Ar=1
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gdzie Ck, C t i Bk są aerodynamicznymi współczynnikami wpływu:

c - " = Ł  S  U - k ) d s **
1234 1234

Po rozwiązaniu otrzymujemy rozkład natężeń osobliwości na powierzchni 
obiektu co pozwala na wyznaczenie rozkładu prędkości a następnie ciśnień oraz 
sił aerodynamicznych.

Całkowita prędkość na panelu kadłuba wyznaczana jest jako suma wektora 
prędkości niezaburzonej oraz prędkości indukowanej liczonej w kierunku stycz­
nym do panelu jako:

gdzie Z, to, n są kierunkami związanymi z lokalnym układem współrzędnych. 
Współczynnik ciśnienia na panelu kadłuba obliczany jest jako:

y .2
C — 1 — 8 °p. -  1 V 2oo

a siła normalna do panelu kadłuba:

oraz w kierunku normalnym do panelu:

A Fi = - c PiqSi

Całkowita prędkość na panelu płata obliczana jest jako suma wektora 
prędkości niezaburzonej i prędkości stycznej:

N N

— y :  + Voo
3 =  1 3 = 1

Siła normalna na i-tym panelu piata wynosi: 

A L { pV i{^ j  

a współczynnik ciśnienia:
A Li
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4 .  W y n i k i  o b lic z e ń  i w n io s k i

Wyniki obliczeń przeprowadzone dla konfiguracji testowych układu 
skrzydło-kadłub rys.'2 porównane z danymi eksperymentalnymi (Kórner [6]) 
przedstawiają wykresy na rys.3 i 4. Widoczna jest zadowalająca zgodność 
wyników obliczeń numerycznych z doświadczeniem. Wykresy na rys.5 i 6 
przedstawiają rozkład współczynnika siły nośnej wzdłuż rozpiętości płata dla 
dwóch konfiguracji układu skrzydło-kadłub: średniopłata i wysokiego gór- 
nopłata. Wyniki dla średniopłata porównane są z danymi zaczerpniętymi z [7]. 
Na rys.7 porównano zmianę współczynnika siły nośnej w funkcji kąta natar­
cia dla izolowanego płata i układu skrzydło-kadłub dla dwóch konfiguracji jak 
wyżej.

Rys. 2. Konfiguracje testowe i przyjęty sposób oznaczeń

Chociaż istnieje wiele modeli i gotowych pakietów obliczeniowych do wy­
znaczania rozkładów ciśnień na złożonych konfiguracjach aerodynamicznych, 
ciągle aktualne jest zadanie znalezienia modelu ’’ prostego” o niskim koszcie 
obliczeniowym. Wykonane obliczenia sugerują poprawność przyjętego modelu 
fizycznego i matematycznego. Prostota algorytmu i niewielkie wymagania co 
do pamięci operacyjnej komputera, pozwalają, na wykorzystanie ww. metody 
jako skutecznego narzędzia na etapie projektowania wstępnego.

Po przeprowadzeniu pełnego kompletu obliczeń dla bardziej skomplikowa­
nych kształtów kadłuba, model obliczeniowy zostanie rozszerzony na pełne 
konfiguracje aerodynamiczne tj. skrzydło-kadłub-usterzenia-gondole.
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Rys. 3. Rozkłady ciśnień na kadłubie dla konfiguracji P ,  kąt natarcia a  =  6 °; linia 
ciągła -  obliczenia, o -  dane eksperymentalne [6]

Rys. 4. Rozkłady ciśnień na kadłubie dla konfiguracji S, kąt natarcia a  =  6 °; linia 
ciągła -  obliczenia, o -  dane eksperymentalne [6]

»  eksperyment [7] 
—£j_._ obliczenia

y/(0.5 b)

Rys. 5. Porównanie obliczeniowego rozkładu współczynnika siły nośnej wzdłuż 
rozpiętości płata z danymi doświadczalnymi [7]. Układ średniopłata, kąt natarcia 

a  =  6°, wydłużenie płata A  =  6, skos płata A — 0°, zbieżność płata A =  1, 
stosunek średnicy kadłuba do cięciwy piata d/c — 1
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ci płoto izolowanego 
ci płoto wukłodzteS-K. ... . . ..
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y/(0.5b)

Rvs. 6. Rozkład współczynnika siły nośnej wzdłuż rozpiętości płata dla konfiguracji 
wysokiego górnopłata. Geometria modelu jak dla rys.5, wysokos'c płata nad

kadłubem h =  0.5d

Rys. 7. Zmiana współczynnika siły nośnej w funkcji kąta natarcia dla izolowanego 
piata, układu wysokiego górnopłata i średnioplata
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Praca została sfinansowana przez Komitet Badań Naukowych (Nr PB 
0 0 4 4 /S 6 /9 3 /0 4 )

Determination of a Lift Curve Slope for Wing-Body Configuration by 
Means of Low Order Panel Methods

Summary

The method for determination of pressure distribution and aerodynamic coeffi­
cients of wing-body configuration is presented. Incompressible steady flow is assumed. 
Physical and mathematical models and numerical results are discussed. Satisfactory 
consistence of pressure distribution between numerical results and experimental data 
was achieved.
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W Y B R A N E  PR O B LEM Y ID E N TYFIK A C JI W ŁASN O ŚC I  
D Y N A M IC Z N Y C H  O B IE K T Ó W  N IELIN IO W YC H

F r a n c is z e k  L e n o r t

Instytut Lotnictwa, Warszawa

Podstawowymi wielkościami określanymi w czasie badań flatterowych 
samolotu w locie są częstości drgań i współczynniki tłumienia występu­
jących postaci drgań. W  referacie zwrócono uwagę na zalez'nosc tych 
wielkości od nieliniowości badanego obiektu. W pływ tych nieliniowości 
został potwierdzony przykładowymi wynikami obliczeń numerycznych.

1. Wstęp

W literaturze dotyczącej badań w locie tendencji do flatteru [1,2] spo­
tyka się bardzo zróżnicowane jakościowo wyniki. Obok wykresów, na których 
częstości własne drgań są praktycznie stałe, niezależne od prędkos'ci lotu, spo­
tyka się także wykresy, na których istnieje wyraźna zależność od prędkos'ci 
lotu i dodatkowo jeszcze punkty pomiarowe mają pewien rozrzut. Podobnie 
współczynniki tłumienia zmierzone w locie leżą na zdeterminowanych krzy­
wych (rys.l) lub są bardzo chaotycznie rozrzucone w funkcji prędkos'ci lotu 
(rys.2).

Na przykładzie wyników sprawdzenia w locie tendencji do flatteru skrzydła 
Ogara można stwierdzić wyraźny wpływ nieliniowości obiektu na rozrzut punk­
tów pomiarowych.

Chaos deterministyczny w rozwiązaniach równań różniczkowych nie-nieli- 
niowych [3,4] wyraża się w tym przypadku ” chaosem” rozrzutu współczynnika 
tłumienia drgań. Ponieważ jest to w znacznej mierze chaos deterministyczny, 
można zatem go częściowo uporządkować poprzez uwzględnienie nieliniowości 
obiektu.

21 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 1. Zależność współczynnika tłumienia g (g  =  2Q  drugiej asymetrycznej 
postaci drgań samolotu F-102A w funkcji liczby Maclia wg [1]; —  z obliczeń 

teoretycznych, - o -  dane pomiarowe w locie na wysokosci 10000 m

F IR S T  F IN  B E N D I N G  
M IS S IL E S  O N  1 5 .2 H 7 

0 .3  i------------------------------------ ------------ ------------ 1— -

I
3 0 4 8 m

1 52 0 m  

°  1
1— O

°  c c

o

“ I
0 .8  0 .9  1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

Rys. 2. Współczynnik tłumienia g w funkcji liczby Macha dla samolotu Y F -16
wg [2]

2. W pływ nieliniowości sił tłumiących na wyniki analizy własności
dynamicznych

Najprostszy liniowy układ drgający o jednym stopniu swobody opisuje 
równanie:

y +  2(u>0y  +  u l y  =  0 (2.1)

gdzie:
C -  względny współczynnik tłumienia, 
u>0 -  częstość drgań (pulsacja) tego układu bez tłumienia. 

Rozwiązaniem równania (2.1) jest zależność:

y  =  A  e x p ( —(u oł )  sin(u ;o\ /l -  ( 2t +  cf>) (2 .2 )
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Stałe A i <j> są określone przez warunki początkowe.
Badania w locie tendencji do flatteru polegają głównie na ocenie współczyn­

nika tłumienia (  dla poszczególnych składowych drgań i częstości własnych:

uj =  u 0y j l  -  C2 ( 2 -3 )

Z reguły zakłada się, że obiekt badany jest liniowy.
Stąd w stosunku do sił tłumiących zakłada się, że są proporcjonalne do 

prędkości ruchu drgającego y.
Wiadomo jednak, że siły aerodynamiczne, a więc i siły tłumiące, siły oporu, 

zależą od kwadratu prędkości y2.
W uproszczeniu możemy więc zapisać, że:

y +  2CuJoi/2s\gny +  u>%y =  0 (2.4)

Otrzymaliśmy równanie nieliniowe, które przepiszemy w innej postaci, aby 
ujawnić analogie z równaniem liniowym (2.1):

y  +  2(Cjłsign y)u>0y  +  u%y =  0 (2 .5 )

Można przypuszczać, że rolę współczynnika tłumienia (  układu liniowego, w 
równaniu nieliniowym (2.5) spełnia wyrażenie w nawiasach:

Cn =  ( y s ' i g n y  ( 2 . 6 )

Zmiana, prędkości ruchu y, która zależy od amplitudy drgań A, wpływa 
na wielkość tłumienia Cn w układzie nieliniowym. A więc drgania układu nie­
liniowego (2.4) będą miały różne współczynniki tłumienia w zależności od am­
plitudy drgań. Na przykładzie wyników oceny współczynnika tłumienia syme­
trycznego zginania skrzydeł motoszybowca SZD-45 Ogar w locie, przy różnych 
wielkościach wymuszeń impulsowych (rys.3), można potwierdzić powyższe 
przypuszczenia co do zmienności współczynnika tłumienia.

Przyjmując funkcję regresji w postaci:

Cn =  a 0 +  a l ^  +  a 2 ^ 2 +  a 3 A  ( 2 - 7 )

gdzie:
V -  prędkość lotu,
A -  amplituda drgań skrzydła, 

można metodami statystycznymi stwierdzić istotność powyższej funkcji i 
współczynnika a .̂

Współczynnik korelacji:
R , ; =  0.75
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Uzależnienie współczynnika tłumienia £n °d prędkości lotu i od ampli­
tudy drgań obejmuje 75% zmienności ogólnej tej wielkości. A więc roz­
rzut punktów na rys.3 w znacznej mierze wynika z nieliniowości danego 
obiektu. Aby przykładowo wykazać zależność współczynnika tłumienia swobo­
dnie zanikających drgań od amplitudy początkowej A drgań rozwiązano nu­
merycznie równanie nieliniowe (2.4) dla różnych wartości amplitudy (rys.4). 
Na rysunku 4b widać wyraźnie szybki spadek amplitudy (kilkukrotny po jed­
nym okresie) na początku przebiegu sygnału -  przy dużej amplitudzie duże 
tłumienie -  następnie już znacznie wolniejszy spadek amplitudy w dalszej 
części przebiegu sygnału -  przy małej amplitudzie małe tłumienie drgań.

Rys. 4. Wpływ amplitudy wymuszenia A na wielkość tłumienia układu nieliniowego 
(2.4) przy założonych wartościach: u góry -  A = 0.01 m, /  = 10 Hz; u dołu -

A = 0.35 m, /  = 10 Hz
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3. W pływ nieliniowości sił sprężystych na własności dynamiczne
obiektu

Aby wykazać zmienność częstości drgań własnych układu ( ‘2.1) w przy­
padku nieliniowości sił sprężystych założymy dla uproszczenia, że siły tłumiące 
są małe i możemy je pominąć, natomiast przyjmiemy, że siły sprężyste zależą 
od trzeciej potęgi przemieszczenia y.

Otrzymamy równanie nieliniowe o postaci:

y + y3 = 0 (3.1)

Podobnie jak poprzednio, dla wskazania pewnego podobieństwa do równa­
nia liniowego:

V +  =  0 (3.2)

możemy przepisać równanie (3.1) do postaci:

y +  y2y =  0 (3.3)

Można przypuszczać, że czynnik y2 w równaniu (3.3) określa w pewnym 
sensie częstość własną układu nieliniowego, podobnie jak czynnik w0 jest 
kwadratem częstości własnej układu liniowego.

W literaturze [5], posługując się metodami energetycznymi, obliczono 
częstość drgań własnych układu (3.1) i otrzymano zależność:

=  m  ( 3 ' 4 )

Dla przykładu rozwiązano numerycznie równanie nieliniowe (3.1) dla 
różnych wartości amplitudy A i otrzymano wyniki przytoczone na rys.5.

Wyniki numerycznego rozwiązania równania nieliniowego (3.1) są zgodne 
z analitycznymi wynikami oceny częstości własnej podanymi w literaturze.

Częstość drgań nieliniowego układu zależy od amplitudy drgań (3.4). Jeżeli 
badany obiekt jest nieliniowy, to w zależności od wielkości wymuszenia impul­
sowego, otrzymamy różne wielkości częstości drgań własnych. Drgania układu 
(3.1) są okresowe, kształt krzywych na rys.5 jest podobny do sinusoidalnego 
ale nie jest z nim identyczny.

4. Zakończenie

Wykonane proste analizy wskazują, że jeżeli badamy własności obiektu 
nieliniowego, to otrzymujemy bardzo zróżnicowane wyniki pomiaru wielkości
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Rys. 5. Zależność częstości drgań własnych układu nieliniowego (3.1) od amplitudy 
A; u góry -  dla założonego A = 10 wynikowa częstość /  = 1.35 Hz; u dołu -  dla 

założonego A = 20 wynikowa częstość /  = 2.7 Hz

tłumienia i częstości własnych układu swobodnego w zależności od wielkości 
wymuszenia impulsowego. Chaos deterministyczny w mechanice nieliniowej 
wyraża się chaosem wartości tłumienia i częstości własnych badanego obiektu. 
Na ogólny rozrzut wartości pomiarowych składają się błędy pomiarowe i błędy 
metody przetwarzania, błędy spowodowane działaniem zakłóceń przypadko­
wych i chaos deterministyczny zależny od nieliniowości układu badanego.

Aby poprawnie ocenić własności obiektu nieliniowego, należy przeprowa­
dzić analizy jego własności dla różnych wielkości wymuszeń, spotykanych w 
normalnej eksploatacji.

W odniesieniu do badania własności flatterowych samolotu, zakres wymu­
szanych amplitud drgań wyznaczają wzbudzenia m.in. od turbulencji powie­
trza oraz wzbudzenia balTtingowe.
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Determination of Dynamie Properties of Non-Linear Objects

Summary

Evaluation o f  subcritical damping and frequency.for each m ode shapes is a subject 
o f the flight flatter testing. Dynam ic characteristics are functions o f non-linearity o f 
aircraft. The influence o f  non-linearity on damping and frequency is described and 
numerical calculation results are presented.
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W  referacie omówiono budowę, parametry oceny dokładności oraz przed­
stawiono przykłady instalacji odbiorników ciśnień powietrznych. Przed­
stawiono metodyki badań instalacji OCP na ziemi, opisano wyznacza- 
nie poprawek aerodynamicznych w locie oraz przedstawiono wyniki tych 
badań dla prototypu samolotu IR YD A. Omówiono również dodatkowa 
badania w locie wynikające z wprowadzenia na samolot centrali danych 
aerodynamicznych.

1. Wstęp

Instalacja odbiorników ciśnień powietrznych, zwana w skrócie instalacją 
OCP, jest jedną z instalacji samolotu i jest przeznaczona do zasilania ci­
śnieniem statycznym i całkowitym puszek membranowych przyrządów pi­
lotażowych, nadajników prędkości i wysokości oraz innych urządzeń samolotu, 
które wymagają takiego ciśnienia.

Zasadniczym elementem instalacji jest odbiornik ciśnień powietrznych 
(rurka Pitote’a), skąd ciśnienia przekazywane są przewodami sztywnymi i 
giętkimi przewodami gumowymi do poszczególnych urządzeń. Zasadniczy 
odbiornik powinien być umieszczony w miejscu, gdzie opływające strugi po­
wietrza są jak najmniej zaburzone. Zwykle są to: wysięgnik w części nosowej, 
końce skrzydeł, czy statecznik. W celu zapewnienia większej niezawodności 
projektuje się instalację zdwojoną, z dwoma rurkami Pitote’a umieszczonymi 
symetrycznie z dwu stron samolotu, lub stosuje się drugi awaryjny odbior­
nik ciśnień powietrznych umieszczony zwykle na kadłubie samolotu. Pilot ma 
możliwość, po stwierdzeniu awarii w instalacji zasadniczej, przełączenia na 
instalację awaryjną. Woda, powstająca ze skondensowania pary wodnej z po­
wietrza zbiera się w specjalnych zbiornikach -  odstojnikach wilgoci, które są 
okresowo opróżniane.
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Głównym parametrem oceny dokładności instalacji jest opóźnienie prze­
kazywania zmiany ciśnienia od odbiornika ciśnień do przyrządów wyrażone 
wzorem

x = m ± 4 t VcJrYL)
psnD 4 V 2 )

gdzie:
H -  lepkość dynamiczna powietrza [Ns/m2],
L -  długość przewodów pneumatycznych [m],
Vc -  pojemność komory przyrządu [m3],
Vt -  pojemność przewodów pneumatycznych [m3], 
ps -  ciśnienie statyczne ośrodka [N/m3],
D  -  średnica przewodu [m].

Przy projektowaniu instalacji OCP dla nowego samolotu należy do­
konać optymalizacji dobierając przekroje przewodów, długość przewodów 
(zmieniając przebieg instalacji w samolocie), oraz podłączenia różnych grup 
przyrządów do oddzielnych linii instalacji OCP, tak aby współczynnik opó­
źnienia był jak najmniejszy.

Na rys.l pokazano przykładowo instalację OCP samolotu M-15, na rys.2 z 
samolotu IRYDA. Oznaczenia na rysunkach:

Odb -  odbiornik ciśnień powietrznych (rurka Pitote’a),
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Ods -  odstojnik wilgoci,
Syg ~ sygnalizatory (nadajniki) prędkości lub wysokości,
Z -  zawory przełączające,
Klim -  urządzenia i wskaźniki klimatyzacji kabiny,
Fot -  fotel pilota.

2. Rodzaje badań i obsług samolotu

Parametry instalacji OCP sprawdzane są podczas badań i obsług samo­
lotu. Badania prototypów samolotu to badania wstępne (zakładowe), kwali­
fikacyjne (państwowe) i niepełne, a samolotów wytwarzanych seryjnie to ba­
dania niepełne i pełne. Sprawdzanie szczelności instalacji OCP odbywa się 
w każdym z etapów badań, sprawdzenie współczynnika opóźnienia tylko przy 
badaniu prototypów podczas badań wstępnych i potwierdzane przy badaniach 
kwalifikacyjnych.

Obsługi eksploatacyjne samolotu IRYDA to obsługi bieżące (wstępne, 
przedłotowe, startowe, polotowe i przegląd okresowy), obsługi okresowe (co 
100 i 200 godzin lotu) oraz obsługi wykonywane podczas przechowywania sa­
molotu. Szczelność instalacji sprawdzana jest podczas obsług przedlotowych, 
przy przeglądzie okresowym, przy obsługach okresowych oraz podczas prze­
chowywania samolotu.
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3. Badanie instalacji na ziemi

Dopuszczalna wartość współczynnika opóźnienia określona jest w normie 
branżowej 907AT ’’ Systemy statycznego i pełnego ciśnienia zasilania przepo- 
nowo -  aneroidowych przyrządów. Wymagania techniczne.” Współczynnik 
opóźnienia sprawdza się kolejno we wszystkich liniach instalacji ciśnienia sta­
tycznego (wytwarzając podciśnienie) i całkowitego (wytwarzając nadciśnienie) 
rejestrując wyrównywanie ciśnienia do wartości ciśnienia zewnętrznego w funk­
cji czasu. Przykładowy wykres podano na rys.3. Współczynnik opóźnienia 
oblicza się ze wzoru:

\ h  — h 
An — ---------------------

Jn  P l - P z e w n  
P2 P z e w n

Na samolocie IRYDA założony współczynnik, nie większy niż 1 s, został 
potwierdzony badaniami.

Rys. 3. W ykres zapisu przy wyznaczaniu współczynnika opóźnienia

Szczelność instalacji OCP określona jest w normie branżowej BN-73/9362- 
13 ’’Dopuszczalne nieszczelności lotniczych układów ciśnienia statycznego i 
całkowitego oraz przyłączonych do nich przyrządów” . Sprawdzenie polega 
na wytwarzaniu w kolejnych liniach instalacji podciśnienia odpowiadającego 
wartości 700 km/h i obserwacji wskazań prędkościomierza w ciągu 1 minuty. 
Dla samolotu IRYDA założone i potwierdzone badaniami wartości wynoszą
1 km/h dla 51, 53 i C, oraz 3km /hdla  S'2.
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4. Badania w locie

W locie wyznacza się poprawki aerodynamiczne, które są zależne od 
kątów natarcia, ślizgu i liczby Macha oraz miejsca zamontowania zasadniczego 
odbiornika na samolocie. Metody wzorcowania instalacji OCP tzn. wyznacza­
nia zależności poprawek aerodynamicznych (Spa -  dla komory statycznej, 
8pac -  dla komory całkowitej) od liczby Macha lub, dla małych prędkości lotu, 
od prędkości przyrządowej poprawionej Vpp dzielą się na:

• wzorcowanie według prędkości (porównanie rzeczywistej prędkości lotu 
samolotu względem powietrza z prędkością mierzoną na. samolocie wzor­
cowym);

• wzorcowanie metodą barometryczną (bezpośrednie określanie poprawki 
aerodynamicznej przez dokładną rejestrację prędkości Vpp i jej kie­
runku cp oraz wysokości Hpp samolotu przy pomocy stacji radiolo­
kacyjnej, kinoteodolitów lub namierników fazowych jak też temperatury 
otaczającego powietrza T //, prędkości wiatru U i jego kierunku ipu 
przy pomocy balonu-sondy czy wzorcowego samolotu);

• wzorcowanie na bazie pomiarowej (pomiar czasu przelotu z różnymi 
prędkościami w locie poziomym na wysokości 50 4- 150 m wg bazy wy­
znaczonej przez znaki orientacyjne na ziemi).

W tabeli 1 przedstawiono średnie błędy kwadratowe wyznaczania poprawek 
aerodynamicznych różnymi metodami.

Tabela 1. Średni błąd kwadratowy dla różnych metod wzorcowania

Prędkość
przyrządowa.

[km/h]

Metoda wzorcowania
wg prędk. barometry czna na b.pomiar.

ó(ćK e )
[km/h]

S(SPa) 6(8Va) 6(6Vaz)
[hPa] [mm 11 g] km/h]

100 1.4 0.62 0.47 7.0 1.7
•200 1.7 0.62 0.47 3.0 1.9
300 2.1 0.62 0.47 2.1 2.2
400 2.6 0.62 0.47 1.6 3.2
600 3.6 0.62 0.47 1.0 6.2
800 4.5 0.62 0.47 0.67 10.6
1000 5.7 0.62 0.47 0.47 17.0
1200 6.8 0.62 0.47 0.33 -
1400 7.8 0.62 0.47 0.27 -
1600 9.0 0.62 0.47 0.24 -
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Rys. 4. Poprawki aerodynamiczne prędkości 6Va =  f (Vpp)
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Z tabeli wynika, że przy dużych prędkościach lotu dokładność wzorcowania 
OCP metodą barometryczną jest większa niż metodą wg prędkości, zaś przy 
małych prędkościach dokładności wzorcowania na bazie pomiarowej i według 
prędkości są w przybliżeniu równe.

Na rys.4 przedstawiono wyniki badań poprawek aerodynamicznych samo­
lotu IRYDA przeprowadzonych w 1991r. w WSK Mielec metodą wzorcowania 
według prędkości (podczas lotu w szyku z samolotem wzorcem) oraz metodą 
wzorcowania na bazie pomiarowej (lot na wysokości około 70 m z wykorzysta­
niem radiowysokościomierza wzdłuż bazy -  pasa startowego).

5. Centrala danych aerodynam icznych

Zastąpienie analogowych przetworników ciśnienia, zastosowanych we wcze­
śniej przedstawionych instalacjach OCP, przez jedną cyfrową centralę danych 
aerodynamicznych zwiększa dokładność sygnałów ciśnieniowych. Jednocześnie 
zmniejsza się ciężar wyposażenia, czas obsługi samolotu, upraszcza instalacja 
OCP oraz zmniejsza się wpływ współczynnika opóźnienia (gdyż centrala za­
budowana jest zwykle w pobliżu zaworów awaryjnego przełączania).

Tabela 2. Sygnały wyjściowe z centrali wg normy ARINC 706-3 ” We­
rsja 5. Poddźwiękowe systemy danych aerodynamicznych.” , 5 maja 1982r.

Parametr
Nr

etyk.
(bnr)

Nr
etyk.
(bed)

Zakres 
(wg normy)

Zakres 
(w jedn. SI)

Maks.
odst.
sygn.

ins
(bnr)

Maks.
odst.
sygn.

ms
(bed)

Wysokosc 203 -1000-h  +50000 ft - 0 .3 +  25.2 kin 62.5
WBS # 1 201 -1 0 0 0 +  +  50000ft —0.3 +  15.2km 62.5
WBS # 2 220 -1 0 0 0  +  +  50000ft -0 .3  +  15.2km 62.5
Prędk.pion. 212 0 ~  ±20000ft/niin 0 +  ±100m /s 62.5
Prędk.przyrząd. 206 30 +  450knots 55 .6+  834km/h 125
Prędk.maks.dop. 207 150 +  450knots 278.0 +  834 km /h 125
L.Macha 205 0 .10^  l.OMach 0.1 +  1 .OM 125
Prędk. rzeczy w. 210 230 100 +  599knots 185.3+ 1110.1km/h 125
Temp. pow. calk. 213 233 —99°C +  ±60°C —99°C ±60°C 500 500
Temp.pow.stat. 211 231 -6 0 °C  +  ±99°C — 60°C +  ±99°C 500 500
Ciśn.spiętrz. 215 0 t  372.5mb 0 +  372.5hPa 125
Ciśn.calk. 242 135.5 1354.5mb 135.5-r 1354.5hPa 125
PB [m b],# l 234 745 1050mb 745 1050hPa 125
PB [inllg],#2 235 22.0 +  31.0inIIg 74.4 +  104.9hPa 125
PB [mb],# 2 236 745 +  1050mb 745 +  1050hPa 125
PB [inHg] 237 2200 +  3100inIIg 74.4 +  101.9hPa 125
Lokal.kąt natar. 221 —60°C +  +60°C —60°C +  +60° C 62.5
RKN 241 —60°C -r +60°C —60°C +  +60° C

W BS -  wysokosc barometryczna skorygowana,
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PB -  poprawka barometryczna,
RKN -  rzeczywisty kąt natarcia,
(bnr) -  kod dwójkowy,

(bed) -  kod dziesiętny.

W tabeli 2 przedstawiono spis sygnałów wyjściowych z centrali wg normy 
ARINC 706-3 ” Wersja 5. Poddzwiękowe systemy danych aerodynamicznych.” ,
5 maja 1982r. W w /w  normie, w dodatku 3 określone są punkty charaktery­
styczne zależności poprawek aerodynamicznych w funkcji liczby Macha oraz 
kąta natarcia w funkcji liczby Macha. Przy wprowadzeniu centrali danych na 
samolot IRYDA należy dotychczas wyznaczone poprawki przeliczyć w funkcji 
liczby Macha oraz, w celu zwiększenia dokładności sygnału z centrali, wykonać 
badania uzupełniające kąta natarcia w funkcji liczby Macha.

Na rys.5 przedstawiono schemat centrali danych aerodynamicznych.

Rys. 5. Schemat centrali danych aerodynamicznych

6. Podsumowanie

Badanie szczelności instalacji jest badaniem rutynowym wykonywanym 
przy budowie i eksploatacji samolotu, niezbędnym do prawidłowej pracy in­
stalacji.
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Badanie współczynnika opóźnienia instalacji OCP służy do sprawdzenia 
prawidłowości wykonanej konstrukcji oraz optymalizacji dokładności wskazań 
przyrządów i ciężaru instalacji podczas budowy prototypu samolotu.

Badanie poprawek aerodynamicznych, przy zastosowaniu na samolocie tra­
dycyjnych wskaz'nikow mechanicznych, służy do opracowania karty poprawek 
wskazań wysokościomierza. i prędkościomierza dla pilota, lub, przy zastosowa­
niu nowoczesnych systemów awionicznych, do ustalenia danych wejściowych 
do centrali danych aerodynamicznych. Sygnały cyfrowe z central skorygowane 
poprawkami aerodynamicznymi służą do sterowania systemami awionicznymi 
oraz do indykacji parametrów ciśnieniowych na wskaz'nikach pilota.
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The System of Air Pressure Receivers, Experiments

Summary

In the article the structure, accuracy parameters and examples of air pressure 
receivers system have been described. The research methods on the ground have been 
presented. The aerodynamic corrections determining the in-flight tests are given with 
the results for the prototype aircraft IR YD A. Also the additional flight tests, when 
the computer processing air data has been introduced into on-board equipment are 
presented.

22 — Mechanika w lotnictwie
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Politechnika Rzeszowska

W  pracy przedstawiono wpływ podmuchu poziomego na optymalną 
trajektorię przelotu samolotu transportowego. Przyjęto zmienny z 
wysokością i odległością lotu profil podmuchu. Do rozwiązania problemu 
wykorzystano zasadę optymalnosci Bellmana, a jako wskaz'nik jakości 
przyjęto bezpośrednie koszty operacyjne. Przykładowe obliczenia wyko­
nano dla samolotu klasy A320 w przypadku wiatru czołowego i wiatru z 
tylu dla tych samych warunków brzegowych.

1. Wstęp

Wpływ wiatru na optymalną trajektorię przelotu był przedmiotem prac 
między innymi Barmana i Erzbergera [1] oraz Chakravarty’ego [2]. Autorzy 
obu prac wykorzystali energetyczny model samolotu, który można opisać rów­
naniami:

dE , rP , - P T — V
dt Q

di  =  F  < L 1 > 

E =  H + 2g V

gdzie:
E -  całkowita energia przypadająca na jednostkę ciężaru,
V -  prędkość lotu,
Ps -  ciąg zespołu napędowego,
Px -  opór aerodynamiczny,
Q -  ciężar samolotu,
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x -  odległość pozioma, 
h -  wysokość lotu.

Barman i Erzberger arbitralnie założyli podział optymalnej trajektorii na 
trzy fazy: wznoszenie, przelot i schodzenie, ponadto pominęli zmianę masy 
samolotu na skutek zużycia paliwa. Profil wiatru przyjęli zależny tylko od 
wysokości, a rozwiązanie problemu optymalizacji dynamicznej sprowadzili do 
zagadnienia optymalizacji statycznej.

Chakravarty, uwzględniając zmianę masy samolotu, rozpatrywał jedynie 
końcowy odcinek przelotu przy analogicznym profilu wiatru jak poprzednicy. 
Do wyznaczenia optymalnej trajektorii wykorzystał zasadę maksimum Po- 
ntriagina.

W niniejszej pracy rozbudowano energetyczny model samolotu (1.1) o rów­
nanie wiążące zmianę wysokości z kątem toru lotu i wprowadzono profil wiatru 
zmienny z wysokością lotu i odległością, a do rozwiązania problemu wykorzy­
stano zasadę optymalności Bellmana. Zastosowanie wspomnianej zasady do 
wyznaczania optymalnej trajektorii samolotu przedstawiono w [3].

Poszukuje się trajektorii samolotu minimalizującej bezpośrednie koszty 
operacyjne przedstawione funkcjonałem:

spełniającej równania ruchu samolotu, ograniczenia na zmienne sterujące i 
narzucone warunki brzegowe przy nieznanym czasie końca przelotu.

W równaniu (1.2) oznaczono: 
tp -  czas początku przelotu, 
tk -  czas końca przelotu, 
cs -  koszt sekundy lotu, 
cp -  cena kilograma paliwa, 
bj -  jednostkowe zużycie paliwa.

Charakterystyki aerodynamiczne i zespołu napędowego mogą być zadane 
w dowolny sposób (np. w postaci tabelarycznej).

Równania ruchu samolotu wyprowadzono korzystając z następujących 
założeń:

( 1 .2 )
V

2. Równania ruchu



1. układ inercjalny jest związany z Ziemią,

2. samolot traktuje się jako punkt materialny (zachowana równowaga 
podłużna),

3. kąt toru lotu jest mały,

4. zachowana jest równowaga sił na kierunku prostopadłym do toru lotu,

5. ruch samolotu odbywa się w płaszczyźnie pionowej w jednorodnym polu 
g r a wi t acyj n y m,

6. kierunek ciągu jest równoległy do kierunku prędkości,

7. prędkość wiatru jest mała w porównaniu z prędkością lotu.
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Rys. 1. Siły działające na samolot

Równanie ruchu na kierunku prędkości ma postać (rys.l):

dV
m —  = Ps -  Px(Vp,...) -  Q')

a związki kinematyczne:

dx -  V  ~  = V 1

(2 .1 )

(2.2)
dt dt 

Równanie zmiany masy jest postaci:

dm 
dt

Ponadto spełnione są, z uwzględnieniem założeń 3, 4 i 7, następujące 
zależności:

Pz(Vp,...) =  Q VP = V - w  (2.4)

(2.3)
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W równaniach (2.1) (2.4) oznaczono:
m -  masa samolotu,
V -  prędkość samolotu w inercjalnym układzie odniesienia,

K -  prędkość samolotu względem powietrza,

7 -  kąt toru lotu,
Pz -  siła nośna,,
W -  prędkość wiatru.

Zmiennymi sterującymi w tak przyjętym modelu samolotu są:

• ciąg zespołu napędowego P,min(h,Vp) < Ps < PSm„ ( h ,  Vp),

• kąt toru lotu 7min < 7 < 7max.

Skutki pojawienia się podmuchu są dwojakiego rodzaju:

• zmiana prędkości samolotu względem powietrza,

• zmiana kierunku działania sił aerodynamicznych.

Biorąc pod uwagę założenia 3 i 7 odchylenie wektorów sił aerodynamicz­
nych o kąt £ (rys.l) od pierwotnego kierunku można pominąć.

3. Wyniki obliczeń

1000 1050 1100 1130 1200 12 14 16 18 20

odległość [km] prędkość wiatru wh [m/s]

Rys. 2. Profil wiatru

Obliczenia przeprowadzono dla samolotu klasy A320. Warunki brzegowe 
zostały określone na podstawie fragmentu (200 km) optymalnej trajektorii
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przelotu długodystansowego w bezwietrznej atmosferze:

*̂ (̂ p) ~  .̂’(̂ fc) — %k 
V(tv) = Vp V{tk) = vk 
h{tp)  — hp h{tk') —  ̂k 

m(tk)  =  m k

Masa końcowa samolotu wynosi 63198 kg i jest stała dla wszystkich roz­
patrywanych przypadków.

Do obliczeń przyjęto profil podmuchu opisany funkcją (rys.2):

w = wx(x)wh{h) (3.1)

1000 1090 1100 1130 1200

odległość [km]

Ilys. 3. Wysokość lotu

Rysunki 3 ^ 6  przedstawiają przebieg wybranych zmiennych stanu i 
sterowania dla trajektorii optymalnych w funkcji odległości poziomej dla 
następujących przypadków obliczeniowych:

• wiatr z tylu,

• brak wiatru,

• wiatr czołowy,

dla tych samych warunków brzegowych.
Rysunek 4 ilustruje zależność prędkości samolotu względem inercjalnego 

układu odniesienia. Prędkość samolotu względem powietrza reprezentuje 
liczba Macha, której przebieg przedstawiono na rysunku 5.
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Rys. 6. Współczynnik wykorzystania ciągu
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Na rysunku 6 przedstawiono przebieg współczynnika wykorzystania ciągu 
zdefiniowanego jako:

P s  =  p ^ r i7 T (3.2)

4. Wnioski

Analiza wyników obliczeń prowadzi do następujących wniosków:

• maksymalna wartość kąta toru lotu wynosi 6.4° co zadowalająco odpo­
wiada założeniu 3,

• istotne zmiany kąta toru lotu występują na krótkich odcinkach, przy 
umiarkowanych wartościach współczynnika obciążenia (od 0.7 do 1.2), 
co mieści się w ramach założenia 4,

• współczynnik siły nośnej zmienia się w granicach od 0.45 do 0.65, a liczba 
Macha od 0.65 do 0.73 co w efekcie daje zmianę kąta natarcia rzędu 3° 
i nie zmusza do rewizji założenia 6,

• różnica kosztów pomiędzy trajektorią optymalną a trajektorią opty­
malną dla bezwietrznej atmosfery realizowaną w obecności podmuchu 
wynosi:

— 6.2% dla wiatru czołowego,

— 0.9% dla wiatru z tyłu,

• prędkość samolotu względem powietrza we wszystkich trzech przypad­
kach zmienia się nieznacznie i jest:

-  o 0.6% większa dla wiatru czołowego,

-  o 1.2% mniejsza dla wiatru z tyłu,

w porównaniu do prędkości lotu w spokojnej atmosferze,

• zmiana prędkości lotu względem inercjalnego układu odniesienia reali­
zowana jest poprzez zmianę energii potencjalnej przy niewielkiej (5%) 
korekcie ciągu zespołu napędowego.
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Deriving the Optimal Cruise Including Wind Effects

Summary

This paper presents the derivation of the flight trajectory in the fixed-range pro­
blem which includes the presence of the fixed shape gust profile. The shape of the 
gust changes with variations both in the distance and the altitude. The solution was 
derived by applying the Bellman’s dynamic programming. As a performance index 
the direct operating cost has been chosen. The paper includes a numerical example 
which follows the technical data of an airplane of the family A320.
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W pracy przedstawiono model matematyczny dynamiki rakiety sterowa­
nej automatycznie, naprowadzanej wiązką na manewrujący samolot-cel.
Dla rakiety testowej ziemia-powietrze klasy ’’ Roland” przeprowadzono 
symulację numeryczną. Wyniki przedstawiono graficznie pokazując prze­
bieg trajektorii lotu rakiety, trafienie celu oraz zmiany parametrów ki­
nematycznych lotu rakiety.

1. Wstęp

W pracy przedstawiono model matematyczny dynamiki rakiety sterowa­
nej automatycznie klasy ziemia-powietrze, naprowadzanej przy pomocy wiązki 
prowadzącej, na manewrujący przestrzennie samolot-cel [1,6,8,9,10,11].

Metoda naprowadzania rakiety wiązką prowadzącą, polega na tym, że ra­
kieta naprowadzana musi znajdować się na prostej łączącej ognisko radiolo- 
katora z manewrującym celem. Często ten sposób naprowadzania nazywa się 
metodą trójpunktową. To jednocześnie nakłada pewne warunki na ruch ra­
kiety podczas naprowadzania wiązką prowadzącą (rys.l).

Sterowanie automatyczne jest realizowane przez wprowadzenie praw ste­
rowania [1,4,6,8,9,10] wiążących parametry kinematyczne rakiety realizowane 
w locie, z zadanymi parametrami lotu wynikającymi ze śledzenia celu wiązką 
prowadzącą. Różnica pomiędzy parametrami realizowanymi a zadanymi daje 
uchyby, które po uwzględnieniu współczynników wzmocnienia i stałych cza­
sowych wyznaczają kąty wychyleń sterów wysokości i kierunku, zapewniając 
właściwe sterowanie rakietą w kanałach pochylania i odchylania.
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Rys. 1. Naprowadzania rakiety na cel wiązką prowadzącą -  zależności kinematyczne

2. Model matematyczny

Przyjęto, że rakieta stanowi sztywny obiekt o sześciu stopniach swobody, 
poruszający się w przestrzeni. Rakieta napędzana jest silnikiem rakietowym 
na paliwo stale o ograniczonym czasie pracy i umieszczonym w osi symetrii 
pocisku. Rakieta porusza się w warunkach bezwietrznych.

Stosując równania Boltzmanna-Hamela [2,3,5,7] dla układów mechanicz­
nych o więzach holonomicznych, wyprowadzono dynamiczne równania ruchu 
sterowanej rakiety, które w postaci ogólnej mają postać [8,9,10]:

MV" + KMV = Q + U6 (2 .1 )

gdzie:
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Rys. 2. Parametry kinematyczne i geometryczne w układach odniesienia związanych
z rakietą

M -  macierz bezwładności,
K -  macierz parametrów kinematycznych,
U -  macierz sił sterujących,
Q -  macierz sił zewnętrznych (rys.3):

Q =  col [X ,Y ,Z ,L ,M ,N ]  (2.2)

przy czym:
— wektor przyspieszeń:

V  =  co\[U ,V ,W ,P ,Q ,R ]  (2.3)

— wektor prędkos'ci (rys.2):

V  =  col [U ,V ,W ,P ,Q ,R]  (2.4)

— wektor sterowania (rys.2):

6 = col[tf//,6v] (2.5)

Związki kinematyczne (rys.2):

f  =  col[£ i,j/i,żi,^ ,6> ,!?] = F [U ,V ,W ,P ,Q ,R ,$ ,9 ,& ]  (2.6)
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Rys. 3. Siły i momenty sil działające na rakietę w układzie odniesienia związanym z
rakietą

Dynamiczne równania ruchu rakiety sterowanej wiązką prowadzącą, po 
uproszczeniach i przystosowaniu do postaci wygodnej w symulacji numerycznej 
mają postać [1]:

— równanie ruchów podłużnych:

m(U +  W Q -  VR) -  SX(Q2 + R2) = -m g  sin 0  +  T + 

~ 2 PSrVr(Cx cos f3 cos a + C y sin /? cos a -  C z  sin a) +  (2.7)

+ X  q Q  +  X r R  +  X s H h i  +  X 0 fJ a n  +  X $ v S v

— równanie ruchów bocznych:

m {y  -f UR -  W P )  +  SX(R  + P Q ) =  mg cos 0  sin $  +

+  2 pSRVft (—C x sin fi +  C y cos /3) +  YrR  +  Y$v 6v

— równanie ruchów wznoszących:

(2.8)
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m.( W  -  UQ  +  V P )  -  SX(Q  — P R )  =  mg  cos 0  cos <ł> +

~ ^ P  Sr Vr {C x cos P s in a  +  C y sin P sin a  -f C z  cos a )  +  (2.9)

+ Z q Q  +  Z sh 6h  +  Z a ila H

—  równanie ruchów przechylających:

JXP  =  - ^ p S n V RI(Cmx  cos P cos a +  + C my sin P c o s a  -  C mz sin a )  +
(2.10)

+ L p P  4- Lsv f>v

—  równanie ruchów pochylających :

JyQ  +  (Jx ~  J z ) P R  ~  SX( W  -  UQ +  V P )  =  - m g x c co s Q  c o s $  +

+ 2 p S r V r [ x a { C x cos P sin a +  C y sin p  sin «  4- C z  cos a )  4- (2-11) 

4- Ą - C m x  sin P 4- C my cos P)]  4- M q Q  4- M ^ W  4- M aHa n  4- M Sh 6h

—  równanie ruchów odchylających:

J z R  4- {Jy -  JX) P Q  4- Sx ( y  4- U R  -  W P )  =  m g x c cos 0  sin $  4- 

+  ̂ pSrV r[xa(~C x sin P +  Cy cosP +  (2.12)

- I ( C m x  cos P sin a  4- C my sin P sin a  4- C mz cos a )] 4- N r R  4- Nsv f>v

Związki kinem atyczne dla rakiety w locie otrzym ano w następującej p o ­
staci:

- - --- - =  U cos 0  cos & -f V (sin <P sin 0  cos *P — cos sin !?) -|-
dt

4-VF(cos $  sin 0  cos W 4- sin sin

— =  U cos 0  sin !? 4- V (sin <P sin 0  sin 4- cos $  c o s !?) 4- 
dt

4-WY cos sin 0  sin $  — sin $  cos

(lzUL — _  u sjn Q ą. y  sjn <p cos o  ą. w  cos # cos 0  
dt

(2.13)
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d<p
—  = P  +  Q sin tg@ +  R cos $ tg0  
dt

-—  = Q cos $  — R sin 
dt ^
d$
—— =  Q sin <P sec 0  +  R cos $  sec 6  
dt

Kąty aerodynamiczne są zdefiniowane następująco:
— kąt natarcia:

W
a = arctg—  (2.14)

— kąt ślizgu:
V

(3 =  arcsin —— (2.15)
• R

przy czym prędkość liniowa rakiety można przedstawić:

=  U2 + V 2 +  W 2 (2.16)

— wysokość lotu rakiety:
II = - z 1R (2.17)

— gęstość powietrza dla 0 < II < 11000 m:

Prawa sterowania

Uwzględniono jedynie najbardziej znaczące czynniki w równaniach praw 
sterowania [1,8,9,10] oraz przyjęto, że początkowe wychylenia sterów wysoko­
ści Sjf0 i kierunku Sy0 są równe zeru. Zostały również pominięte prędkości 
kątowe wychyleń sterów wysokości i kierunku gdyż założono natychmiastowe 
wychylenia sterów, czyli nie ma opóźnienia w wykonawczym układzie sterowa­
nia (rys.4 i rys.5):

— w kanale pochylenia:

T ? 6 H =  K § ( 0  -  O z )  4- H q (Q -  Q z )  +  K(J(U  -  U z )  +
(2.19)

+ Ii w  ( W  -  W z )  +  I i?1R(ZlR -  Z\Rz) + Ii'klR{ŻlR -  il fiz)
— w kanale odchylenia:

T ? 6 V =  K%(<P-<PZ) + I l ¥ ( P - P z )  +  I i l R(yl R - y 1Rz ) +
(2.20)

+ lifaniillR — illRz) +  l iy  (& — &z) +  Iift(R — R z)
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Rys. 4. Geometryczne zależności między rakietą a samolotem-celem w czasie 
naprowadzania wiązką prowadzącą

23 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 5. Przyjęte układy odniesienia, składowe zadanych prędkości liniowych i 
kątowych wiązki, rakiety i samolotu-celu
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Związki kinematyczne naprowadzania

Równania położenia wiązki śledzącej poruszający się samolot-cel (rys.4 i 
rys.5):

Vs
Qw  =  —  sin 7 sin tjSw 

rs (2.21)
Vs sin 7sw  cos rjsw

£w = ----------------~----------rs cos O w
Równania kinematyczne związków zachodzących między rakietą a celem w 
czasie naprowadzania (rys.4):

sin 7RW = —  \Je\y cos2 0 W + 0 ^
R (2 .22) 

. @wtg VRW iw  cos Ow
— zbliżanie się rakiety do samolotu-celu (rys.4):

trs =  VS cos 7sw -  VR cos ̂ Rw (2.23)

—  położenie rakiety na wiązce względem układu nieruchomego związanego 
z Ziemią (rys.5):

X\R Z — rR cos 0 \ v  cos ew
ViRz =  ~ rR cos Q\v sin ew  (2.24)
z\Rz =  ~ rR sin Ow

rR ~ x iRz +  V\Rz +  ziRz (2.25)
—  prędkość rakiety na wiązce mierzona w układzie ziemskim Q\X\yiZ\ 

(rys.5):

Vr =  ( tr cos ©w  cosew — 2 rRiw  cos Ow  sineiy — 2 rRÓw  sin @w  cose^ ) 2 +  
+ ( —rR cos O w sin ew — %rRśw  cos O w cos ew  +  2 rR©w  sin Ow  sin ew )2 +  
+ ( - r R sin O w ~ 2 rRŚ w  cos 0 w )2 (2.26)

— współrzędne położenia samolotu względem układu ziemskiego w czasie 
naprowadzania (rys.5):

x is  — Tg cos Ow cos ew
yis  =  —rs  cos Ow  sinew (2.27)
z\s =  —rs  sin O w
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rS ~ x is  +  Vis +  zls  (2.28)
—  prędkość samolotu na wiązce mierzona w układzie Q\X\y\Z\ (rys.5):

V 2 — (rs  cos Ow cos ew  — 2 rsśw  cos ©w  sin£w -  2 rs©w  sin ©w  cosejy)2 +
+ ( - r s  cos sinew — 2 r$ew cos 0 ^  cos +  2rs©w  sin ©w  sin ew  )2 +
+ ( - f 5 sin ©w — 2rs&w cosO w )2 (2.29)

Parametry zadane

Związki kinematyczne sterowanej rakiety wiązką prowadzącą -  parametry 
zadane (przy idealnym sterowaniu):

— składowe zadanych prędkos'ci liniowych rakiety:

U z  =  ( t r  c o s  ©w  c o s  £\v — 2 tr© w  sin ©w  cos ew  — 2trŚw  cos©w  sin e w ) •
• cos © z  cos Wz +  (-rp icosO w  sinew +  2 tr© w  sin Ow  sin ew  +
—2rRŚw cos Ow  cos£jy) cos O z  sin Wz +
+ ( - t-r  sin Ow — 2 t r 0 w  cos Ow)  sin ©z

VZ =  { f R cosOw  cos ew -  2tr© w  sin Ow  cosew -  2trŚw  cos Ow  sinew) • 
•(sin $ z  sin 0 ^  sin W z  — cos Oz  sin 9 z )  +  ( —rR cos Ow  sinew -f 
+2 t rO w  sin O w  sin ew — 2 rRŚw c o s  O w c o s  e w ) •
•(sin $ z  sin O z  sin W z  +  cos $ z  cos Wz) +  (2.30)
+ ( - t r  sin Ow — 2trO w  c o s  Ow) sin z  cos Oz

W z  =  (rR cos O w  cos ew  -  2 tr© w  śin ©w  cos ew — 2 trŁw  cos O w sin ew )  • 
•(sin$ z  sin O z  cos Wz +  sin $ z  sin 9 z )  +  ( —trcosO w  sinew +
+2 trOw  sin O w sin ew  — 2trśw cos0vy cosew ) •
•(cos $ z  sin O z  sin Wz — sin $ z  cos 9z )  +
+ (-r ,R s in 0 w  — 2trO w  cos Ow)  cos $ z  cos Oz

— składowe zadanych prędkości kątowych rakiety:

Pz  = O w sinew cos O z  cos Wz + ©w  cosew sin 9  z  cos © z  +  ew  sin © z

Q z — 0 w sin ew(sin $ z  sin © z  cos 9z  ~ cos ©z  sin Wz) +  (2.31)
+ 0 w  cos ew(sin $>z  sin Oz  sin 9 z  +  cos $ z  cos 9 z )  — iw  sin $ z  cos © z
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R-Z =  ©w  sin £iy(cos $ z  sin Qz  cos W z  +  sin $ z  sin Wz) +
+0\v cos £w(cos $ z  sin &z sin W z  — sin $ z  cos Wz) — iw  cos $ z  cos Qz

— składowe zadanych prędkości uogólnionych $Zi Oz-, &Z rakiety: 
dęft ̂  • •
------= Qw  sin sw  cos Oz  cos W z  +  Ow  cos ew  cos Oz  sin Wz +  św  sin O z  +

dt
-\-[©w sin £vv(sin $ z  sin O z  cos Wz — cos O z  sin 1Vz) +  O w cos£w •
•(sin <&z sin Oz  sin W z  + cos $ z  cos Wz) — św  sin $ z  cos Oz] sin ztgO z +  
-\-[©w sin evy(cos $ z  sin O z  cos Wz +  sin $ z  sin Wz) +  Ow  cos ew •
•(cos <I>z sin O z  sin Wz -  sin $ z  cos Wz) — ew  cos $ z  cos Oz] cos $ z tg 0 z

= [Ów sin £^(sin $ z  sin Oz  cos Wz — cos O z  sin Wz) +  Ów  cos ew  •dt
•(sin $ z  sin Oz  sin Wz +  cos $ z  cos Wz) — ew  sin $ z  cos Oz] cos $ z  +  (2.32)
— [©w sin £w(cos $ z  sin Oz  cos Wz +  sin $ z  sin Wz) +  ©w  cose^  •
■(cos $  z  sin © z  sin W z  — sin <t>z cos Wz) — iw  cos $ z  cos ©z] sin $ z

£ • •
—j— =  [©w sin ew  (sin $ z  sin © z  cos Wz — cos ©z  sin Wz) + ©w  coseiy •

•(sin $ z  sin Oz  sin Wz +  cos $ z  cos Wz) — iw  sin $ z  cos Oz] sin z  sec Oz  +  
-\-[Ów sin £w(cos $ z  sin Oz  cos Wz +  sin $ z  sin Wz) +  ©w  cos ew  •
•(cos <&z sin © z  sin Wz — sin z  cos Wz) — iw  cos <&z cos ©z] cos @z sec © z

— zadane kąty położenia rakiety w zależności od parametrów ruchu wiązki:

$Z =  £w sin ©w

©Z =  ©w  +  arcsin 1 R® w 4. a z  (2.33)
Vr

,t,  . • T R Ż W  r ,Wz — e\v +  arcsin — -—  cos © w 
Vr

“ Z = -----------r  „ . . ,8cv ■ -  <2 -34)

zadany kąt natarcia równowagi:

m gcos[©w  +  arcsin j

J p Ś W t +  T
Przedstawione równania (2.7) -j- (2.34) stanowią model matematyczny 

pozwalający na symulację naprowadzania rakiety na manewrujący przestrzen­
nie samolot-cel. Należy uwzględnić zmiany: masy rakiety m(t), położenia 
środka masy xc(t), momentów: statycznego Sx(t) i bezwładności Jx(t), 
Jy(t), Jz{t) oraz ciągu silnika rakietowego T  [1].
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3. Symulacja numeryczna

Przeprowadzono symulację numeryczną, przyjmując rakietę klasy RO­
LAND jako rakietę testową. Przyjęto następujące warunki początkowe dla 
rakiety i samolotu-celu.

Strefa ataku celu z tylnej półsfery przy warunkach początkowych dla 
samolotu-celu:

Vs0 =  100 m /s z is0 =  3000 m
Gso =  180 deg yiSo = 200 m
tfsa =  0 deg zlSo =  -1000 m

założono lot samolotu-celu z r)sw = 45 deg oraz:

dla 0 < t < 3 s 0 S =  0.0 deg i Ws =  0.0 deg 
dla t > 3 s Os — 10.0 deg i \PS =  10.0 deg

przy określonych warunkach początkowych dla rakiety:

t/o =  1-0 m /s Po — 0-0 deg/s #o = 45 deg x i r 0 =  0 m 
Vq — 0.0 m /s Qo = 0.0 deg/s <90 = 24 deg yiRo = 0 m 
Wq =  0.2 m /s R0 = 0.0 deg/s #o =  0.0 deg ziRg =  0m

W  wyniku symulacji numerycznej tak postawionego zadania otrzymano 
następujące współczynniki wzmocnienia układu automatycznego sterowania 
rakietą w poszczególnych kanałach: - '

-2 .5  
-0.003 

-0.0015 
0.00005

Przeprowadzono pełną identyfikację parametryczną samolotu celu i ra­
kiety naprowadzanej wyznaczając: masy, rozkłady mas, siły aerodynamiczne, 
ciąg silników oraz charakterystyki sterowania. Wyniki obliczeń numerycznych 
przedstawiono graficznie na rys.6 -r rys.13.

Zmiany składowych prędkości rakiety przedstawiono na rys.6 -  widoczne 
je + rozpędzanie rakiety w czasie pracy silnika startowego, a następnie powolny 
r lek prędkości w zakresie naddźwiękowym.

II = 0.005 K hz\ =  -0.00025 K h -l i  Q -
tsH _K Q -= -1 .5 i<U =  0.0 K \v  —

'S.
's II= -0.0027 * 5 = -0.001 K% =

"o
n II  ̂ -0 .007 K Vr = 0.15 K% =



U,V
,W

 
(m

/s
)
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0,=  10°. + ,= 0 ' dla t > 3s 
Q,=0*. + ,=0" dla t < 3s.

Rys. 6. Przebiegi zmian prędkości podłużnej, bocznej i pionowej w czasie

Rys. 7. Przestrzenny lot rakiety i samolotu-celu
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0 . - 1  O’ . + . - 0 *  dla t > 3s 
0.=O°. + .= 0 *  dla t < 3s.

Rys. 8. Wysokości lotu rakiety i samolotu w funkcji odległości od startu

0,=  1O\ +.=0° dla t > 3s 
0,=O*. +,=0* dla t < 3s.

Rys. 9. Przebiegi zmian odległości bocznej rakiety i samolotu w funkcji odległości
od punktu startu
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0,= 1O‘ . + ,= 0 ' dla t > 3s 
0,=O*. +,=0* dla t  < 2s.

Rys. 10. Przebiegi zmian kątów: natarcia a i ślizgu /? w czasie

0.=1O*. + ,=0° dla ł  > 3s 
0,=O". + ,=0° dla t < 3s.

Rys. 11. Kąty wychylenia sterów wysokos'ci 6h  i kierunku 6y w czasie
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Trajektorie lotu rakiety sterowanej oraz tor lotu samolotu-celu i jego 
doścignięcie przedstawiają rys.7 4- rys.9. Na rys.7 przedstawiono przestrzenną 
trajektorię lotu rakiety II = / ( x i , 2/i) -  realizowaną, oraz zadaną trajektorię 
lotu H z =  f z { x i-,yi) wynikającą z idealnego naprowadzania, jak również tor 
samolotu-celu II5 = fs(x\,y\) manewrującego w przestrzeni.

Natomiast rys.8 i rys.9 przedstawiają rzuty trajektorii lotu na płaszczyznę 
pionową (rys.8) i płaszczyznę poziomą (rys.9). Wyraz'nie widoczne są uchyby 
to znaczy różnice pomiędzy trajektorią realizowaną przez sterowaną rakietę, a 
zadaną trajektorią idealnego sterowania.

Sterowanie rakietą realizowane jest w kanale pochylania przez wychylenie 
steru wysokości 6h i w kanale odchylania przez wychylanie steru kierunku 
6y- Wychylenia sterów wyznaczają prawa sterowania uwzględniające różnice 
pomiędzy parametrami zadanymi wynikającymi z przyjętej metody naprowa­
dzania (rys.10).

Na rys. 11 przedstawiono zmiany kąta natarcia rakiety a  oraz kąta śli­
zgu /?, które zależą od zmian kątów wychyleń sterów (rys. 10) oraz zmian 
prędkości kątowych rakiety: przechylania P, pochylania Q , odchylania R -  
przedstawionych na rys.12.

Parametry zadane rakiety, wynikające z naprowadzania wiązką prowadzącą 
na manewrujący samolot-cel: kąty pochylania Q z  i odchylania 1Vz -  
możliwe są do spełnienia tylko przy idealnym sterowaniu. Występujące różnice 
pomiędzy parametrami zadanymi a realizowanymi w locie tj. kątami pochy­
lenia O i odchylania -  dają uchyb dynamiczny, wskazując jednak na to że 
rakieta nadąża za wiązką (rys.7 rys.9 i rys.13).

4. Wnioski

Przedstawiony model matematyczny, opracowane programy symulacyjne, 
symulacja numeryczna i uzyskane wyniki dowodzą że opracowany model ma­
tematyczny może być z powodzeniem stosowany do obliczeń, symulacji, po­
równywania własności rakiet oraz przy konstrukcji nowych obiektów.

Na rys.10 -=- rys.12 widoczne są silne oscylacje zmian parametrów rakiety 
w fazie rozpędzania -  potwierdza to wyniki otrzymane przez innych Autorów 
rozważających fazy przejściowe lotu rakiety.

Po nabraniu przez rakietę prędkości maksymalnej, widoczne jest szybkie 
ustatecznienie lotu rakiety i bardzo skuteczne, płynne sterowanie.

Opracowana metoda może być stosowana do symulacji i analizy dynamicz­
nych własności dowolnych rakiet naprowadzanych metodą trójpunktową tzn.
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©.= 10°, + ,=0° dio t > 3s 
Q,=0°, + ,=0° dla t < 3s.

Rys. 12. Przebiegi zmian prędkości kątowej P, Q, R w czasie

0 ,=  1O', + ,=0° dla t > 3s 
0 ,= 0°, t ,= 0 °  dla t  < 3s.

Rys. 13. Przebiegi zmian kątów 0 ,  & z , &z w czasie
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wiązki prowadzącej. Przedstawiony model matematyczny może być zastoso­
wany do obliczeń zarówno rakiet przeciwlotniczych klasy ziemia-powietrze, jak 
i przeciwpancernych sterowanych wiązką, z zastosowaniem przyjętych układów 
odniesienia i współrzędnych (rys.l 4- rys.5).
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Analysis of the 3D Flight of a Ground-to-Air Beam Guided Missile in 
Interception of the Manoeuvring Aircraft

Summary

The paper presents a mathematical model of a beam guided ground-to-air missile 
in an interception of the manoeuvering target. Guidance law combines the actual 
kinematical parameters of the missile with those commanded by the guiding beam. 
Numerical simulation has been carried out for a ROLAND-class missile. It has been 
shown that the analyzed guidance method is effective. Control surfaces deflections and 
errors between the commanded and achieved parameters (shown in Fig.6 — Fig. 13) 
are small and prove that thecontrol effort is equally minimal.
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STATECZNO ŚĆ D Y N A M IC Z N A  STEROW ANEGO S Z Y B O W C A  
Z O D K SZT A Ł C A L N Y M I, SP R Ę ŻYSTYM I SK R ZY D Ł A M I

Jerzy Maryniak

SOUHEILA BARDAKJI
ITLiMS, Politechnika Warszawska

W pracy rozpatrzono dynamikę szybowca uwzględniając stopnie swo­
body bryły sztywnej z odkształconymi statycznie skrzydłami oraz nało­
żonymi drganiami sprężystymi skrzydeł. Sprężystość układu uwzględnio­
no wprowadzając dyskretyzację poprzez postacie rezonansowe szybowca. 
Na przykładzie szybowca testowego SZD-42-2 ’’ Jantar 2B” wyznaczono 
parametry dynamiczne lotu oraz zbadano stateczność dynamiczną przy 
rozmaitos'ci przyjętych modeli fizycznych: obiekt sztywny + odkszta­
łcony 4- drgający sprężyście.

1. Wstęp

Wiele wykonanych z kompozytów szybowców wyczynowych o dużym wy­
dłużeniu skrzydeł, charakteryzuje się dużą odkształcalnością giętną skrzydeł. 
Ugięcia końca skrzydeł mogą dochodzić nawet do 2.5 metra (rys.l) [14].

Na rys.l pokazano fotografie szybowca odkształconego, w locie z prędkością 
250 km/h, wykonane w Szybowcowych Zakładach Doświadczalnych, kamerą 
umieszczoną na samolocie lecącym obok szybowca [14].

Drugą szczególną cechą tej klasy szybowców są niskie częstości drgań 
giętnych skrzydeł [1-^4,9,11,14,15]. Pierwsza postać rezonansowa [11] drgań 
giętnych skrzydeł szybowca SZD-42-2 ’’ Jantar 2B” wynosi 1.78Hz. Zarówno 
duże odkształcenia statyczne skrzydeł [2,9,13,14,16,17], jak i drgania giętne 
skrzydeł [11] mogą mieć znaczący wpływ na własności dynamiczne [2,6-rlO] i 
parametry lotu szybowca [9,16,17], zwłaszcza przy większych obciążeniach.
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Rys. 1. Szybowiec SZD-42-2 ’’ Jantar 2B” w locie -  widoczne znaczne ugięcie
sprężyste skrzydeł [14]

2. Model matematyczny

W przyjętym modelu fizycznym założono że:

• szybowiec stanowi układ mechaniczny o stałej masie i niezmiennym 
rozkładzie mas;

• szybowiec posiada płaszczyznę symetrii: geometrycznej, masowej i aero­
dynamicznej 0xz  (rys.2 i rys.3);

• na szybowiec działają siły i momenty sił: grawitacyjne -  X g,Yg,Z g 
i aerodynamiczne -  X a,Ya,Z a działające na szybowiec sztywny, od­
kształcony oraz oscylujący z niskimi częstościami giętnymi skrzydeł;

• szybowiec jest sterowany przez pilota;

• lot przy pogodzie bezwietrznej.

Do tak przyjętego modelu fizycznego, stosując dyskretyzację układu po­
przez wyznaczone [11] postacie rezonansowe (rys.5 4- rys.7) [2,9], które 
nałożono na ugięte skrzydło (rys.3) [2,9,16], stosując równania Boltzmanna- 
Hamela [2,5,6,9] wyprowadzono dynamiczne równania ruchu [2].

Równania ruchu wyprowadzono w układzie odniesienia 0xyz, sztywno 
związanym z szybowcem (rys.4), po uwzględnieniu związków kinematycznych 
[2,6] i funkcji odkształceń (rys.5 -f- rys.7). Uzyskano model matematyczny 
pozwalający na numeryczne wyznaczenie parametrów lotu jak i badanie sta­
teczności dynamicznej z uwzględnieniem rozmaitości konfiguracji.
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Rys. 2. Przyjęte układy odniesienia, składowe sil i momentów sił działające na
szybowiec w locie

Rys. 3. Statyczne ugięcie skrzydeł Zgo(y) z zaznaczonym rozkładem mas m(y)
i zmianą cięciwy c(y)

24 — Mechanika w lotnictwie
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\

Rys. 4. Przyjęte układy odniesienia, składowe prędkos'ci liniowej Vo i prędkos'ci
kątowej i?

W cclu badania stateczności dynamicznej integralnej (tzn. łącznej statecz­
ności podłużnej i bocznej -  bez rozprzęgania), przeprowadzono linearyzację 
równań metodą małych zaburzeń.

Po linearyzacji, równania mają poniżej przedstawioną postać:
-  ruchy podłużne:

mii +  qE0 +  m Q iW x +  m Q , w +  mq\\\ +  Q i(1(2Ei +  F j) +
+QiC2(2£'2 +  F2 ) +  QiC.zftEz +  F3 ) — Ao — X uu — X Ww — X^d +  (2.1) 

~ X qq -  Xs„&n  -  Ći -  X 6 Ć2 -  -^Ć a -  -'̂ CiCi -  A C2C2 ~ A c,C,3 =  0

-  ruchy boczne:

mi) — pEo +  mU\r -f Q\rEo -  mpW\ — Yq — Yvv — Yrr -  Ypp =  0 (2.2)

-  ruchy wznoszące:

mib + Ci(£i +  -Fi) +  ( 2(^2 +  F2) +  C3(£,3 +  F3) +
- Z 0 -  Zuu -  Zww -  Ztfi) -  Zqq -  Zsh Sh ~ Z ^ (  1 +  (2.3) 

~ ( 2  -  Z ę 3 £ 3  -  Z ę 1 C i  -  Z ( 2 ( 2 -  Z ^3 ( 3  =  0
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f^Cy)- -0.1629+0.01887 y2- 0 . 000272 y4

Rys. 5. Pierwsza postać rezonansowa -  giętna skrzydeł szybowca SZD-42-2
’’Jantar 2B”
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Rys. 6. Drugaa postać rezonansowa -  giętna skrzydeł szybowca SZD-42-2
’’Jantar 2B”
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f 3 (y )=  0 .01819+0 .02894  y2- 0 . 002246 y4+0 .5  10_4 y6

Rys. 7. Trzecia postać rezonansowa -  giętna skrzydeł szybowca SZD-42-2
”Jantar 2B”
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-  ruchy przechylające:

(p ~ q)E% -  vEo +  Cl E f +  ( 2E l +  ( 3E% -  Q i (E q +  E f +  E% +  E%) +
(2 .4)

- Q iPEq -  Q\tEq -  (U\r +  W ip)E0 -  Lvv -  Lpp -  Lrr = 0

-  ruchy pochylające:

uEq +  tEq  +  ([Eq +  q j y +  2<5 i(Ć1^ 0,i +  ^2-^0,2 +  C3-£u,3) — Ci (-Ei +  E ® )  +  

- U E l  +  F l)  -  Ca(El + F i) + Q ip Eq + Q1W1E0 + qW1E0 +  QxwE0 +  
+ Q i W ! ( ( i E i  +  C2E2 +  C3E3) — tĄ (ćiZ i +  Ć2E2 +  Ć3E3) — +  (2 .5)

- M uu -  M ww -  M qq -  Mu,w -  M sh 6h  ~  ~  (2 ~  ( 3 +

“ ^CiCi -  m C2c2 -  M(3C3 =  0

-  ruchy odchylające:

~QEQ—pEQ — 2Qi(£iEf-\-(2E%-\-(3E3) +  QirEQ — N vv — Npp — NTr =  0 (2 .6)

-  sprężyste drgania odpowiadające I postaci rezonansowej:

Ci ( Ei +  F*) +  C,2̂ E\'2 +  Fi i2) +  C3(-Ei,3 +  Pi,3) +  w (£ i +  F i) +  pEi +  
—q (E \  +  F i )  +  E iU \(Q i  +  q) +  E xQiu  +  Q ^C i-Ef +  C2pi,2 +  C3 E i,3) +  

+ Q i E 0,i +  2Qi(/i?o,i -  Q r E f  +  C i^ jD i +  £ j^ Ć i +  E ^ ę 2 +  (2 .7)

+ PiĆ3Ć3 + -E^jCi +  E ^ 2C2 +  e (̂ 3( 3 = 0

-  sprężyste drgania odpowiadające II postaci rezonansowej:

( 2(^2 +  E2 ) +  Cl (E l,2 +  El,2) +  (3(E2,3 +  E2'3) +  w (E 2 + F2) +  pE2 +
~ <Ż(Ef +  E2) +  E2 U\(Qi +  q) +  E2Q1U  +  (C2-E2 +  Ci E i,2 +  CsE2,3) +  

+Q iE o ,2 +  2Q xq E 0i2 — Q r E 2 +  C2^2-^2 +  E 2^Ći +  E 2 2̂Ć 2 +  ( 2 - 8 )

+E'2ćjĆ3 +  E2Ć1C1 +  e " c 2 + f& C a  = 0

-  sprężyste drgania odpowiadające III postaci rezonansowej:

C3 (E 3* +  F3 ) +  Ci (E i,3 + Ei,3) + Ć2(E2,3 +  E2j 3) +  ^ (£3  +  F3) +  +  
~ q ( E 3 +  F3) +  E 3U\(Qi +  q) + E 3Qiu  + Q 1 (C3E3 +  Ci E i,3 +  (,2E 2,3) + 
+ Q iE o ,3  +  2Q 1 qEo 3 -  Q r E 3 +  C3^3 -E3 +  E 3^ ć  1 +  E 3^Ć2 +  (2 .9)

+ e 3^Ć3 +  E ^ jC i +  e 3̂ c 2 +  e |£ 3c3 =  0

Ponieważ układ równań wyprowadzono w układzie samolotowym, zwią­
zanym ze środkiem masy szybowca, wszystkie pochodne aerodynamiczne 
muszą być policzone w tym samym układzie współrzędnych.
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3. Pochodne aerodynamiczne dla szybowca odkształcalnego

Część pochodnych dla szybowca odkształcalnego policzona została wg. po­
przednich opracowań [18,19]. Pochodne aerodynamiczne sił, które zmieniają 
się z powodu odkształcalności statycznej są następujące [2]:

-  pochodna aerodynamiczna momentu przechylającego względem zmian 
prędkości liniowej V:

b
2

Lvds = ~ \ p yo J  (C x +  A Cz +  CxA a )c(y )y  dy (3.1)

A a =  —  =  —  +  (3.2)
V0 Vb V0

gdzie:
=  flzo +  (3-3)

Po wstawieniu (3.2) do (3.1) otrzymano:
6
2

1
dv

= ~^pV0dz0 J  («  +  Cx )c(y)y dy +

(3.4)

2

\pVo J  (a +  Cx)c(y)Oz<:(y)y dy

Pochodne wynikające z odkształcalności sprężystej szybowca mają postać [2],
« =  1 ,2 ,3 , j  =  1,2,3:

b2
J  c(y )fi(y ) dy -  ~pVn sH^ ^ - f hi(xH) (3.5)
o

v  1 T;. dCXH dfki{x H) ^
A<, =  a o )j ixH  (3.6)

6

=  - p u~ § ^  J  c(y)fi(y) dy -  \pvh sh  9q^ Ik {*h ) (3-7)



376 J . M a r y n i a k , S . B a r d a k j i

Mq = -PudCQ^s J c2(y^My) dy ~ \pvhsh dcd2vHH (3.9)

M<. =  Ą p V H s J Cd 7 ; d̂  (3.10)

b
dC }

EK i = ~p u ~ d i t  J  c s ( y ) h ( y ) f ‘ ( y )  d y  +
0

(3.11)
1 DC

-  2 Pvhsh  ~Q~a” fkj(xH)fki(xH)

£ " .  =  \ "v » ^ ' iJj ź r ^  <3-12>

gdzie f i {y )  (rys.5), / 2(?/) (rys.6), fz(y) (rys.7) są to funkcje ugięcia, skrzydeł 
wyznaczone na drodze badań.

Wyznaczone pochodne aerodynamiczne można wykorzystać przy oblicze­
niach stateczności i własności dynamicznych klasycznych obiektów latających.

4. Symulacja numeryczna — parametry lotu

Przykładowe obliczenia przeprowadzono dla szybowca wyczynowego SZD- 
42-2 ’’ JANTAR 2B” . Szybowiec wykonuje symetryczne wyrwanie z ustalonego 
lotu ślizgowego z prędkością Vdop. Lot odbywa się przy następujących para­
metrach dla t =  0:

wysokość h = 960 m;
prędkość V0 =  220km/h;
kąt toru 7 = -5.04 deg;
kąt natarcia a =  —3.03 deg;
kąt wychylenia steru 8h = 13.2 deg;
współczynnik obciążenia nz = 0.93.

Szybowiec byl sterowany przez pilota, który wychylał ster wysokości wg. 
rys.8.

Całkując numerycznie równania ruchu przy założeniu sterowania, wyzna­
czono trajektorię lotu (rys.9) oraz zmiany wysokości lotu w czasie manewru 
(rys.10) dla rozmaitych modeli fizycznych:

-  szybowiec nieodkształcalny, jako bryła sztywna,
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Rys. 8. Wychylenia steru wysokos'ci deltajj  w fazie wyrwania

Rys. 9. Trajektoria lotu szybowca -  wyrwanie
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bcyld jtóyjiaA.____
bry ło  sz tyw no +  ug ie c ie  s ta ty c z n e  
b r. s z t .+ i/g .s ta t+ t rz y ;  p o s to c i d rg a n

Rys. 10. Zmiana wysokości lotu w czasie manewru wyrwania

ao —

Rys. 11. Zmiana kąta pochylenia szybowca w czasie manewru wyrwania



S t a t e c z n o ś ć  d y n a m i c z n a  s t e r o w a n e g o  s z y b o w c a . 379

Rys. 12. Zmiany amplitudy drgań C,gj  końca skrzydła w czasie manewru wyrwania

-  szybowiec z ugiętymi statycznie skrzydłami,
-  szybowiec z ugiętymi skrzydłami, sprężyście drgającymi.
Na rys. 11 przedstawiono zmiany kąta pochylenia szybowca O w czasie 

manewru, oraz zmiany amplitudy drgań końca skrzydeł w czasie (rys.12).
Przykładowo pokazano wybrane parametry wyznaczone na drodze symula­

cji numerycznej. Wyraźnie widoczna jest dominacja drgań o pierwszej postaci 
rezonansowej I nad wyższymi postaciami.

Uwzględnienie odkształcalności szybowca ma widoczny wpływ na trajek­
torię lotu -  bardziej ’’miękkie wyprowadzenie” , efekt ’’ resorowania” przez sprę­
żyste skrzydła.

5. Analiza numeryczna stateczności dynamicznej testowego
szybowca

Dynamiczne równania ruchu (2.1) -r (2.9) sprowadzono do postaci macie­
rzowej:

A i +  B i  +  Cx +  D =  0 (5-1)
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z — Rz

gdzie macierz stanu R:

i po przekształceniach uzyskano w postaci:

R 0
- A ~ ’ C

I
-A-1 B

(5.2)

(5.3)

Badanie stateczności sprowadzono do zagadnienia na wartości własne ma­
cierzy stanu R (5.3), wyznaczając wartości własne w postaci:

Aj,j+i — Cj,j+1 i  irlj,j+i

przy czym:
-  czas stłumienia amplitudy do połowy:

,r In 2

(5.4)

-  okres wahań:
2ir

V:

(5.5)

(5.6)

Obliczenia przeprowadzono dla siedmiu przypadków:
(a) szybowiec ze skrzydłami prostymi (stateczność podłużna),
(b) szybowiec z ugiętymi statycznie skrzydłami (stateczność podłuż­

na),
(c) I postać drgań giętnych skrzydeł (stateczność podłużna),
(d) II postać drgań giętnych skrzydeł (stateczność podłużna),
(e) III postać drgań giętnych skrzydeł (stateczność podłużna),
(f) stateczność podłużna dla szybowca traktowanego jako bryła sztyw­

na + odkształcone statycznie skrzydła +  trzy postacie drgań sprę­
żystych skrzydeł (I, II, III),

(g) stateczność integralna dla szybowca traktowanego jako bryła 
sztywna + odkształcone statycznie skrzydła +  trzy postacie drgań 
sprężystych skrzydeł (I, II, III) w locie przestrzennym.
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Rys. 13. Trajektoria lotu w wyrwaniu z1 = f(x ), zmiana prędkości lotu Vó 
współczynnika obciążeń nz oraz zmiany tłumienia i częstości wahań r/y

stateczności dynamicznej
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Tablica 1. Wartości własne dla różnych konfiguracji szybowca
(a ) (b) (c ) (d) (e) ( o (g)

A = sztywne sztywne-f- szt.+stat. szt.+stat. szt.+stat. b + c+ integr.
C ±  iri statyczne +1 postać +11 postać + III postać d +  e

oscylacje szybkie

Al,2
—5.5386± -5 .5 8 7 3 ± — 5.3682± -5 .5 8 1 3 + — 5.5865± -5 .3 5 5 9 + -5.3021 +
i5.70348 i4.83655 i5.56321 i4.84234 i4.83729 i5.6519 i4.8652

wahania fugoidalne

A3 , 4

-0.0021 ± —0.0266± —0.0267± -0.0341 + —0.0265± -0 .0 2 6 9 + -0 .0 3 9 7 +
iO.38872 iO.31153 i0.31159 i0.31048 iO.31145 iO.31245 iO.30875

przemieszczenia pionowe wywołane drganiami skrzydeł
III postać iz/jj =  74.45rd/s

-6 .9 0 6 3 ± -6 .9 5 0 7 + -6.7931 +
A5,6

i74.1492 i79.7989 i79.7037
przemieszczenia pionowe wywołane drganiami skrzydeł

II postać i/jj =  36.76rd/s
-6.7245 + - -6 .5 8 2 5 + -6 .5455  +

A7 3
i36.1441 - i35.8311 i34.9579

przemieszczenia pionowe wywołane drganiami skrzydeł
I postać vi -  11.18rd/s

-5 .3682 ± - - -5 .3 8 6 8 + -8 .2 0 6 9 +
A9,io

i9.71919 - - i9.7152 i9.25552
przechylenia

An - - - - - -35 .9697
odchylanie spiralne

Aj2 - - - - -0.04115
holend rowanie

Al3,141
-0.0001 +

-35 .9697

Wyniki otrzymane dla przypadków (a) — (g) są zamieszczone w tablicy 1 
i dla przypadku (f) na wykresie (rys.13). Dla przypadków (a) i (b) otrzymano 
po dwie pary pierwiastków zespolonych sprzężonych, odpowiadających ruchom 
tłumionym tj. oscylacjom szybkim i wahaniom fugoidalnym:

• dla przypadków (a) -4- (g):

A12 =  Ci,2 i  i?/i,2 _  oscylacje szybkie;
A3 4 = £3,4 ±  ir/3i4 -  wahania fugoidalne;

• dla przypadków (e), (f), (g):

A5 6 =  C-5,6 ±  i775,6 ~ drgania sprężyste skrzydła -  postać III;

• dla przypadków (d), (f), (g):

A-,8 =  C7,8 i  if/7,8 -  drgania sprężyste skrzydła -  postać II;

• dla przypadków (c), (f), (g):
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Ag 10 =  C9il0 ±  i/79,10 _ drgania sprężyste skrzydła -  postać I;

• dla przypadku (g) (stateczność integralna):

A11 =  C11 ±  17711 -  aperiodyczne przechylanie szybowca (stateczność prze­
chylania);
A12 =  C12 _ aperiodyczne odchylanie szybowca (stateczność spiralna); 

-̂ 13,14 = Ci3,i4 i  1̂ 13,14 ~ stateczność holendrowania.

6. Wnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy można stwierdzić:

• ugięcie statyczne skrzydeł ma niewielki wpływ na rozpatrywane parame­
try lotu;

• decydujący wpływ na zmiany obciążeń mają niskie częstości drgań rezo­
nansowych -  łagodzą obciążenia i zmianę kąta pochylenia;

• w przypadku badania stateczności wystąpiło wyraźne sprzężenie dwóch 
postaci ruchu: oscylacji szybkich i przemieszczeń pionowych wywołanych 
odkształcalnością skrzydeł;

• szybowiec traktowany jako obiekt sztywny jak i z drgającymi sprężyście 
skrzydłami jest stateczny dynamicznie, części rzeczywiste ( j wszystkich 
wartości własnych Aj są ujemne tzn. Aj < 0;

• opracowany model matematyczny jest uniwersalny, pozwala na analizę 
własności dynamicznych odkształcalnych obiektów latających przy za­
stosowaniu dyskretyzacji przez postacie rezonansowe, lub wcześniej wy­
znaczone numerycznie postacie własne obiektów.
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Dynamic Stability of a Controlled Sailplane with Deformable, Elastic
Wings

Summary

The paper presents the dynamics of a sailplane. The rigid body degrees of freedom 
along with the elastic vibrations of wings superimposed on their static deflections 
have been taken into account. The distributed elastic properties of wings have been 
discretised through the frequencies and shapes obtained in ground vibrations tests 
(GVT). The flight parameters has been found for the SZD-42-2 ’’ Jantar 2B” sailplane. 
Dynamic stability of the system have been tested for three different physical models: 
(1) -  rigid body, (2) -  rigid body with statically deformed wings, (3) -  case (2) with 
elastic vibrations included.

25 — Mechanika w lotnictwie
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W pracy przedstawiono udział czlow’ieka w systemach sterowania obiek­
tem i odpowiadającym mu symulatorze. Pokazano predyspozycje 
człowieka w systemach sterowania.
Przedstawiono jakim warunkom musi odpowiadać symulator aby nabyte 
reakcje, odruchy i decyzje przez pilota były równoważne w sterowanym 
samolocie.

Człowiek pilotujący samolot poddany jest bodźcom zewnętrznym pocho­
dzącym od: otoczenia, dynamiki samolotu, obserwacji przyrządów pokłado­
wych i informacji radiowych [13]. Bodźce poprzez receptory oddziaływują na 
zmysły człowieka i są przekazywane do mózgu. Mózg spełnia również rolę 
procesora, w którym po skorzystaniu z pamięci i przetworzeniu w procesie 
myślenia bodźce jako impylsy są przekazywane na efektory [13] w postaci 
reakcji nieświadomych -  reakcje wegetatywne i odruchy oraz w postaci reakcji 
świadomych jako realizacja podjętych decyzji [1,3,4,5,13,14,15,16,18,19,20].

Samolot i odpowiadający mu symulator różnią się kinematyką, dynamiką, 
położeniem, dynamiką napędów i sterowaniem [6,7,8,10,11,12,13,14] (rys.l). 
Należy dążyć aby wrażenia odczucia i złudzenia pilota w czasie lotu samolotem 
i treningu w symulatorze (rys.l) były jak najbardziej zbliżone.

Należy dążyć aby wyrobione odruchy, reakcje i decyzje podejmowane przez 
pilota były identyczne zarówno w samolocie jak i w symulatorze, co powinno 
być miarą jakos'ci symulatora, (rys.l) [13].
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Rys. 1. Schemat blokowy systemów sterowania samolotem i symulatorem 
w sprzężeniu z czlowiekiem-pilotem
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Rys. 2. Schemat blokowy sterowania symulatorem w sprzężeniu z samolotem
i czlowiekiem-pilotem

Chcąc uzyskać właściwy system sterowania uniwersalnym symulatorem 
lotu (rys.'2) należy, korzystając z właściwie opracowanego modelu matema­
tycznego opisującego własności dynamiczne sterowanego (rys.5) automatycz­
nie i ręcznie samolotu ” S” (rys.l i rys.2) [3,6,7,8,11] opracować model ma­
tematyczny własności dynamicznych symulatora ” SL” (rys.l i rys.2). Po­
winien on uwzględniać charakterystyki psycho-neuro-fizjologiczne człowieka 
” CZ” (rys.2) [13] stymulujące sterowaniem platformą symulatora, generacją 
obrazu i innymi wybranymi czynnikami wpływającymi na zmysły człowieka- 
pilota [2,3,13,17,18,19,20,21,22] (rys.l i rys.2).

W sterowaniu samolotem jak i treningu na symulatorze człowTiek-pilot 
podejmuje decyzje po uzyskaniu informacji (rys.3) [19] i wykorzystaniu: zna­
jomości regulaminów, przepisów i instrukcji, wiedzy zachowanej w pamięci, 
nabytego doświadczenia przy równocześnie występujących psychologicznych i 
zewnętrznych czynnikach stresujących (rys.3).

Aby właściwie odbierać wrażenia należy już w fazie modelowania,, biorąc
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Rys. 3. Model informacyjny -  Laubera 1975 NASA, praktycznie stosowany przez 
NTBS badania wypadków lotniczych
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pod uwagę zastosowanie modeli matematycznych do celów uniwersalnych sy­
mulatorów lotu, przyjąć właściwe układy odniesienia.

Głowa człowieka jest wyposażona w eksteroreceptory: wzrok, słuch, węch, 
smak oraz proprioreceptory równowagi statycznej -  system otoliczny i dyna­
micznej -  kanały półokrężne [13].

W tym celu przez głowę poprowadzono trzy płaszczyzny tworzące ” tró- 
jścian zasadniczy głowy” (rys.4): płaszczyznę czołową w y z ,  płaszczyznę 
strzałkową 7rx z  oraz płaszczyznę poziomą i r x y .  Wzajemne krawędzie 
przecięcia płaszczyzn wyznaczają prawoskrętny układ odniesienia 0l^ lV lz l  
związany z głową człowieka [17], rys.4. Głowa jest właściwym elementem umie­
szczenia układu odniesienia, w którym będą wyznaczane parametry kinema­
tyczne ruchu tak samolotu (rys.5) jak i symulatora (rys.6).

Transmitancje przedstawiające przenoszenie przyspieszeń ruchów transla- 
cyjnych samolotu U ,V ,W  na odczuwane przez człowieka Ul , Vl , W l (rys.7) 
opracowano i przedstawiono w [17], po zmodyfikowaniu pokazano na rys.7 
wprowadzając współczynniki wzmocnień i stałe czasowe oraz czas zwłoki wg 
[17]. Natomiast na rys.8 pokazano transformacje prędkości kątowych samo­
lotu P,Q , R na odczuwane przez człowieka Pl ,Q L i Rl wprowadzając również 
współczynniki wzmocnień, stałe czasowe i czas zwłoki wg [17].

Przykładowo na podstawie [17] przedstawiono odpowiedź kinematyczną 
symulatora X s l , X sl i %SL na jednostkowe wymuszenie skokowe przyspie-
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Rys. 5. Układy odniesienia związane z samolotem i głową pilota, wychylenia sterów
oraz działające siły

Rys. 6. Układy odniesienia związane z symulatorem i głową pilota oraz siły 
wysięgników działające na platformę symulatora
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Rys. 7. Funkcja przenoszenia składowych przyspieszeń liniowych samolotu
odczuwane przez pilota
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szenia samolotu X  — A — lm /s 2 (rys.9).
Przy projektowaniu systemów sterowania samolotów i odpowiadającym im 

symulatorów lotu należy uwzględniać czas latencji w procesach nerwowych 
to znaczy czas jaki upływa między bodźcem a reakcją, zależy on od właściwości 
przewodzenia impulsów przez komórki nerwowe [23] i jest różny dla poszcze­
gólnych kanałów zmysłów człowieka. W tablicy 1 [20] podano przykładowe 
czasy latencji w sekundach.

Tablica 1. Czas latencji prostej reakcji psychomotorycznej przy działaniu 
bodźców różnej modalności (źródło: Łomow, 1966)

Analizator-receptor Czas latencji [s]
Dotykowy (palce dłoni)
Słuchowy (dźwięk)
Wzrokowy (światło)
Węchowy (zapach)
Termiczny (ciepło-zimno)
Smakowy (słodkie-gorzkie)
Aparat przedsionkowy ucha (obroty)

0.09 4- 0.22 
0.12 0.18 
0.15 0.22 
0.31 4- 0.39 
0.28 -f 1.60 
0.45 1.08 

0.400

Należy szczególnie zwracać uwagę na przeprowadzanie eksperymentów w 
locie i odpowiednio na symulatorze. W [3] przytoczone są materiały uzyskane 
eksperymentalnie w realnym locie i na symulatorach. W eksperymentach prze­
prowadzonych z zastosowaniem symulatora istotnym sygnałem pobudzającym 
pilota do działania były wskazania sztucznego horyzontu, zaś w locie -  przy­
spieszenia kątowe. Różnice w środowisku informacyjnym w locie i na symula­
torze znalazły swoje odbicie w różnicach ilościowych wskainików efektywności 
działania pilotów, tablica 2 [3].

W tablicy 2 ’’ okres latencji” jest to czas jaki upływa w odroczonych reak­
cjach między bodźcem a reakcją [23] czas utajenia, czas nieuwidaczniania.

Różnice wynikające z badań w locie i na symulatorze (Tablica 2) wynikają 
z procesu poznania i analizy, na który składa się:

• wykrycie sygnału,

• rozpoznanie sygnału,

• identyfikacja sygnału,

• ocena sytuacji,

• wybór metody i działanie.
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Rys. 9. Odpowiedz kinematyczna modelu symulatora przyspieszenie, prędkos'ć 
przemieszczenie na jednostkowe skokowe, wymuszenie przyspieszeniem podłużnym

samolotu
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Tablica 2. Zależność wskaźników jakości działania pilota od modelowania 
systemu informacji sytuacji awarii pilota automatycznego

Porównywane wskaźniki 
jakości działania

Pełen system informacji 
w eksperym. lotniczym 
na samolocie

Tylko sygnał 
instrumentalny 
w eksperymencie 
symulatorowym

Okres latencji reakcji 
motorycznej na awarię

O t—1■ •I* O (/> 0.7 -r 5.5 s

Prawdopodobieństwo 
rozpoznania sytuacji

0.47 1.0

Czas rozpoznania awarii 2 -r 108 s 3 -f- 6 s
Przyczyna trudności 
rozpoznania i błędnych ' 
czynności

złożoność rozpoznania 
sytuacji

złożoność regulacji 
motorycznej
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Rys. 10. Zmiana czasu latencji w zależności od przeciążenia podłużnego dla ciała
w pozycji leżącej i stojącej

Czas latencji zależny jest od przyspieszenia działającego na człowieka 
i położenia, ciała [17]. Na (rys.10) przedstawiono zmiany czasu latencji 
[17] dla przyspieszeń działających wzdłuż osi 0x obiektu dla położenia ciała 
w pozycji poziomej na wznak (rys.lOa) i pozycji wyprostowanej (rys.lOb).

W procesie budowy uniwersalnych symulatorów lotu i ich modeli mate­
matycznych należy wykorzystać progi czułości człowieka w poszczególnych 
kanałach przenoszenia bodźców przez zmysły.
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S -s am o lo t  

CZ -człowiek 
WRSS  - wspo m ag a jące  regulacyjne  

s tero w an ie  samolotem  

A A S S  -  autom atyczne  a k ty w n e  

sterow anie  samolotem  

4 W S S  - aktyw ne wspo m aganie  

s terowaniem  sam o lo tu

Rys. 11. Schemat blokowy sterowania samolotem w systemie automatycznym,
ręcznym i mieszanym
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Rys. 12. Reakcja samolotu w czasie wymuszeń skokowych sterem wysokos'ci oraz 
zakłócenie spowodowane awarią w systemie sterowania sterem wysokości i przejście

na sterowanie ręczne
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Przykładowo progi wrażliwości człowieka na. przyspieszenia kątowe podano 
w [3] i tak, w locie podczas trwania przyspieszenia kątowego 0.5 -f- l.Os próg 
wynosi 2.4deg/s2 a podczas trwania 2.1 -r 3.1 s wynosi 1.2deg/s2.

Tablica 3. Zależności czasu latencji reakcji motorycznej od przyspieszenia 
kątowego P  i gradientu narastania przyspieszenia, normalnego dnz/dt

Kątowe przyspieszenie 
samolotu 
P  [deg/s2]

Gradient 
przeciąż, pionowego 

dnz/dt [l/s]

Czas latencji 
reakcji motorycz. 

lL [s]
0.0.3 -- 0.12 3.5
0.12 -- 0.15 1.2

5 10 0.25 -- 0.70 0.4
15 -f 20 1.3 -- 1.7 0.3
25 30 2.6 -- 3.3 0.2

Przytoczone progi czułości, Tablica 3 wg [3], wykazują, że jeżeli wprowa­
dzi się samolot w przechylanie z przyspieszeniem kątowym 0.5 ■— 0.7deg/s2 to 
wartość przechyłu może osiągnąć nawet 30 deg bez odczuwania przeciążenia 
przez pilota [15]. Te własności zmysłów organizmu człowieka należy wykorzy­
stać przy budowie uniwersalnych symulatorów lotu oraz w procesie aktywnego 
sterowania samolotem.

Współczesne samoloty bojowe posiadające wysoki stopień automatyzacji 
z wykorzystaniem komputerów pokładowych umożliwiają wprowadzenie sze­
regu systemów nawigacji i sterowania automatycznych, ręcznego i mieszanych, 
(rys.11).

W procesie sterowania obiektem zachodzi wzajemne współdziałanie w sy­
stemie samolot +  człowiek + otoczenie +  zadanie. W układzie tym występuje 
dopasowanie i współdziałanie cech dwóch systemów człowiek-maszyna czyli 
układ ’’ pilot-samolot” .

Przy długotrwałym automatycznym sterowaniu następuje osłabienie bez­
pośredniego związku pilota z samolotem co w przypadku przejścia na ręczne 
sterowanie zwiększa czas adaptacji. Podczas opracowywania schematu włą­
czenia człowieka w układ automatycznego sterowania konieczne jest, aby uk­
ład ten był przystosowany na korekcyjne oddziaływanie pilota na samolot. W 
przeciwnym razie może powstać sytuacja, gdy automatyka staje się przeszkodą 
w pilotowaniu [3]. Automatyka ubezwłasnowolnia, załogę samolotu (patrz War­
szawska katastrofa A-320).

Na (rys.12) stanowiącym modyfikację wyników przedstawionych w [2] wi­
dzimy, że czas adaptacji przejścia na sterowanie ręczne w przypadku awarii 
automatycznego sterowania w kanale pochylania wynosi IBs.
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Z powyższych rozważań wynika, że współczesne uniwersalne symulatory 
lotu powinny posiadać:

• symulację sterowania automatycznego,

• symulację sterowania ręcznego i mieszanego,

• wprowadzenia awarii w systemie sterowania automatycznego i możliwość 
przejścia na sterowanie ręczne.

Należy podjąć próby możliwości wprowadzania indywidualnych charakte­
rystyk psycho-neuro-fizjologicznych trenowanego pilota -  może to zapobiegać 
występowaniu choroby symulatorowej.

W systemie sterowania wprowadzać ’’ sztuczne czucie” , które odpowiada­
łoby wysiłkowi pilota w procesie sterowania samolotem. Należy tak wpro­
wadzać obciążenia [3] na sterownicy samolotu i symulatora wyrażających 
zależność między siłą bodźca i intensywnością wrażenia, aby spełniały -  prawo 
Webera-Fechnera. Jest to prawo psychologiczne [23], które określa zależność 
między silą bodźców działających na organy zmysłowe człowieka a siłą wywo­
ływanego przez nie wrażenia. Prawo to stwierdza, że przy równoczesnym przy­
roście siły bodźca przyrost siły wrażenia jest coraz mniejszy, że przy bodźcach 
słabych wystarczy mały przyrost ich siły, aby różnica została zauważana, nato­
miast przy bodźcach silnych trzeba większego przyrostu ich siły aby wywołać 
równoważny przyrost siły wrażenia to znaczy AJ/J = Ii, gdzie J -  bodziec, 
AJ  -  przyrost siły bodźca, K  -  wielkość stała [3].

Zatem słuszne jest stwierdzenie [3]:

” Na podstawie analizy środowiska informacyjnego i zadań pilota 
należy wybrać takie warunki lotu, które można stworzyć w ekspe­
rymencie. Przy tym trzeba określić typ eksperymentu: lotniczy, sy­
mulatorowy laboratoryjny (np. w Wojskowym Instytucie Medycyny 
Lotniczej -  samolot, symulator, wirówka, przyp.autora); zaplanować 
sposób skomplikowania warunków pracy badanego: zakłócenia, czyn­
ności równoczesne, sytuacja awarii. Wreszcie należy sprecyzować, ja­
kie czynniki fizyczne lotu powinny oddziaływać na badanego w trak­
cie eksperymentu a także dobrać kompleks wskaźników efektywności 
i niezawodności współdziałania pilota z techniką.”

Przy projektowaniu systemów sterowania symulatorem niezbędna jest 
współpraca specjalistów z dziedziny neurologii, fizjologii i psychologii oraz do­
świadczonych pilotów. Niezbędne jest określenie [13]:

• najdogodniejszego modelu decyzyjnego człowieka,



PlLOT-CZŁOWIEK W SYSTEMIE STEROWANIA. 401

• charakteru funkcji reakcji poszczególnych zmysłów na bodźce zewnętrzne 
i wewnętrzne,

• progów czułości poszczególnych zmysłów w zależności od charakteru bo­
dźca zewnętrznego,

• czułości progowej receptorów,

• maksymalnego gradientu zmian bodźców, przy których odpowiednie 
zmysły człowieka nie reagują,

• sposobu uzyskiwania takich samych lub zbliżonych wrażeń, złudzeń, od­
czuć przez zamienne działanie na zmysły,

• sposobu symulacji przeciążeń lub uzyskiwania efektów fizjologicznych 
analogicznych jak przy przeciążeniu,

« efektu działania przeciążeń spowodowanych zmianą położenia platformy,

• możliwości zastosowania wielokomorowych kombinezonów ciśnieniowych
o sterowanym wypełnianiu,

• innych koncepcji możłiw7ych do realizacji.

Należy wprowadzić na symulatorach sterowanie automatyczne i ręczne 
przez pilota.
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Human Pilot in an Aircraft and Flight Simulator Control System

Summary

The paper presents the human pilot carrying out the control task in the aircraft 
and its model in a flight simulator. Predispositions of a human being to control the 
dynamic systems have been shown. The authors have presented the features of a flight 
simulator for the pilot reactions, decisions and reflexes to be equal to those required 
in the controlled aircraft.
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Opracowanie obejmuje ideę realizacji układu odwzorowującego wektor 
stanu pocisku rakietowego, tzw. obserwatora Luenbergera oraz sposób 
wykorzystania uchybu między zmiennymi stanu obserwatora a obiektu 
rzeczywistego, do sterowania lotem rakiety. Techniczna realizacja pro­
cesu sterowania została przedstawiona na przykładzie rozwiązania zasto­
sowanego w najnowszych typach pocisków przeciwpancernych.

1. W stęp

Bieżąca znajomość współrzędnych stanu obiektu latającego powinna być w 
pełni wykorzystywana dla realizacji precyzyjnego procesu naprowadzania na 
cel.

Zazwyczaj w praktyce nie ma możliwości mierzenia wszystkich składowych 
wektora stanu obiektu a informacja do układu sterowania, przekazywana jest 
na podstawie pomiaru jedynie pewnej części parametrów i to nierzadko obar­
czonych zarówno szumami pomiarowymi jak i zakłóceniami różnego typu 
oddziaływującymi bezpośrednio na rakietę traktowaną jako system dyna­
miczny.

W wyniku burzliwego rozwoju układów mikroprocesorowych coraz częściej 
w nowo opracowywanych typach rakiet spotyka się cyfrowe systemy sterowa­
nia, których zalety w porównaniu z analogowymi odpowiednikami niepomier­
nie rosną. Szczególnie ujawnia się to przy realizacji optymalnych i adaptacyj­
nych sposobów sterowania. Głównie dla tych ostatnich realizację programu 
naprowadzania można wykorzystywać przy niepełnej informacji wejściowej a 
także przy zakłóceniach o charakterze stochastycznym.
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Możliwość taka nabrała bardzo realnych kształtów po 1964r., kiedy to Lu- 
enberger [2,4] przedstawił koncepcję rekonstrukcji niemierzalnych składowych 
wektora stanu poprzez zastosowanie tzw. obserwatora oraz w następstwie 
sformułowania przez Kalmana pozytywnych odpowiedzi na dwa z fundamen­
talnych dla teorii sterowania zagadnień [8]:

• czy jest możliwe przeprowadzenie układu dynamicznego z dowolnego 
stanu początkowego x(ż0) do dowolnego żądanego stanu końcowego w 
skończonym czasie oraz ograniczonym sterowaniu?

• czy jest możliwa identyfikacja stanu początkowego x(<o) przez pomiar 
wyjścia y (t ) w skończonym przedziale czasu?

znanych pod pojęciami sterowalności i obserwowalnos'ci układu dynamicznego.

2. Idea realizacji obserwatora

Obserwatorem nazywa się układ, który potrafi na podstawie odpowiedzi 
y (t) oraz sterowania u(t) odtworzyć wektor stanu x(t) [2]. Innymi słowy 
obserwatorem może być po prostu wierny model rozpatrywanego układu, im 
dokładniejszy, tym odczytane z modelu wartości wektora stanu x(t) będą 
mniej różnić się od wartości wektora stanu x(t) układu rzeczywistego, jeśli 
będą poddane takiemu samemu sygnałowi sterującemu.

Rakietę przeciwpancerną można potraktować jako bryłę sztywną z od- 
kształcalnym układem sterowania [7] i opisać układem równań:

x = Ax + Bu
(2 .1 )

y =  Cx

gdzie:
X -  wektor stanu,
u -  wektor sterowania,
y -  wektor wyjścia,
A -  macierz stanu,
B -  macierz sterowania
C -  macierz wyjścia.

Model opiszemy równaniami w postaci:

x = Ax + Bu 

y  = Cx

(2 .2 )
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Problem adekwatności modelu i obiektu rzeczywistego jest zatem zagadnie­
niem pierwszoplanowym, gdyż informacja, o obiekcie będzie na tyle prawdziwa, 
na ile model będzie dobrym odzwierciedleniem rzeczywistości. Powyższe 
układy równań ilustruje rys.l.

i--------------------------------------------------------------1

Rys. 1. Schemat strukturalny najprostszego obserwatora

Rozbieżność pomiędzy układem rzeczywistym a modelem prowadzi do 
błędu w odtworzeniu wektora stanu:

x — x  = e (2-3)

którego wartość będzie zanikać do zera, gdyż z założenia przyjęty rzeczywisty 
obiekt latający jak i jego model są asymptotycznie stabilnymi.

W praktycznych wykonaniach nie pozostaje się na schemacie przedstawio­
nym powyżej, lecz uzależnia się proces odtwarzania wektora stanu od rezulta­
tów procesu sterowanego, czyli od różnicy wyjść z układu rzeczywistego y (t )
i modelu y(t). Wykonuje się to poprzez wprowadzenie sprzężenia zwrotnego 
przedstawionego na rys.'2. Działanie obserwatora w takim przypadku opisuje 
zależność:

x  =  As +  Bu
(2.4)

x  = As +  Bu +  KC(i — x)

zatem:
i  — x =  A(x — x) +  K C(x — x) (2.5)
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i wówczas:
e =  ( A + KC ) e  (2.6)

1 Układ 1I . I

Rys. 2. Schemat strukturalny obserwatora uzależnionego od sygnału różnicowego z 
wyjścia modelu i układu rzeczywistego

W  tym przypadku szybkość i sposób zanikania błędu e{t) odtworzenia we­
ktora, stanu jest uzależniona od właściwego wyznaczenia macierzy sprzężenia 
K. Musi ona posiadać wartości własne leżące w lewej półpłaszczyźnie zmien­
nej zespolonej Evansa jako warunek konieczny realizacji procesu naprowa­
dzania, natomiast odpowiedni ich rozkład może zapewnić żądaną dynamikę 
procesu sterowanego, do czego można doprowadzić narzucając warunki na 
współczynniki macierzy K metodami analogicznymi do przedstawionych w 
pracach [6,7].

3. Techniczna realizacja systemu sterowania z wykorzystaniem 
obserwatora Luenbergera i filtru Kalmana

Bardziej złożony sposób rozwiązania zagadnienia sterowania w stosunku 
do przedstawionego na rys.2 występuje wówczas, gdy w strukturze sy­
stemu występują elementy mające przewidywać wpływ błędów losowych i
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uwzględniać je przy sterowaniu w /g  optymalnych kryteriów. Wykorzystuje 
się wówczas proces estymacji (zwany także predykcją lub ekstrapolacją) dla 
oszacowania przyszłych wartości określonego procesu stochastycznego w opar­
ciu o jego wartości zaobserwowane w określonym czasie lub w oparciu o pewne 
założone, znane wcześniej odpowiednie rozkłady prawdopodobieństwa.

Jeżeli znany jest ” a priori” rozkład błędów, to estymator optymalny można 
określić jako wartość oszacowania danego parametru wykorzystując procedury 
optymalizacji znane pod nazwą rozwiązania bayesowskiego [1], a techniczne 
rozwiązania ze względu na prostotę syntezy zawierają zazwyczaj jedynie odpo­
wiedniego rodzaju układy filtracji [3], polepszające określone wskaźniki jakości 
systemu, a przede wszystkim dokładność określenia miejsca położenia.

W  literaturze poświęconej teorii filtracji np. [1,3,4,9], metody analizy i 
syntezy filtrów optymalnych, głównie filtrów Wienera i Kalmana są opisane 
dokładnie, łącznie z przykładami konkretnych zastosowań [9] i określeniem 
tzw. zasięgu pamięci filtru.

Dla dyskretnego filtru Kalmana jest wówczas układ dynamiczny (rakieta 
wraz z systemem sterowania) opisywany równaniem różnicowym [5,9]:

x(k  -f 1) = A(k +  1 ,k )x(k ) -f w(k) (3.1)

gdzie:
x ( H  1) -  n-wymiarowy wektor stanu, 
w(k) -  p-wymiarowy wektor zakłóceń,
A(fc + 1 , k) -  (n X n)-wymiarowa macierz stanu,

Równanie obserwacji ma postać:

y(k + 1) =  H(& +  l)x(/c -f 1) + v(k +  1) (3-2)

gdzie:
y(k  + 1 )  -  m-wymiarowy wektor pomiarowy,
v(k  +  1) -  m-wymiarowy wektor błędów pomiarowych,
H(Jfc + 1) -  (to X m)-wymiarowa macierz pomiarowa.

Wektory v(k) i w(k) są nieskorelowane o zerowych wartościach przecięt­
nych oraz macierzach kowariancji R(k) i Q(k).

Optymalna ocena stanu przy filtracji wyraża się równaniem rekurencyj- 
nym [5]:

x {k + l/ k + l)  =  A (k + l, k )x (k/ k )+ K (k+ l) [» (jk+ l)-H (fe+ l)A (fc+ l, k)x(k/k)
(3.3

gdzie K (k  +  1) jest n x n wymiarową macierzą wzmocnień Kalmana.
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Dla oceny jakości wektora stanu wykorzystuje się n xn  wymiarową macierz 
kowariancji błędów filtracji P(A; + l/k +  1), gdzie:

P(jfc +  1/Jfe+1)= [l — K(fc +  l)H(fc +  1)] P(A: +  1/Ar) (3.4)

w której P(A:+1 /A:) jest nXn wymiarową macierzą błędów predykcji określoną 
przez zależność:

P (k +  l/k) =  A (jfc +  1, k)P(k/k)Ar (k +  l ,k )  +  Q (3.5)

Podstawiając (3.5) do (3.4) otrzymuje się elementy macierzy błędów filtracji. 
Jak z tego wynika algorytm filtracji kalma.nowskiej sprowadza się do:

— dla warunków początkowych P(0,0) należy przy k — 0 wyliczyć wyrażenia
na macierz błędów filtracji i wzmocnienia,

-  następnie operację powtarzać dla k =  1,2,3...

Przedstawiona metoda kowariancyjna wynika wprost z iteracyjnego opisu 
filtru.

/
Zakłócenia

Regulator

Rys. 3. Schemat strukturalny systemu sterowania pociskiem przeciwpancernym

Na. rys.3 przedstawiona została struktura realizacji technicznej sterowa­
nia pociskiem przeciwpancernym nowej generacji, dla którego podstawową
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zaletą zapewniającą wysokie prawdopodobieństwo trafienia w cel jest wpro­
wadzenie z układu śledzenia wyrzutni parametrów ruchu celu i błędów jego 
śledzenia do pętli sterowania. Pomiary parametrów śledzenia za celem są reje­
strowane na ok. 1 sekundę przed startem i analizowane przez filtr sterowania 
(Kalmana), natomiast wszelkie stany nieustalone występujące w chwili startu 
(rys.4), wynikające z przesunięcia wyrzutni, drgań podstawy oraz zakłóceń za­
równo procesu sterowania jak i zakłóceń zewnętrznych są zamodelowane na 
stale w filtrze, którego model był oceniany i korygowany w wyniku wielokrot­
nych strzelań poligonowych w różnorodnych warunkach.

m jr  l u t n i

Łfsek 7

Rys. 4. Przykład modelu zakłóceń przyjętych do realizacji filtru

Ze względu na niejawny charakter danych dotyczących systemu, o ogólnej 
postaci modelu, opisanego równaniem (2.2), w którym:

x  =  c ó l ^ Ó , a , ż ,  zj  u = | t f , 0 , 0 , 0 j

ctn ai2 0 
^  _  1 «22 0 

0 Cl32 033
0 0 1

gdzie:
0  -  prędkość kątowa pochylania rakiety, 
a -  kąt natarcia,
z ,ż  -  przemieszczenie i prędkość przemieszczania środka masy 

rakiety w płaszczyźnie odchylania,
6 -  kąt wychylenia steru.

B — col tu,& i2, bi3 ,0
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Zm iana prędkości kątowej pochylenia rakiety

Rys. 5. Wyniki badań systemu sterowania

Wyniki badań przedstawione na rys.5. posiadają umowną skalę odniesie­
nia na obu osiach. Zamiarem autorów jest bowiem wykazanie jedynie wpływu 
ilości mierzonych parametrów wektora stanu, uwzględnianych w pętli stero­
wania, na jakość procesu sterowanego. Cyfry przy wykresach wskazują ilość 
mierzonych parametrów wektora stanu wykorzystywaną w pętli sterowania. 
Im wyższa jest ich wartość, tym lepsza jest jakość procesu sterowania i tym 
szybciej następuje osiągnięcie stanu ustalonego.
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Anti-Tank Rocket On-Board Control System Synthesis

Summary

Design concept of the system transforming the rocket state vector, the so-called 
Luenberger observer, together with the way of the observer state variables deviations 
from those for a real object application to the rocket flight control has been presented 
in the paper. Realisation of the control process has been shown on the latest design 
applied to modern types of anti-tank rockets.
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W referacie przedstawiono problemy, z jakimi autorzy zetknęli się przy 
modyfikacjach modelu dynamiki lotu samolotu do specyficznych wyma­
gań symulatora lotu samolotu TS-11 Iskra. Omówiono wymagania sta­
wiane modelowi dynamiki lotu w zastosowaniach symulatorowych, za­
kres modyfikacji, jakim musi zostać poddany model dynamiki lotu oraz 
przedstawiono uwagi dotyczące weryfikacji modelu.

1. Wprowadzenie

Zadaniem symulatorów lotu jest obniżenie kosztów i zwiększenie efek­
tywności procesu szkolenia pilotów statków powietrznych. Obecny stan 
techniki pozwala na konstruowanie symulatorów mogących zastąpić samolot 
szkolny przynajmniej na niektórych etapach szkolenia personelu latającego. Ze 
względu na to, że symulator jest urządzeniem naziemnym i sytuacje zdarzające 
się podczas lotu są symulowane, możliwe jest realizowanie scenariuszy, które 
w normalnych warunkach nie mogłyby się odbyć ze względu na zagrożenie 
bezpieczeństwa załogi i statku powietrznego.

Jednym z elementów niezbędnych do prawidłowej symulacji zachowania 
się samolotu w trakcie lotu i poruszania się po ziemi jest poprawny model 
dynamiki ruchu samolotu. W  dużej mierze od jakości tego modelu zależą od­
czucia pilota wykonującego ćwiczenie i jego ocena wartości symulatora lotu. 
Możliwości modelu dynamiki lotu samolotu mają też znaczący wpływ na za­
kres zadań, do jakich symulator może zostać zastosowany. Kiepska jakość 
modelu dynamiki lotu może spowodować, że symulator będzie traktowany nie 
jako pełnowartościowe urządzenie, lecz jako ’’ zabawka” , która powoduje po­
wstawanie złych nawyków i wydłuża proces szkolenia.
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Dotychczasowe dos'wiadczenia wykazują, że weryfikacja modelu dynamiki 
lotu jest jedną z najbardziej czasochłonnych i najbardziej żmudnych czynno­
ści jakie muszą zostać wykonane podczas konstruowania symulatora.. Fakt ten 
wynika z wymagań, jakie stawia się dynamice lotu we współczesnym symula­
torze lotniczym.

2. Wymagania wobec modelu dynamiki lotu stosowanego 
w kompleksowym symulatorze lotu

2.1. Bezpieczeństwo ćwiczącego

Podstawowym wymogiem, jaki musi spełnić model dynamiki lotu jest za­
pewnienie ćwiczącemu maksymalnego bezpieczeństwa podczas wykonywania 
zadania w symulatorze lotu. Jednym z celów konstruowania symulatorów jest 
umożliwienie wykonania zadanego scenariusza bez narażania ćwiczącego na 
niebezpieczeństwo wypadku lotniczego. Naziemne symulatory lotu zapewniają 
realizację tego wymogu niejako z definicji. Pojawia się jednak problem 
wynikający z faktu, że symulator jest urządzeniem technicznym i jako taki 
stanowi zagrożenie dla pilota wykonującego ćwiczenie. Udział dynamiki lotu 
w tworzeniu takiego zagrożenia polega na tym, że dynamika lotu generuje 
prędkości i przyspieszenia wpływające na ruchy platformy (w przypadku ru­
chomego symulatora lotu) oraz generuje silę realizowaną przez układ wykonaw­
czy symulacji sił na organach sterowania. Zarówno w przypadku platformy, 
jak i układu symulacji sil istnieje niebezpieczeństwo zajścia stanu, który spo­
woduje utratę zdrowia pilota. Może to nastąpić w wyniku nieprawidłowego 
działania modelu dynamiki lotu, który w jednym ze stanów lotu może wyge­
nerować przyspieszenia niebezpieczne dla pilota. Podobna sytuacja zachodzi 
w przypadku stosowania aktywnego układu symulacji sil na organach sterowa­
nia. Oprogramowanie dynamiki lotu może wygenerować siły, które są w stanie 
spowodować obrażenia u ćwiczącego pilota. Zapobieganie takim sytuacjom 
jest podstawowym wymogiem, stawianym modelowi dynamiki lotu. Wymóg 
bezpieczeństwa jest realizowany przez cały system zabezpieczeń obejmujący 
zarówno zabezpieczenia programowe jak i zabezpieczenia sprzętowe. Zabez­
pieczenia występujące w modelu dynamiki lotu mają charakter programowy
i obejmują:

• ograniczenia sił występujących na organach sterowania do wartości, które 
nie mogą spowodować obrażeń u pilota;
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• odporność na brutalne sterowanie;

• sterowanie tłumieniem w układach symulacji sił na organach sterowania;

• ograniczenia przyspieszeń wynikających z rozwiązania równań ruchu, 
zwłaszcza przyspieszeńimpulsowych;

• zabezpieczenia przed generowaniem niepoprawnych wartości w przy­
padku wystąpienia błędów arytmetycznych np. dzielenia przez zero;

• sterowanie blokadami organów sterowania (w przypadku symulowania 
awarii układu sterowania) za pomocą informacji dla układu wykonaw­
czego o konieczności zablokowania układu, a nie przez wymuszanie dużej 
siły.

Wymienione zabezpieczenia, wraz z zabezpieczeniami sprzętowymi, 
działającymi w układach wykonawczych (sterownik, układy hydrauliczne lub 
elektryczne) zapewniają pilotowi bezpieczeństwo podczas wykonywania ćwi­
czenia. Wszystkie wymienione zabezpieczenia są poddawane drobiazgowym 
testom podczas budowy symulatora.

2.2. Prawidłowość odczuć

Jednym z podstawowych wymagań, jakie są stawiane symulatorowi jest 
wytworzenie u ćwiczącego pilota wrażeń możliwie najbliższych występującym 
w trakcie prawdziwego lotu. Wymaganie to powoduje, że przy dopasowywaniu 
modelu dynamiki lotu do pracy w symulatorze lotu ostatecznym czynnikiem 
weryfikującym poprawność modelu są odczucia doznawane przez pilota w trak­
cie symulowanego lotu. Konieczność spełnienia tego warunku ma, z punktu 
widzenia konstruktora modelu, swoje zalety i wady.

• Główne zalety to:

— możliwe są modyfikacje modelu, które nie są zgodne z fizyką zja­
wisk zachodzących w prawdziwym samolocie, lecz pozwalające na 
osiągnięcie zamierzonego efektu np.: zjawiska drgania drążka ste­
rowego przy oderwaniu strug na skrzydle nie są symulowane za 
pomocą zmiany modelu aerodynamiki lecz za pomocą sztucznego 
wprowadzenia drgań drążka bezpośrednio do modelu sił na orga­
nach sterowania;

27 — Mechanika w lotnictwie
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— możliwe jest usunięcie z modelu tych elementów, które nie mają 
istotnego wpływu na odczucia pilota np. nie jest konieczne 
dokładne odzwierciedlenie zmiany masy samolotu; wystarczy by 
zmiana masy była w przybliżeniu zgodna ze stanem faktycznym; 
pozwala to na uproszczenie modelu zużycia paliwa w silniku samo­
lotu;

— możliwe jest stosowanie danych przybliżonych, zwłaszcza w tych 
przypadkach, w których istnieją duże trudności w zgromadzeniu od­
powiednich danych np. w przypadku parametrów masowych uzbro­
jenia, charakterystyk podwozia.

• Główne wady to:

— konieczność zapewnienia prawidłowości odczuć w całym zakresie 
stosowania symulatora;

— konieczność ” uśredniania” wrażeń doznawanych przez pilotów w 
trakcie wykonywania lotów testowych (niejednoznaczność ocen);

— brak możliwości weryfikacji odczuć pilotów w przypadku zajścia 
sytuacji nietypowych lub awaryjnych;

— trudności z weryfikacją w przypadku samolotów prototypowych lub 
produkowanych w krótkiej serii.

2.3. Pełny zakres stosowalnosci

Szeroki zakres zastosowań symulatorów lotu powoduje dodatkowe wyma­
gania wobec modelu dynamiki lotu. Model dynamiki lotu do zastosowania w 
symulatorze lotu powinien obejmować wszystkie stany lotu, cały zakres ruchu 
samolotu po Ziemi począwszy od kołowania przez start do lądowania. Po­
nadto konieczne jest uwzględnienie rozmaitych wariantów podwieszeń uzbroje­
nia zewnętrznego, zatankowania paliwem i obsadzenia załogą. Ponieważ symu­
latory mają służyć do ćwiczenia zachowania, się w warunkach ekstremalnych, 
konieczne jest uwzględnienie przez model dynamiki lotu stanów awaryjnych. 
Wymienione uwarunkowania, powodują, że nie można stosować uproszczeń -  
dopuszczalnych w wielu innych zastosowaniach -  takich jak:

— założenie o małych kątach natarcia i ślizgu;

— założenie o małych ruchach wokół położenia równowagi;

— założenie o prostoliniowym ruchu na ziemi;
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-  założenie o nieprzekraczaniu krytycznego kąta natarcia.

W zastosowaniach symulatorowych mamy do czynienia ze wszystkimi 
aspektami ruchu samolotu począwszy od kołowania, przez start do lotów w 
całym zakresie prędkości i lądowania. Loty są wykonywane w całym zakresie 
kątów natarcia i ślizgu. Duże kąty natarcia występują na przykład w trak­
cie przeciągnięcia, korkociągu oraz w trakcie silnego wiatru. W tym ostatnim 
przypadku krytyczny jest etap poruszania się samolotu po Ziemi przy wietrze 
wiejącym z boku lub z tyhi. Ze względu na to, że z reguły nie są dostępne 
dane dotyczące charakterystyk aerodynamicznych samolotu dla kątów natar­
cia większych niż 90 stopni i kątów ślizgu większych niż 60 stopni konieczne 
jest sztuczne ograniczanie tych kątów do wartości, dla których są dostępne 
dane.

Innym istotnym aspektem zastosowania modelu dynamiki do symulatora 
jest konieczność wiarygodnego symulowania stanów awaryjnych. Trudność po­
lega na tym, że w wielu przypadkach nie są dostępne informacje o zachowaniu 
się samolotu po zajściu stanu awaryjnego. Instrukcje eksploatacji samolotu 
informują o stanach poprzedzających zajście awarii, natomiast zachowanie się 
samolotu po zajściu awarii bardzo często jest nieznane.

2.4. Rozwiązanie układu równań rucliu w czasie rzeczywistym

Warunek rozwiązania układu równań różniczkowych opisujących ruch sa­
molotu w czasie rzeczywistym przestał być warunkiem krytycznym z chwilą 
zastosowania do symulatorów bardzo szybkich komputerów wyposażonych 
w procesory RISC. Komplikacja modelu dynamiki ma jednak swoje gra­
nice. Wynikają one z tego, że jeden komputer nie zajmuje się wyłącznie 
rozwiązywaniem układów równań dynamiki lotu. Równania ruchu samolotu 
są tylko jednym z zadań, które musi wykonywać komputer i w związku z 
tym model dynamiki lotu nie może być zbyt skomplikowany. W symulatorze 
pracującym z częstotliwością około 30 Hz czas jednego cyklu obliczeń nie może 
przekraczać 0.01 sekundy. Wynika to stąd, że czas jaki pozostaje do dyspozy­
cji musi zostać podzielony między bloki programu zajmujące się sterowaniem 
instalacjami symulowanego samolotu, sterowaniem celami, wyposażeniem spe­
cjalnym (uzbrojeniem) oraz dokonujące transmisji między pozostałymi kom­
puterami systemu informatycznego symulatora, (zadania transmisji i synchro­
nizacji zajmowały w zastosowanych przez MP-PZL rozwiązaniach najwięcej 
czasu).
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Danymi dostarczanymi do modelu dynamiki lotu są położenia organów 
sterowania uzyskiwane ze sterownika połączonego z kabiną oraz dodatkowe 
informacje uzyskiwane z części oprogramowania symulującego pracę instalacji 
pokładowych samolotu. Dane uzyskiwane są z czujników zainstalowanych w 
kabinie za pośrednictwem komputera sterującego kabiną (sterownika). Mimo 
kontroli przeprowadzanej przez sterownik informacje dostarczane do oprogra­
mowania dynamiki lotu muszą być ponownie sprawdzane. Innym rodzajem 
zakłócenia jest nierównomierność kroku całkowania. W symulatorze krok 
całkowania jest obliczany na podstawie upływającego czasu rzeczywistego. Ze 
względu na to, że blok dynamiki lotu jest wykonywany sekwencyjnie z in­
nymi modułami działającymi w symulatorze, czas wykonywania tych bloków 
wpływa na długość kroku całkowania. Jednym z elementów krytycznych jest 
konieczność synchronizacji komputerów pracujących w sieci. Czas martwego 
wyczekiwania na synchronizację komputerów stanowi dużą część jednego cyklu 
pracy symulatora i zmienia się dość znacznie. Do całkowania równań ruchu 
musi zostać użyta metoda mało wrażliwa na zakłócenia. W zbudowanych 
symulatorach była stosowana, metoda Rungego-Kutty rozwiązywania układu 
równań różniczkowych zwyczajnych. Dotychczasowe doświadczenia wykazują, 
że metoda ta dobrze nadaje się do symulatorów lotu.

2.5. Odporność na zakłócenia danych wejściowych

3. M od e l podstaw ow y dynam iki lotu (uzyskany z badań 
tunelow ych  i badań w locie)

3.1. M odel bryły samolotu

Samolot jest traktowany jako bryła sztywna o sześciu stopniach swobody. 
Stery traktowane są jako nieważkie. Uwzględniana jest zmiana masy samolotu 
spowodowana ubywaniem paliwa ze zbiorników i zrzutem środków bojowych. 
Ruch samolotu jest modelowany za pomocą sześciu równań różniczkowych 
zwyczajnych opisujących oddziaływanie sił i momentów sił zewnętrznych oraz 
sześciu równań różniczkowych zwyczajnych opisujących związki kinematyczne 
między ąuasiprędkościami w układzie nieinercyjnym związanym z samolotem
i prędkościami w układzie inercyjnym związanym z Ziemią.
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3.2. M odel aerodynamiki

Do modelowania opływu samolotu przez powietrze jest stosowana aero­
dynamika stacjonarna. Współczynniki aerodynamiczne mają postać wielo­
mianów zależnych od kątów natarcia i ślizgu oraz liczby Macha. Powyżej 
krytycznego kąta natarcia współczynniki aerodynamiczne są modyfikowane za 
pomocą liniowych zależności od kątów natarcia i ślizgu.

3.3. M odel podwozia

Goleń podwozia jest traktowana jako sprężyna o sztywności zmieniają­
cej się wraz ze stopniem skrócenia goleni podwozia. Równolegle do sprężyny 
jest podłączony tłumik o zmiennym tłumieniu. Model podwozia uwzględnia 
zmienne współczynniki tarcia pneumatyka o podłoże w zależności od panują­
cych warunków atmosferycznych i rodzaju nawierzchni drogi startowej. Model 
podwozia uwzględnia siły tarcia tocznego powstające podczas ruchu nieza- 
hamowanego koła, tarcia, kola zahamowanego, siły boczne powstające pod­
czas lądowania z wiatrem bocznym oraz tłumienia, powstające przy zakrętach. 
Nie uwzględniono wpływu momentów bezwładności podwozia na momenty 
bezwładności całego samolotu. Ruch podwozia jest opisany za pomocą układu 
równań różniczkowych zwyczajnych.

3.4. M odel sił sterujących

Siłami sterującymi zachowaniem samolotu są siły aerodynamiczne powsta­
jące na skutek wychylenia powierzchni sterowych, siły wynikające z działania 
zespołu napędowego, siły wynikające z oddziaływania podwozia samolotu z 
podłożem i siły wynikające z oddziaływania na samolot użytego uzbrojenia. 
Siły aerodynamiczne są proporcjonalne do wychylenia powierzchni sterowych. 
Modele pracy powierzchni sterowych uwzględniają luzy w układach sterowa­
nia oraz nieliniowości przełożeń między wychyleniem drążka sterowego lub 
pedałów i wychyleniem powierzchni sterowych. Zespół napędowy oddziałuje 
na samolot siłą ciągu, momentami giroskopowymi oraz w przypadku samo­
lotu śmigłowego momentem od Śmigla. Uzbrojenie oddziałuje na samolot siłą 
odrzutu podczas strzelania z działka.
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4. M odyfikacja  m odelu  podstaw ow ego

4.1. Ograniczenie kątów natarcia i kątów ślizgu przy małych prędkościach 
lotu

Duże kąty natarcia i ślizgu powstają najczęściej w trakcie postoju lub po­
wolnego ruchu samolotu po płycie lotniska przy silnie wiejącym wietrze. Wiatr 
wiejący z boku samolotu lub z tyłu powoduje powstanie kątów ślizgu powyżej 
90 stopni. Ponieważ współczynniki aerodynamiczne są wyznaczane dla kątów 
ślizgu mniejszych od 60 stopni, przekroczenie wartości granicznej powoduje, 
że współczynniki aerodynamiczne obliczone za pomocą wielomianów aproksy­
macyjnych są niepoprawne. W efekcie powstaje zjawisko ’’ zwiewania” samo­
lotu z pasa. Zjawisko to może wpływać na inne modele, na przykład na siły 
powstające w podwoziu. Efektem tego może być obracanie się sa molotu na 
pasie startowym. Ponieważ zjawisko takie nie może wystąpić w trakcie sy­
mulacji, konieczne jest modyfikowanie kątów ślizgu tak, by z jednej strony 
zapewnić poprawne zachowanie samolotu podczas ruchu na pasie startowym 
i w trakcie kołowania, a jednocześnie uzyskać efekty działania bocznego wiatru 
na samolot.

Podobne zjawiska występują w przypadku symulacji turbulencji atmosfe­
rycznej. Podmuch pionowy o dużej prędkości występujący podczas toczenia 
się samolotu z niewielką prędkością powoduje powstanie dużych kątów natar­
cia. Podstawienie tych kątów natarcia do równań powoduje, że samolot ’’ staje 
dęba” . W konsekwencji następuje zaburzenie rozwiązania równań ruchu.

4.2. Ograniczenia sił i momentów działających na samolot przy zetknięciu 
z ziemią

Uderzenie kolami o Ziemię powoduje powstanie sił w goleniach podwozia. 
Siła w goleni podwozia jest funkcją prędkości pionowej samolotu oraz przemie­
szczenia pionowego samolotu. Prędkość i przemieszczenie samolotu są efektem 
całkowania równań ruchu samolotu. Przemieszczenie pionowe samolotu w jed­
nym kroku całkowania, zależy od długości kroku całkowania. Często się zdarza, 
że wyliczona siła jest bardzo duża. Duża siła działająca na samolot powoduje 
powstanie gwałtownych przyspieszeń nie występujących w rzeczywistości. Je­
szcze bardziej niekorzystny przypadek zachodzi jeżeli lądowanie następuje z 
bocznym wiatrem. W takim przypadku lądowanie przeprowadzane jest w ten 
sposób, że najpierw o Ziemię uderza jedno koło, a następnie drugie. Uderzenie 
jednym kołem powoduje powstanie dużej siły oraz dużego niezrównoważonego
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momentu. Moment ten powoduje przewrócenie się samolotu. Efektowi temu 
można zapobiec przez sztuczne ograniczenie momentu przechylającego samo­
lot.

4.3. Modyfikacje modelu wymuszone przez symulowane awarie

Podstawowy model dynamiki lotu nie zawiera z reguły informacji o za­
chowaniu się samolotu w sytuacjach awaryjnych. Do awarii wpływających 
bezpośrednio na dynamikę lotu samolotu należą awarie urządzeń sterujących 
(blokada lub zerwanie więzi mechanicznej między organem sterowania i 
powierzchnią sterową), awarie podwozia (zablokowanie podwozia w położeniu 
’’ zamknięte” lub ’’ otwarte” , częściowe wypuszczenie podwozia, awaria zamków 
blokujący cli podwozie w położeniu ’’otwarte” , pęknięcie opony, zablokowanie 
hamulców). Z punktu widzenia modelowania zjawiska najbardziej kłopotliwe 
są przypadki niesymetrycznego wypuszczenia podwozia. Kłopotliwość tego 
przypadku polega na tym, że nie są dostępne dane dotyczące charaktery­
styk aerodynamicznych samolotu z jedną golenią wysuniętą. Dokonanie po­
miarów współczynników aerodynamicznych w czasie badań w locie nie jest 
możliwe. Z podobnym przypadkiem marny do czynienia przy symulowa­
niu niesymetrycznego wychylenia klap. Asymetryczne wychylenie klap jest 
bardzo groźnym zjawiskiem ponieważ powoduje powstanie dużego momentu 
przechylającego, który jest trudny do zrównoważenia za pomocą lotek. Po­
nadto dodatkowe zagrożenie spowodowane jest tym, że klapy są wysuwane 
na małych wysokościach lotu, co utrudnia lub uniemożliwia wykonanie odpo­
wiedniego manewru. Z tych powodów symulacja awarii była przeprowadzana 
metodą kolejnych przybliżeń, w której ostateczna postać algorytmu symulacji 
awarii została opracowana po wielu lotach testowych z udziałem pilotów.

4.4. Modyfikacje modelu spowodowane opóźnieniami powstającymi w sy­
stemie symulatora

W modelu dynamiki lotu zakłada się, że efekt zadziałania pewnej przy­
czyny pojawia się natychmiast po powstaniu tej przyczyny. Ewentualne opó­
źnienia mogą powstawać tylko na skutek bezwładności samolotu. Tymczasem 
symulator jest urządzeniem technicznym, które wprowadza pewne opóźnienia 
wynikające z konieczności dokonania obliczeń, transmisji danych między kom­
puterami, synchronizacji działań poszczególnych komputerów itp. Weźmy pod
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uwagę następujący przykład: pilot wychyla drążek sterowy ” na siebie” . Infor­
macja o wychyleniu drążka, jest przekazywana przez układ pomiarowy do kom­
putera zarządzającego kabiną (sterownika). Sterownik przekazuje informacje 
do komputera głównego. W komputerze głównym informacja ze sterownika 
zostaje przełożona na wychylenie kątowe steru wysokości. Wychylenie steru 
wysokości powoduje powstanie momentu, który wstawiany jest do równań ru­
chu. Rozwiązywany jest układ równań ruchu oraz wyznaczane siły działające 
na drążek w kabinie pilota. Informacje o prędkości i położeniu samolotu są 
przekazywane do modułu symulującego pracę instalacji samolotu. Moduł ten 
wyznacza między innymi położenie wskazówek przyrządów w kabinie pilota. 
Położenie wskazówek przyrządów jest przekazywane do sterownika, a stamtąd 
do imitatorów przyrządów. Imitatory ustawiają wskazówkę w pożądanym 
położeniu. Sterownik przekazuje także informację o sile do układu symulacji 
sił na drążku sterowym. W tym momencie pilot dostrzega reakcję samolotu na 
przyrządach i odczuwa zmianę siły na drążku sterowym. Jak widać, informacja
o podjęciu działania przez pilota musi przejść dość długą drogę, zanim będą wi­
doczne efekty. Ponieważ model dynamiki samolotu powinien oddawać reakcje 
rzeczywistego samolotu konieczna jest modyfikacja niektórych współczynników 
aerodynamicznych, tak by ostateczna reakcja symulatora była podobna do re­
akcji rzeczywistego samolotu.

5. W spółpraca  z pilotam i

5.1. Konieczność ” dostrajania” modelu na podstawie symulacji testo­
wych

Ostatecznym kryterium poprawności działania symulatora jest pozytywna 
ocena pilotów. Model dynamiki lotu uzyskany z badań tunelowych modelu lub 
badań w locie z reguły nie spełnia wymagań pilotów co do zgodności zachowali 
z oryginałem. Kluczowym zagadnieniem jest rozpoczęcie współpracy z pilo­
tami na odpowiednio wczesnym etapie konstruowania symulatora. Pozwala to 
na stopniowe usuwanie błędów i niezgodności modelu z oryginałem. Jest dość 
istotną rzeczą podejmowanie współpracy zarówno z pilotami doświadczalnymi 
jak i z pilotami z jednostek, w których symulator będzie używany. Wynika 
to stąd, że każdy użytkownik zwraca uwagę na inny aspekt funkcjonowania 
symulatora. Na początkowym etapie testowania nowej konstrukcji najbar­
dziej pożądana jest współpraca a pilotami doświadczalnymi, ponieważ lepiej 
od pilotów z jednostek liniowych orientują się w fizyce zjawisk zachodzących
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w samolocie podczas lotu. Dzięki nim możliwe jest ’’dostrojenie” podstawo­
wych charakterystyk aerodynamicznych, sił na organach sterowania itp. W 
końcowym etapie testowania pożądana jest współpraca z pilotami z jednostek 
docelowych. Piloci ci są wyczuleni na te cechy symulatora, które są najistot­
niejsze w procesie szkolenia.

5.2. Oszacowanie jakos'ci symulacji

Oceny jakos'ci symulacji dokonywane przez różnych pilotów bardzo często 
różnią się diametralnie. Na przykład przy testowaniu skuteczności lotek sy­
mulatora samolotu TS-11 Iskra niektórzy piloci twierdzili, że lotki są za mało 
skuteczne, podczas gdy inni byli zdania, że lotki są zbyt skuteczne. Jeszcze 
większe problemy powstają przy szacowaniu przyczyn zaistniałych niepra­
widłowości. Należy podchodzić z dużą rezerwą do przyczyn nieprawidłowego 
zachowania się symulatora sugerowanych przez pilotów. Ponieważ zmiana jed­
nego współczynnika aerodynamicznego powoduje daleko idące konsekwencje, 
należy dokonywać jej z dużą ostrożnością. Każda poprawa powinna być prze­
testowana przez kilku pilotów w czasie różnych lotów. Zdarza się bowiem dość 
często, że poprawa jednego parametru powoduje pogorszenie jakos'ci symulacji 
w innych stanach lotu. Wynika to z dużej komplikacji całego systemu i dużej 
ilości sprzężeń między poszczególnymi modułami. Konieczna jest też świado­
mość, że nie jest możliwe uzyskanie idealnej zgodności symulacji z rzeczywi­
stym samolotem. Z tego względu konieczne jest wypracowanie kompromisu 
między oczekiwaniami, możliwościami i nakładami na opracowanie symula­
tora.

6. W niosk i

Opracowanie modelu dynamiki lotu składa się z dwu części. Część pierw­
sza polega na określeniu współczynników aerodynamicznych i charakterystyk 
podwozia na podstawie badań modeli samolotu w tunelu aerodynamicznym, 
badań stoiskowych podwozia i badań w locie samolotu. Od jakości tych badań 
zależy w dużej mierze jakość modelu dynamiki lotu. Z tego powodu należałoby 
przyszłe konstrukcje lotnicze już na etapie projektu przystosować do tworzenia 
dla nich symulatorów. W obecnej sytuacji producenci samolotów nie są przy­
gotowani do dostarczania danych niezbędnych do skonstruowania symulatora.
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Brakuje często podstawowych danych, a wiele parametrów samolotu zmie­
nia się bardzo często w wyniku modernizacji samolotu utrudniając tworzenie 
modelu dynamiki lotu. Wiele problemów stwarza też modelowanie sytuacji 
awaryjnych. Nie ma bowiem możliwości przetestowania ich na prawdziwym 
samolocie ze względów bezpieczeństwa. Nie są też dostępne wyniki badań tu­
nelowych dla modelu z wypuszczonymi niesymetrycznie klapami, podwoziem 
czy z podwieszonym uzbrojeniem. Druga część opracowania modelu dynamiki 
lotu sprowadza się do testowania oprogramowania i wprowadzania poprawek. 
Na tym etapie konieczna jest współpraca użytkownika końcowego oraz pilotów 
doświadczalnych. Bardzo korzystna jest sytuacja, w której samolot, do którego 
jest budowany symulator, jest znany dużej liczbie pilotów. Wynika to stąd, że 
piloci po ’’ przelataniu” kilku godzin w kabinie symula^pra przyzwyczajają się 
do niego i zaczynają im umykać błędy oczywiste dla pilotów którzy zasiadają 
w kabinie symulatora po raz pierwszy. Problem ten nabiera znaczenia w przy­
padku konstruowania symulatora do samolotów wprowadzanych do produkcji 
seryjnej. Liczba pilotów latających takim samolotem jest niewielka, stąd trud­
ności z uzyskaniem opinii od dużej liczby pilotów. Przypadek nowo wprowa­
dzanego samolotu jest najbardziej pożądany z punktu widzenia, użytkownika 
sprzętu, który spodziewa się otrzymać samolot wraz z symulatorem. Jest też 
najtrudniejszy do zrealizowania. Z tego względu konieczna jest współpraca 
między producentami przy tworzeniu samolotu i symulatora, do niego.

Adaptation o f Airplane Dynamie Parameters to Meet a Flight Simulator
Needs

Summary

The paper presents problems which the authors met during the work on adap­
tation of the mathematical model of an airplane to meet the specific requirements 
of the TS-11 Iskra flight simulator. The flight simulator requirements imposed on a 
dynamic model of airplane as well as details of model modification and airplane model 
validation were discussed.
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A N A L IZ A  D Y N A M IK I S A M O L O T U  PO  W E JŚC IU  
W  P O D M U C H  P R Z Y  U W Z G L Ę D N IE N IU  W P Ł Y W U  

S T R U M IE N IA  Z A Ś M IG Ł O W E G O

JlM O H  P E D R O  

Instytut Lotnictwa, Warszawa

W  pracy przedstawiono modelowanie fizyczne i matematyczne wpływu 
uskoku wiatru typu ’’ microburst” na dynamikę samolotu z uwzględnie­
niem strumienia zaśmigłowego. Dynamiczne równania ruchu samolotu 
wyprowadzono stosując formalizm Boltzmanna-Hamela. Uwzględniono 
dodatkowy wpływ strumienia zaśmigłowego na dynamikę za pomocą me­
tody Ribnera. Wykonano obliczenia przykładowe dla różnych sytuacji 
przy zmiennym polu wiatru. Otrzymane wyniki ujawniały zdecydowane 
pogorszenie własności dynamicznych samolotu podczas mimos'rodowego 
przejścia przez podmuch wiatru przy uwzględnieniu strumienia zaśmig- 
lowego.

1. W stęp

W pracy przedstawiono wpływ strumienia zaśmigłowego na własności dy­
namiczne lekkiego samolotu przy wejściu w zmienne pole wiatru. Wpływy 
zespołu napędowego na dynamikę samolotu są następujące:

• bezpośredni udział śmigła, który jest związany z siłami wytwarzanymi 
przez śmigło;

• pośrednie wpływy wynikające ze wzajemnego oddziaływania strumie­
nia zaśmigłowego i poszczególnych powierzchni nośnych (skrzydła i 
usterzenia: poziome i pionowe). Można dzielić pośrednie wpływy na 
[5,10,11,12]:

— wpływ spowodowany zmianą ciśnienia dynamicznego na powierzch­
niach nośnych;

— wpływ spowodowany zmianą odchylenia strug za płatem w strumie­
niu zaśmigłowym;
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-  łączny wpływ spowodowany jednoczesną zmianą ciśnienia dyna­
micznego i odchylenia strug za płatem.

Obserwowano, że podczas startu lub lądowania samolotu przy zmiennym 
polu wiatru ’’microburst” , występują duże zmiany prędkości: liniowej i kątowej 
[9]. Najczęściej te zmiany wywołują szybkie zmiany ciągu silnika śmigłowego, 
które mogą spowodować zmniejszenie stateczności dynamicznej samolotu [6,7].

2. Rów nania ruchu sam olotu

Samolot traktowano jako bryłę sztywną o sześciu stopniach swobody. W 
czasie analizy masa samolotu jest stała. Opływ jest quasi-stacjonarny, ściśliwy, 
nielepki i podkrytyczny. Efekty ściśliwości powietrza uwzględniono według 
zależności Prandtla- Glaeurta. Pominięto oderwania opływu.

Wyprowadzono dynamiczne równania ruchu samolotu w układzie zwią­
zanym z samolotem przy użyciu formalizmu Boltzmanna-Kamela [3,4]. Te 
równania będą tu przedstawione w postaci macierzowej:

MV +  KMV =  Q +  U£ (2 .1 )

gdzie zmodyfikowana macierz bezwładności:

M = M +  Mn// (2-2)

-  wektor przyspieszeń oraz wektor prędkości:

V =  col [U,V,W,P,Q,R] (2.3)
V =  col [U,V,W,P,Q,R] (2.4)

-  macierz sił zewnętrznych:

=  col [X ,Y ,Z ,L ,M ,N ]  (2.5)

przy czym X ,Y, Z  i L ,M ,N  są składowymi sił i momentów sił zewnętrz­
nych pochodzących od aerodynamiki, grawitacji i zespołu napędowego; na 
przykład zewnętrzny moment pochylający działający na samolot określa się 
następująco:
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M  = -
n

mgxc cos O cos (P +  ^  Pi(zT, cos tpj +  xt, ) + 
t'=i

-  J 2 J tu t ,(R  COS i fT  + Psm (pT) +  -p V \ S (-z ACx +  xACz + cCm) +

(2 .6)
+ M w ,{W ' -  W'zg) +  Mq (Q -  Qw ) + MazHazH 

macierz bezwładności:
m 0 0 0 Sz Sy
0 TO 0 - s z 0 sx
0 0 m Sy - 5 , 0
0 - 5 , Sy JX .x y — JxZ
sz 0 - s x Jyx Jy ~JyZ

- Sy 5 , 0 Jzx Jzy Jz

M

macierz kinematyczna K oraz macierz sterowania U:

K

U =

gdzie w równaniach (2.1) -f (2.9):

0 - R Q 0 0 0
R 0 - p 0 0 0

- Q P 0 0 0 0
0 - W V 0 - R Q

w 0 - u R 0 - p
- V u 0 -Q - P 0

XsB 0 X Sv ■

0 0
Z SH 0 0

0 LSl L sv
AI Sh 0 0

0 N Sl > C>o -s

U, V, w -  składowe prędkości liniowej;
P ,Q ,R -  składowe prędkości kątowej;
0,$,<P -  kąty Eulerowskie;
m -  masa samolotu;
Jx  i J*yi JZ -  momenty bezwładności;
J x y  i Jyz  r J xz momenty dewiacyjne;
Sx,S y,S z -  momenty statyczne.

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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Bezwymiarowe współczynniki sił i momentów sił aerodynamicznych w rów­
naniu (2.6) z udziałem podmuchu wiatru oraz strumienia zaśmigłowego zależą 
od kątów: natarcia a, ślizgu f3 oraz liczb Macha i Reynoldsa:

Cx,C y,C z,C i,C m,C n = / ( o , / 3 ,Ma,Re) (2.10)

Całkowity bezwymiarowy współczynnik momentu pochylającego określono 
następująco:

Cm = C°m +  A C -  +  A C “ (2.11)

Związki kinematyczne określono w postaci ogólnej:

r =  co\[xx,yi,żi,$,Q,9\ =  F(V0,Ji,W ,Q W) (2.12)

3. M od e l uskoku wiatru ’’ m icrobu rst”

Składowe prędkości wiatru i jej gradienty określono z modelu uskoku wia­
tru microburst Bray’a. Jest to trójwymiarowy model wiatru w oparciu o 
dane meteorologiczne zbierane podczas badania JAWS (Joint Airport Wea­
ther Studies) w NASA, USA [1]. Wpływy zmiennego pola wiatru na własności 
dynamiczne samolotu przejawiają się w postaci dodatkowych: a) chwilowej 
prędkości liniowej; oraz b) chwilowej prędkości kątowej.

Prędkości opływu:

VI =  ( U -  W Xgf  + (V  -  wygf  + (W  -  WZg )2 (3.1)

podczas gdy chwilowa prędkość kątowa wiatru jest określona z następującej 
zależności:

&\v = x W = col[Pw,Qw, Rw] (3.2)

gdzie:
WXg-,Wyg,W z -  składowe liniowej prędkości wiatru;
Pw,QwiRw ~ składowe kątowej prędkości wiatru.

4. M od e l w pływ u strum ienia zaśm igłow ego

Rozpatrzono w niniejszej pracy pośrednie wpływy zespołu napędowego jak 
wspomniano wyżej we wstępie. Współczynnik wzrostu ciśnienia dynamicznego
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na głównym płacie określono z teorii pędu [10,11]:

Vs

analogicznie współczynnik wzrostu ciśnienia dynamicznego na usterzeniu po­
ziomym:

»  =  ( £ ) ’ ■ [ • +  <4-2) 
Zmiana gradientu kąta odchylenia strug za płatem spowodowana strumie­

niem zaśmigłowym jest określona z metody Ribnera [10,11,12]:

, , , at f dC-
da

Całkowitą zmianę gradientu współczynnika siły nośnej względem kąta na­
tarcia wywołana strumieniem zaśmigłowym obliczono z następującego wzoru:

dCz dCZn dCh„ Su / de de
da da da S  ̂ da da

5. Sym ulacja  num eryczna i om ów ienie w yników

Przeprowadzono symulację numeryczną dla lekkiego samolotu z napędem 
śmigłowym. Zastosowano pełne nieliniowe równania ruchu samolotu do ana­
lizy numerycznej ze względu na sprzężenie pomiędzy ruchami: podłużnym a 
bocznym przy większych odchyleniach od lotu ustalonego. Wybrano spośród 
wielu wyników obliczeniowych następujące 4 przypadki do przedstawienia w 
niniejszej pracy:

(a) wariant podstawowy (zerowy): tj. bezwietrzny prostoliniowy lot ustalony
na wysokości 400 m, bez wpływu strumienia zaśmigłowego;

(b ) wariant pierwszy stanowi prostoliniowy lot ustalony na wysokości 400 m
w zmienny podmuch wiatru bez wpływu strumienia zaśmigłowego;

(c ) wariant drugi: tj. bezwietrzny prostoliniowy lot ustalony na wysokości
400 m z uwzględnieniem wpływu strumienia, zaśmigłowego;

(d ) Wariant trzeci: prostoliniowy lot ustalony na wysokości 400 m w zmien­
nym polu wiatru, przy uwzględnieniu wpływa strumienia zaśmigłowego. 
Jądro uskoku wiatru znajduje się w punkcie o współrzędnych 
x w =  1000 m i yw = 200m.
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Otrzymane wyniki symulacji numerycznej przedstawiono na rys.2 rys.13. 
W przypadku (b) zauważono wzrost tłumienia oscylacji szybkich w wyniku 
strumienia zaśmigłowego, natomiast spadkowi tłumienia oscylacji fugoidalnych 
towarzyszy wzrost jego okresu [7]. W przypadku (b) i (d) występowało totalne 
pogorszenie własności dynamicznych, które doprowadziło do katastrofy. W 
locie w podmuchach wiatru z uwględnieniem wpływu strumienia samolot runął 
na ziemię po około 33 s (rys.9).

Przeprowadzona analiza numeryczna w tej pracy pokazała, że strumień 
zaśmigłowy zdecydowanie pogarsza własności dynamiczne lekkiego samolotu. 
Pogorszenie stateczności dynamicznej wynika ze zmniejszenia zapasu statecz­
ności statycznej ( —dCm/da) samolotu w wyniku zwiększenia się de/da przy 
usterzeniach: poziomym i pionowym.

W  wyniku symulacji numerycznej zauważono niekorzystny wpływ stru­
mienia zaśmigłowego na dynamikę samolotu po wejściu w zmienny podmuch, 
który doprowadził samolot do katastrofy. Otrzymane wyniki symulacji nu­
merycznej potwierdzają, że samoloty z napędem śmigłowym nie są mniej za-
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Rys. 12. Składowe prędkości wiatru w czasie bez wpływu strumienia zaśmigłowego
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Rys. 13. Składowe prędkości wiatru w czasie przy uwzględnieniu strumienia
zaśmigłowego
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grożone uskokiem wiatru typu ’’microburst” niż duże samoloty odrzutowe. 
Należy prowadzić dalsze prace badawcze dla tego typu samolotów.

Dominujący wpływ na własności dynamiczne samolotu podczas wejścia w 
podmuch dla badanego przypadku ma pionowy podmuch W2g, ale nie należy 
lekceważyć kombinacji średniej wartości podmuchu pionowego z podłużnym 
gradientem wiatru. Przejście samolotu obok jądra uskoku wiatru daje mniej­
szy wiatr podłużny jak również zakłócający boczny moment, który pogarsza 
dynamikę samolotu.

Główną wadą zaproponowanego modelu wpływu strumienia zaśmigłowego 
w niniejszej pracy jest trudność dokładnego określenia pola powierzchni 
skrzydła i usterzenia umieszczonego w strumieniu zaśmigłowym. Przedsta­
wiony model może być wykorzystany do sprawdzenia własności dynamicznych 
samolotu podczas wejścia w zmienny podmuch wiatru, dla różnych etapów 
projektowania, eksploatacji i produkcji samolotów.
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Analysis o f Aircraft Dynamics in a W ind Field with Propeller Slipstream
Effects

Summary

Physical and mathematical modelling of aircraft dynamics in a variable wind 
field with propeller slipstream effects is presented in the paper. Aircraft dynamics 
equations are derived using the Boltzmann-Hamel formalism. The additional effect 
of propeller slipstream was included into the model with the aid of Ribner’s method. 
Sample numerical simulation was carried out for different situations in a variable 
wind. The obtained results showed some degradation in aircraft dynamic properties 
during flight in a variable wind field with propeller slipstream.



M E C H A N I K A  
W  L O T N IC T W IE  
’ ’ M L -V I "  1994

A S P E K T Y  T E O R E T Y C Z N E  M E T O D Y  F U N K C JI L A P U N O W A  
D O  S Y N T E Z Y  N IE L IN IO W E G O  P R A W A  S T E R O W A N IA  

S A M O L O T E M

J ó z e f  P i e t r u c h a  

M a r i a  Z l o c k a

ITLiMS, Politechnika Warszawska

Omówiono inną możliwość syntezy prawa sterowania niż powszechnie 
stosowana metoda Kalmana-Letowa. Wzięto pod uwagę koncepcję funk­
cji Lapunowa, które zwykle służą do badania stateczności. 
Sformułowano ’’ zwykle” i optymalne zagadnienie stabilizacji. Do rozwią­
zania zagadnienia optymalnego zastosowano twierdzenie Krasowskiego. 
Podano wskazówki praktyczne do jego stosowania.
Dla właściwej syntezy regulatora sprawą kluczową jest znajomość mo­
delu matematycznego obiektu sterowania i dlatego poświęcono temu cały 
duży rozdział. Zaprezentowano hierarchię modeli ruchu symetrycznego 
samolotu nieodksztalcalnego, a przede wszystkim modele używane do 
sterowania lotami manewrowymi.
Do syntezy nieliniowego prawa sterowania zaproponowano metodę Zu- 
bowa, która polega na poszukiwaniu funkcji Lapunowa i sterowania w 
postaci szeregów potęgowych.

1. W prow adzenie

Wśród zagadnień rozpatrywanych w dynamice lotu ważne miejsce zajmuje 
sterowanie ruchem obiektu latającego, a zwłaszcza stabilizacja zadanego ruchu 
tego obiektu. Zagadnienie takie nazywać będziemy syntezą prawa sterowania. 
Tradycyjnie bywa ono rozwiązywane metodą wielokrotnej analizy (np. [1]). 
Zaletą takiej syntezy jest jej uniwersalność, ale analiza wszystkich wariantów 
nie jest możliwa i nigdy nie mamy pewności, że uzyskaliśmy rozwiązanie opty­
malne.

Bardziej nowoczesną metodą jest podejście wywodzące się z teorii sterowa­
nia. Dużą popularność wśród dynamików zdobyła zwłaszcza metoda Kalmana- 
Letowa [2], gdyż prowadzi ona do regulatora liniowego i stacjonarnego. Jednak
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metoda ta ma tę wadę, że wymaga posługiwania się liniowym modelem obiektu 
sterowanego.

Oczywiście w klasycznych zagadnieniach mechaniki lotu z powodzeniem 
stosuje się modele liniowe, a już z reguły linearyzację przeprowadza się w celu 
odpowiedzi na. pytanie o stateczność lokalną. W ślad za tym postępowaniem 
linearyzację przeprowadza się również w celu przeprowadzenia syntezy. Za­
chodzi jednak obawa, że w ten sposób traci się okazję do bardziej efektywnego 
wykorzystania sterowania (np. [3]).

W wielu zagadnieniach współczesnej mechaniki lotu modele liniowe są ra­
czej wyjątkiem niż regułą. W niektórych wypadkach linearyzacja może być 
przeprowadzona w celu odpowiedzi na pytanie o stateczność lokalną, lecz dla 
zagadnień lotu manewrowego linearyzacja uniemożliwia przewidzenie statecz­
ności. Jak pokazano w pracy [4] zdarzają się sytuacje, w których sprawa 
stateczności może być rozstrzygnięta tylko z uwzględnieniem wyrazów nieli­
niowych.

Celem referatu jest omówienie innej możliwości syntezy prawa stero­
wania; proponujemy mianowicie zastosowanie koncepcji funkcji Lapunowa 
wywodzących się z bezpośredniej metody Lapunowa badania stateczności. 
Oczywiście, koncepcja ta nie jest nowa -  pierwsza praca [5] pojawiła się już 
w r. 1960, ale zawierała ona tylko rozważania teoretyczne i proste przykłady 
ilustrujące główne idee; poza tym od tamtego czasu sporo się zmieniło (np.
[6]). Warto także podkreślić, że metoda funkcji Lapunowa przeżywa wyraźny 
renesans (zob. np. [7]).

Rozważmy zagadnienie stabilizacji statku powietrznego opisanego mode­
lem ogólnym:

x  -  n-wymiarowy wektor stanu zbudowany ze współrzędnych 
i prędkości uogólnionych;

u -  r-wymiarowy wektor sterowania, którego składowymi są wy­
chylenia powierzchni sterowych oraz ciąg napędu;

/  -  funkcja wektorowa n-wymiarowa określona w obszarze:

2. S form ułow anie zagadnienia stabilizacji

(2 .1 )

gdzie:

t >  0 *11 <  X ( 2 . 2 )
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taka, że spełnia warunek:
/ ( 0 , 0 ,0  =  0 (2.3)

a ii =  u( x , t ) jest r-wymiarową funkcją wektorową ciągłą w obszarze (2.2) 
i spełniającą warunek:

« (0 ,f)  =  0 (2.4)

Na normę ||u|| żadnych ograniczeń a priori nie nakłada się. Zakłada się nato­
miast, że funkcje f ( x , u , t )  i u(x,t)  spełniają warunki zapewniające istnienie 
i jednoznaczność rozwiązania x(t) równania (2.1) przy dowolnych warunkach 
początkowych (x0, t0) z obszaru (2.2).

Klasyczne zagadnienie stabilizacji (tzn. stabilizacji nieoptymalnej czyli 
” zwykłej” ) polega na wyznaczeniu takiego sterowania u(x, t), aby rozwiązanie 
zerowe x(t)  =  0 równania (2.1) było asymptotycznie stateczne. Zagadnienie 
stabilizacji optymalnej polega na wyznaczeniu takiego sterowania u(x,t) ,  aby 
nie tylko rozwiązanie zerowe x(t)  =  0 równania (2.1) było asymptotycznie 
stateczne, ale by ponadto funkcjonał:

OO

I  =  J  <p(x(t),u(x,t),t) dt (2-5)
to

gdzie <p(x, u, ł) jest zadaną funkcją nieujemną w obszarze (2.2), osiągnął war­
tość minimalną.

Warto zaznaczyć, że w sformułowaniu nieklasycznym osłabia się żądanie 
stateczności asymptotycznej dopuszczając stateczność nieasymptotyczną, a 
nawet techniczną [8].

3. P od staw y  m atem atyczne rozwiązania zagadnienia stabilizacji

3.1. Koncepcja rucliu zakłóconego

U podstaw każdej metody stabilizacji leży koncepcja ruchu zakłóconego 
z teorii stateczności, przeniesiona na grunt teorii sterowania. W  celu peł­
niejszego naświetlenia tej koncepcji przedstawimy najpierw pewne pojęcia z 
teorii równań różniczkowych [9]. Rozważmy mianowicie nieliniowe równanie 
różniczkowe w postaci:

X  = F (X (ł))  (3.1)
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Niech X o(t) oznacza pewne rozwiązanie równania (3.1). Nazywamy je 
rozwiązaniem lub ruchem niezakłóconym. Wprowadźmy oznaczenie:

x{t) = X (t )  -  X 0(t) (3.2)

które wskazuje, że x(t) jest odchyleniem rozwiązania X (t )  od ruchu 
zakłóconego X 0(t). Na mocy określenia X 0(t) ma miejsce równanie:

X 0 = F (X 0(t)) (3.3)

Wobec tego dla odchylenia x(t) mamy równanie różniczkowe w postaci:

x = f ( x , t )  (3.4)

gdzie:
f ( x )  =  F {X o +  * ) -  F (X o) 

Z oznaczenia (3.5) wynika, że dla x  =  0 zachodzi:

/(O ) =  0

(3.5)

(3.6)

Dzięki przekształceniu (3.2) badanie stateczności rozwiązania X (t)  spro­
wadza się do badania stateczności rozwiązania zerowego x = 0, czyli położenia 
równowagi dynamicznej (zob. rys.l).

Ax A

X = X (t) o' '

Rys. 1. Sprowadzenie badania stateczności ruchu niezakłóconego w przestrzeni 
(X ,t ) do badania stateczności położenia równowagi w przestrzeni (x,t)

Równanie różniczkowe (3.4) nazywa się równaniem ruchu zakłóconego lub 
równaniem zredukowanym. W związku z tym rozwiązanie x{t) nazywamy
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ruchem zakłóconym. W teorii sterowania bywa ono częściej nazywane procesem 
nieustalonym lub przejściowym. Według [10] proces nieustalony jest to zmiana 
w czasie współrzędnych stanu układu od chwili przyłożenia wymuszenia na 
wejściu układu do chwili rozpoczęcia procesu ustalonego -  w miarę upływu 
czasu proces nieustalony dąży do zera przy założeniu stateczności ruchu.

3.2. M etoda funkcji Lapunowa

Jak wiadomo, podstawy klasycznej teorii stateczności oparte są na równa­
niu zredukowanym (3.4). Ale w swej fundamentalnej pracy z 1892 r. Lapunow 
przedstawił inną metodę, którą nazwał drugą metodą, a która w literaturze 
współczesnej nazywana jest metodą bezpośrednią. Istotną cechą tej metody 
jest to, że daje ona warunki stateczności bez potrzeby rozwiązywania równa­
nia (3.4).

Kluczową rolę w zastosowaniach metody bezpośredniej do stabilizacji od­
grywa wyrażenie (w literaturze oznaczane często przez B ):

dV
P (V ’,t ,x ,u )  =  +  <p(x,u,t) (3.7)

w którym wielkość V  =  V (t ,x )  jest funkcją Lapunowa, a wielkość <p jest 
funkcją podcałkową we wskaźniku jakości (2.5). Funkcję

dV dV , , t r \  t  t t o o\
lu  =  TT  +  (gra<1'/ )  f  (3 '8)

gdzie /  jest prawą stroną równania (2.1), nazywamy pochodną zupełną funkcji 
V(t.,x) na rozwiązaniach x lub wzdłuż rozwiązań x równania (2.1).

Przypomnijmy, że funkcją Lapunowa nazywana jest pewna funkcja ska­
larna V (x , t) o następujących własnościach:

(a) V  > 0 i V < 0 kiedy i / O
(b) V =  0 i V =  0 kiedy x =  0

Bazą matematyczną metody funkcji Lapunowa jest II twierdzenie Lapu­
nowa o stateczności asymptotycznej ruchu niezakłóconego (zob. lip. [9], 
str.382). W  tymże twierdzeniu, oprócz pochodnej funkcji Lapunowa, poja­
wia się ważne pojęcie ’’ funkcja mająca nieskończenie małą granicę wyższego 
rzędu” . Dla skrócenia zapisu własność tę oznaczmy przez F. Funkcja V (t ,x ) 
ma własność J1, kiedy spełnione są następujące warunki:
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gdzie 7 i 6 są niemalejącymi funkcjami skalarnymi takimi, że a (0) = 0 oraz 
<5(0) = 0. Np. funkcja V = (xi +  ... +  x n) sin t ma własność r ,  natomiast nie 
ma jej funkcja V  =  sinf^zj +  ... -f £n)L chociaż jest ograniczona!

3.3. Twierdzenie Krasowskiego

Warunki wystarczające stabilizacji optymalnej modelu (2.1) podał Nikołaj 
N. Krasowski w r.1966 w postaci tzw. twierdzenia IV ([11], str.485), 
które nazwiemy twierdzeniem Krasowskiego. Omówimy je tutaj dla wygody 
wprowadzając przy tym współczesną notację teorii sterowania.

W swoim twierdzeniu Krasowski przyjął założenie, że istnieje dodatnio 
określona funkcja V (t,x )  mająca własność r  oraz istnieje funkcja u °(t,x ), 
które w obszarze (2.2) spełniają następujące warunki:

1) funkcja
W (t,x )  =  (3.9)

jest dodatnio określona;
2) zachodzi równość

f3 (V ;t,x ,u 0(x, t)) — 0 (3.10)

3) dla każdego u zachodzi nierówność

/3(V;t,x,u) > 0 (3.11)

Przy tych warunkach teza Krasowskiego brzmi: funkcja u °(x ,t ) jest 
rozwiązaniem zagadnienia stabilizacji optymalnej. Ponadto spełniona jest 
następująca relacja.:

OO OO

J  (p (x°(t),u °(t),t) dt =  min J  <p(x(t),u(ł),t) dt = V (t0,x (t0)) (3.12)

3.4. Wskazówki praktyczne

W praktyce użytek z twierdzenia Krasowskiego do syntezy prawa sterowa­
nia sprowadza się do korzystania z dwóch równań: pierwszym jest warunek
(3.10), który po uwzględnieniu oznaczenia (3.7) i wzoru (3.8) przybiera postać:

(3 =  —  +  (gradF)1" /  +  <p =  0 (3.13)
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Drugie równanie:

otrzymuje się z żądania, aby wielkość /? osiągała wartość minimalną. W 
równaniach (3.13) i (3.14) oznaczono: /? =  /3(V',t,x,u), V  =  V (t ,x ) ,

Widzimy więc, że do przeprowadzenia syntezy potrzebna jest znajomość 
modelu matematycznego obiektu sterowania (wyrażona poprzez wektor / )  
oraz wyspecyfikowanie funkcji tp.

Chociaż wybór funkcji ip zależy od charakteru konkretnego zadania, to 
można wyodrębnić trzy istotne wątki:

1. minimalizacja wskaźnika (2.5) powinna zapewnić dostatecznie szybkie 
zanikanie ruchu zakłóconego;

2. wartość wskaźnika (2.5) powinna wiarygodnie szacować energię potrzeb­
ną do wypracowywania sterowań;

3. funkcja podcałkowa ip powinna być na tyle prosta, aby synteza nie 
okazała się zbyt trudna.

Warunki te w sposób zadowalający spełnia funkcja <p wybrana w postaci 
formy kwadratowej dodatnio określonej:

<  ̂ =  x t Q x  + u t R u  (3.15)

gdzie Q i R są macierzami wagowymi.

4. M odele  m atem atyczne ruchu sam olotu

4.1. M odel ruchu przestrzennego samolotu nieodkształcalnego

Na model matematyczny ruchu samolotu składają się równania ruchu 
samolotu modelowanego jako pewien zespół ciał (sztywnych i/lub odkształ- 
calnych) oraz model obciążeń działających na ten zespół. Należy od razu 
stwierdzić, że chociaż w pracach teoretycznych przyjmuje się model ogólny 
w postaci (2.1), to taki model nie został jeszcze opracowany, zwłaszcza dla 
samolotu odkształcalnego.

Dla ustalenia myśli i uproszczenia zapisów zajmiemy się tutaj tylko ru­
chem samolotu nieodkształcalnego. Standardowy model fizyczny dla takiego 
przypadku obejmuje następujące założenia:



• masa i momenty bezwładności są stałe;

• samolot ma pionową płaszczyznę symetrii geometrycznej i masowej;

• siła ciągu leży w płaszczyźnie symetrii;

• pomija się efekt giroskopowy;

• opływ jest quasistacjonarny;

• sterowanie odbywa się za pomocą konwencjonalnych organów sterowa­
nia;

• wychylenia powierzchni sterowej są ograniczone.

Zauważmy, iż na tej liście nie znalazło się założenie, że zakłócenia warunków 
lotu ustalonego są małe. Jak zobaczymy dalej, znajdzie to uzasadnienie.
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Dla przyjętego modelu fizycznego, w zależności od wybranego układu 
współrzędnych, można zbudować różne postacie modelu matematycznego.
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Równania podane są w układzie nieinercyjnym sztywno związanym z samo­
lotem; początek układu znajduje się w środku masy C  samolotu, a os Cx  
jest równoległa do kierunku średniej cięciwy aerodynamicznej (rys.2). Model 
matematyczny dla takiego przypadku ma postać (por. [12]):

W wyrażeniach (4.2) i (4.3) użyto następujących oznaczeń (podajemy tylko 
te, które nie są naniesione na rys.2): 9, (j> i ip -  odpowiednio kąt pochyla­
nia, przechylania i odchylania; h -  wysokość lotu; X , Y, Z oraz L ,M ,N  -  
składowe wektorów sił oraz momentów sił (z uwzględnieniem obciążeń aerody­
namicznych) względem osi x, y i z\ m -  masa samolotu; A ,B ,C  -  momenty 
bezwładności samolotu względem osi x, y i z.

Zauważmy, że równanie (4.1) jest nieliniowe, niezależnie od charakteru 
obciążeń X , Y, Z oraz L ,M ,N .  Zauważmy także, że równanie to nie zawiera 
jeszcze wektora sterowania; wektor ten pojawi się dopiero na etapie specyfiko- 
wania wymienionych obciążeń.

Obciążenia aerodynamiczne działające na samolot są ważnym elementem 
modelu i w istotny sposób wpływają na charakterystyki dynamiczne samolotu. 
Dla dowolnego ruchu przestrzennego obciążenia te zależą od kształtu samolotu, 
wychyleń powierzchni sterowych 8h , $v , kątów natarcia a i ślizgu (3 oraz 
prędkości samolotu Vq .

4.2. Hierarchia modeli ruchu symetrycznego samolotu nieodkształcalnego

Ponieważ rozwiązanie zagadnienia syntezy zależy od klasy modelu, więc 
przedstawimy kilka różnych modeli ruchu samolotu. Dla ruchu symetrycznego

i  =  f ( x ( ł )) (4.1)

gdzie:
x = [U,V,W-P,Q,R-cł>,d^-h}V (4.2)

oraz:

f i  = —Q W  + R V + -
m

fi  - -R U  +  P W  + — /V = P  +  Q sin 4>tg9 + R cos cj)tg9
m

h  — - P V  +  Q U + - fs  = Q cos ej) — R sinej) (4.3)m

fb =

U = f 9 = Q sin <j) sec 9 +  R cos (f> sec 9

/io  =  U sin 9 — V sin <j> cos 9 — W  cos <f> cos 9

29 — Mechanika w lotnictwie
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(podłużnego) wektor stanu (4.2) redukuje się do postaci:

x =  [U ,W ,Q ,9,h]T (4.4)

a równanie stanu (4.1) przybiera postać:

X Z M
U =  —Q W  +  — W  = Q U + — Q =  -=■m m o

9 = Q h = U sm 9 — W  cos 9
(4.5)

gdzie:

X  =  PooSCx — mg sin 9 + T  cos a s 
Z = PooSCz +  mg cos 9 -  T sin a s (4.6) 
A1 — P yj S (‘( ’m

Poo = T^PooVc (4.7)

Poo ~ gęstos'ć powietrza niezaburzonego;
a s -  kąt między wektorem ciągu i osią podłużną samolotu;
c -  średnia cięciwa aerodynamiczna;

Cx =  C l  sin a — Cd c o s  a 

Cz = - C l  c o s  a -  Cd sin a
(4.8)

Ponieważ obciążenia aerodynamiczne zależą od zmiennych Vc i a, warto 
zatem ” stary” wektor stanu (4.4) zastąpić wektorem ’’nowym” :

z =  [a ,V c ,Q ,e ,h ]T (4.9)

dzięki czemu układ równań (4.5) można przedstawić w postaci:
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F2 -  {q<x>VcCx -  <7 sin 6 + tVc  cosas) cos a +
+  (qooVcCz +  g cos 0 -  tVc sm a s)sm a

(4.11)

Fs =  PsziSpJi Fą = Q

F5 = Vcsin(0 — a) 

przy czym dla skrócenia zapisu wprowadzono oznaczenia:

q°° =  S b  m V Ć  =  T ( 4 ' 1 2 )

Należy podkreślić, że model (4.10) ma na razie znaczenie li tylko sym­
boliczne, gdyż wektor sterowania u nie został jeszcze dookreślony. Załóżmy 
zatem, że będziemy sterować za pomocą steru wysokości i dźwigni sterowania 
silnikiem, tzn. zmiennymi sterującymi będą wychylenia steru i moduł ciągu 
silnika:

u = [óh ,T\t (4.130

Teraz możemy już założyć konkretną postać funkcyjną współczynników siły 
nośnej i oporu:

Cl = Cl (<x, a ,Q ,6 f{)
(4.14)

Cd =  C o(o:,a ,Q ,Ó ij)

Dalsza konkretyzacja zależy od charakteru badanego zagadnienia (analiza 
stateczności, analiza wrażliwości, synteza prawa sterowania). Jeżeli chcemy 
otrzymać model:

x = G (x) +  H (x)u  (4-15)

popularny ostatnio w dynamice lotu manewrowego (zob np. [13]), to wystarczy 
założyć, że:

C . =  C ,{6h =  0) + C ,tHSH (4.16)

gdzie symbol * obejmuje oznaczenia L ,D  i m, natomiast zapis 6jj =  0 
oznacza, że wzór (4.16) dotyczy wartości bez uwzględnienia steru wysoko­
ści. Wprowadzono tu także nowy zapis pochodnych aerodynamicznych, który 
nawiązuje do typowego oznaczenia pochodnych cząstkowych w mechanice 
ośrodków ciągłych.
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Model (4.15) otrzymujemy po podstawieniu do równań (4.11)ii2 wzorów 
(4.8) z uwzględnieniem zależności (4.14) oraz założenia (4.16). W celu ilustra­
cji podajemy niezerowe elementy macierzy H (o wymiarach 5 X  2):

PooS sina
m\ = ----- n\l =  —77~

m \'c m Vc
u PooS u cos a ( ^
«2i = ------ C d ,h  h, 22 = —  (4-17)m m
, _  P o o S ć  
'*■31 —  O m , H

Innym modelem nieliniowym, który często pojawia się w pracach na temat 
syntezy nieliniowego prawa sterowania jest model:

x  = Az + Bu + (4-18)

gdzie ip(x) oznacza wyrazy rzędu co najmniej drugiego. Model (4.18) można 
uzyskać z modelu (4.15) poprzez linearyzację jego prawej strony wokół stanu 
ustalonego (np. [14]). Należy podkreślić, że dla opisu dynamiki samolotów
o wysokiej manewrowości takie postępowanie jest nie do przyjęcia i trzeba 
stosować linearyzację wokół nominalnego stanu lotu. Wydaje się nam, że 
modelem bardziej adekwatnym do sterowania taką dynamiką jest model:

x = A(t)x + B(i)u -f i9(x, u, t) (4-19)

który uwzględnia nie tyle nieliniowość urządzenia sterującego, co przede wszy­
stkim fakt, że stan nominalny może zależeć od czasu. Można pokazać, że 
uzyskanie modelu (4.19) wymaga wzbogacenia współczynników (4.16) o wy­
razy wyższego rzędu.

Do syntezy liniowego prawa sterowania stosowany jest model:

x = Ax + Bu (4.20)

który otrzymuje się z modelu (4.18) po zaniedbaniu wyrazu nieliniowego.

5. A sp ek ty  teoretyczn e m etod y  funkcji Lapunowa

5.1. M etody budowania funkcji Lapunowa

Wykorzystanie twierdzenia Krasowskiego do rozwiązania zagadnienia syn­
tezy sterowania stabilizującego związane jest z typowymi trudnościami wszy­
stkich zagadnień, w których stosuje się funkcje Lapunowa, a największą 
trudnością jest znalezienie odpowiedniej funkcji Lapunowa.
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Można uważać, że funkcja Lapunowa reprezentuje sumę energii obiektu. 
Wówczas druga metoda Lapunowa polega na uogólnieniu idei, że energia po­
tencjalna obiektu osiąga minimum w stanie równowagi asymptotycznie statecz­
nej. Nieraz uważa się funkcję Lapunowa za uogólnioną odległość od położenia 
punktu równowagi w przestrzeni stanów [15].

W literaturze opisano wiele rozmaitych sposobów budowania tej funkcji 
(np. [16,17]), co świadczy tylko o tym, że brak jest metodologii ogólnej. 
Największe nadzieje na opracowanie algorytmu budowy odpowiedniej funk­
cji Lapunowa pokłada się w koncepcji wektorowych funkcji Lapunowa, które 
wprowadził Bellman [18] do badania stateczności i dlatego też są one zwane 
funkcjami Lapunowa-Bellmana.

Idea Bellmana została podjęta i rozwinięta przez Matrosowa i jego uczni­
ów, którzy opracowali tzw. metodę porównywania (zob. [19]). Prezentacja 
tej metody nie wchodzi w zakres niniejszej pracy i powinna się stać tematem 
oddzielnego opracowania. Wspomnimy więc tylko, że oprócz równania ruchu 
zakłóconego rozważa się pewien układ pomocniczy o znanych własnościach. 
Zadanie polega na ustaleniu związku między rozwiązaniami obu układów. Au­
torom niniejszej pracy nie jest znane ani jedno rozwiązanie tą metodą modeli 
nieliniowych przedstawionych w p.4.2.

5.2. Związek funkcji Lapunowa z metodą Bellmana

W zagadnieniach nieliniowych, dla których nie ma wypracowanych metod 
budowania funkcji Lapunowa, pomocne mogą być związki tej funkcji z in­
nymi metodami syntezy praw sterowania. Tutaj rozważmy najbardziej natu­
ralny związek z metodą programowania dynamicznego Bellmana (zwanej tutaj 
metodą Bellmana). W tym celu weźmy pod uwagę równanie ruchu zakłóconego 
w postaci:

x = f ( x ,u , t )  (5.1)
gdzie u jest skalarem (jak w przykładzie 5.3) oraz wskaźnik jakości w postaci:

OO

I  =  J  (p(x,u ,t) dt (5.2)
<0

Jak wiadomo (np. [20] p.5.6.3), wyznaczenie sterowania u, które mi­
nimalizuje wskaźnik (5.2) sprowadza się do rozwiązania równania Bellmana 
(zwanego też równaniem Hamiltona-Jacobiego-Bellmana):

‘  m in{v?(x,u,i) +  ^  +  (| ^ ) f ( x ,  u, * )} =  0 (5.3)
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Załóżmy teraz, że znana jest pewna funkcja generująca S (x ,t)  i odpo­
wiadające jej sterowanie u — u (x ,t). Po zamknięciu równania (5.1) takim 
sterowaniem, równanie (5.3) przybiera postać:

^  = -< p (x ,u (x ,t),t)  (5.4)

Załóżmy, że S jest funkcją dodatnio określoną. Wówczas z równania (5.4) 
wynika, że funkcja S jest funkcją Lapunowa dla układu zamkniętego i jego 
stateczność asymptotyczna jest zapewniona.

5.3. Przykład

Pokażemy, że użycie prostych form kwadratowych w charakterze funkcji 
Lapunowa prowadzi do bardzo pożytecznego wyniku. W tym celu rozważmy 
klasę modeli liniowych stacjonarnych typu (4.20) w postaci:

x =  Ax + bu (5.5)

(co odpowiada sterowaniu ruchem podłużnym samolotu tylko za pomocą steru 
wysokości -  por. (4.13)) i przyjmijmy funkcję Lapunowa w postaci:

V (x (t))  =  x T Px (5.6)

gdzie PT =  P >  0 jest macierzą liczbową o wymiarach 5 X  5, na razie 
nieznaną. W analogicznej postaci przyjmujemy funkcję podcałkową (3.15):

tp(x, u) = x TQx + rv? (5-7)

gdzie Qt = Q > 0 jest zadaną macierzą liczbową o wymiarach 5 x 5 ,  
natomiast 7' > 0 jest zadaną stałą.

Na podstawie (3.14) po uwzględnieniu (5.5), (5.6) i (5.7) otrzymujemy 
sterowanie:

u = - - b T Px (5.8)
r

gdzie nieznaną macierz P wyznacza się na podstawie równania (3.13), które 
w naszym przypadku przybiera postać:

- P66t P -  2At P — Q = 0 (5.9)
r

a więc ma. ono charakter algebraicznego równania. Riccatiego, dobrze znanego 
w teorii sterowania.
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5.4. Synteza nieliniowego prawa sterowania

Kierując się omówionym przykładem oraz wskazówkami z p.3.4 przedsta­
wimy teraz propozycję rozwiązania dla przypadku, kiedy równanie stanu ma 
postać (4.19). Po analogicznych zabiegach jak w p.5.3 otrzymamy układ dwóch 
równań nieliniowych:

^ -  +  (gradV)T (A (t)x  + B(t)u  +  d(x, u, t)) +  x TQx +  ur Ru = 0 
ć t  (5.10)

(gradF)T (B (t) + M | i^ l)  +  2Ru = 0

z dwiema niewiadomymi V i u. Do uzyskania rozwiązania przybliżonego 
takiego układu są stosowane metody szeregów, a w szczególności szeregów 
potęgowych, co było zaproponowane przez Zubowa ([21],&12). Warunkiem 
zastosowania jest spełnienie założenia, że funkcja nieliniowa d (x ,u ,t ) da się 
rozwinąć w szereg względem współrzędnych wektora stanu x  i sterowania u, 
zbieżnego jednostajnie względem t > 0 w pewnym otoczeniu początku układu 
współrzędnych x — 0 i u =  0; zakłada się przy tym, że szereg ten nie zawiera 
wyrazów liniowych względem wspomnianych współrzędnych.

Metoda Zubowa polega na poszukiwaniu funkcji Lapunowa V  i sterowania 
u w postaci:

OO OO

V = Y J Vn{x) u = J 2 U n ( x )  (5.11)
n = 2 n—1

gdzie Vn i Un są formami jednorodnymi n-tego stopnia względem zmiennych 
stanu. Zubow wprawdzie pokazał, że szeregi (5.11) są zbieżne, a u jest ste­
rowaniem optymalnym, ale trzeba podkreślić, że współczynniki tych szeregów 
należy dopiero wyznaczyć z nieskończonego układu równań algebraicznych nie­
liniowych (które powstaną po podstawieniu szeregów (5.11) do równań (5.10)), 
co może zrodzić pewne kłopoty numeryczne.

6. W n iosek  końcow y

Dopóki nie zostaną opracowane efektywne algorytmy budowy funkcji Lapu­
nowa, metoda funkcji Lapunowa będzie miała charakter raczej pewnej zasady 
porządkującej, niż metody syntezy prawa sterowania samolotami zwłaszcza o 
wysokiej manewrowości.
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Theoretical Aspects o f Liapunov Functions M ethod for Synthesis o f 
Aircraft Nonlinear Control Law

Summary

Another way of the control law synthesis, different from the commonly used 
Kalman-Letov method, is discussed. The concept of Liapunov functions that is usu­
ally employed in stability investigations is taken into account.

The ’’ ordinary” and optimal stabilization problems are formulated. To solve the 
optimal problem the Krasovski theorem is applied. Practical instructions refering to 
this theorem are ofTered.

The key matter in the proper controller synthesis is the knowledge of the ma­
thematical model of the object under control. Therefore, the hierarchy of models of 
longitudinal motion of a rigid airplane is presented. The main emphasis is put on the 
modelling of manoeuvring flighs.

The Zubov method for the synthesis of a nonlinear control law is pro-posed. It 
consists in the representation of a Liapunov function and a control in the terms of 
power series.

Praca została sfinansowana przez K om itet Badań Naukowych.
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W pracy opisano badania eksperymentalne zachowań dynamicznych mo­
tolotni w locie ślizgowym powodowanych skokowymi zmianami położenia 
sterownicy. Przedstawione zostały zarejestrowane w locie przebiegi 
położenia sterownicy oraz wysokości i prędkości lotu, a następnie wyniki 
analizy tych przebiegów. Na zakończenie dokonano porównania prze­
biegów rzeczywistych z przebiegami otrzymanymi w wyniku symulacji 
komputerowej eksperymentu oraz przedstawiono biegunową prędkości 
odpowiadającą rozpatrywanemu, (nieustalonemu), stanowi lotu.

1. W prow adzenie

Celem tych badań było dostarczenie danych umożliwiających sprawdzenie 
poprawności modelu matematycznego układu pilot-lotnia (rys.l) stosowanego 
przez autora do analizy lotu holowanego lotni oraz symulacji numerycznych 
sytuacji niebezpiecznych w locie holowanym lub ślizgowym [1].

Obiektem badań była specjalnie wyposażona motolotnia, której zespół 
napędowy służył wyłącznie do startu i nabrania wysokości, natomiast pomiary 
odbywały się w locie ślizgowym, z nie pracującym silnikiem.

Eksperyment polegał na zbadaniu, w warunkach ustalonego lotu ślizgo­
wego, wpływu skokowych zmian położenia podłużnego sterownicy (realizowa­
nych w sekwencji: pozycja A -  pozycja B -  pozycja A) na prędkość i wysokość 
lotu.

Parametry te oraz położenie sterownicy względem wózka motolotni były 
zapisywane na rejestratorze cyfrowym (Rys.2).

Wybór motolotni, zamiast lotni, wynikał z następujących względów:

• masa posiadanej aparatury rejestracyjno-pomiarowej nie pozwalała na 
wykonanie bezpiecznego startu z nóg pilota,
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Równania ruchu 
w/g d'Alamberta

HG-P

Z F = 0
H G -P

1 Mo = 0
HG-

Rys. 1. Model fizyczny i model matematyczny układu pilot-lotnia. Symbol * 
stosowany we wzorach oznacza, że uwzględniane są tu także siły bezwladnos'ci lub 

ich momenty względem punktu 0

Rys. 2. Schemat układu pomiarowego
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• wózek motolotni, z racji przegubowego podwieszenia oraz liczby stopni 
swobody ruchu (możliwe wyłącznie przemieszczenia kątowe), bardziej 
odpowiadał przyjętemu modelowi fizycznemu układu pilot-lotnia niż te­
kstylna uprząż pilota.

2. Opis urządzeń

Motolotnia:

• Skrzydło typu Stratus M-14 (prod. Akademicki Ośrodek Konstruk­
cyjny PW ):

-  powierzchnia nośna 14 m2
-  wydłużenie 6.7
-  kąt wierzchołkowy 132°
-  masa własna 45 kg

Cechy konstrukcyjne tego skrzydła (tj. zamknięty profil, gęste żebro­
wanie, duże napięcie wstępne powłoki, pływający dźwigar, zredukowana 
kieszeń kilowa, itd.) oraz cechy geometryczne były zbliżone do cech lotni, 
której dane aerodynamiczne posłużyły do budowy modelu matematycz­
nego układu pilot-lotnia.

• Wózek:
-  typ ’’ trike” (trójkołowy, z przednim

kołem sterowanym)
-  masa własna 105 kg
-  silnik 26 kW

• Urządzenia pomiarowe (rys.2):

-  ruchy sterownicy, (a ściślej -  kąt pochylenia kila lotni względem 
wózka), mierzone były za pomocą czujnika potencjometrycznego, 
powiązanego z węzłem podwieszenia wózka;

-  prędkość i wysokość lotu mierzono wykorzystując elektroniczny ze­
staw przyrządów pokładowych firmy AOA (RFN). Zestaw ten zo­
stał uzpełniony o blok wzmacniaczy operacyjnych przetwarzających 
sygnały na wejścia rejestratora;

-  użyto rejestratora typu TRC-8412 produkcji Instytutu Geofizyki 
PAN -  Wydział Doświadczalny GEOPAN. (Jest to rejestrator cy­
frowy z pamięcią magnetyczną, o częstotliwości zapisu 0.1 sek).
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Masa. całkowita układu w locie wynosiła 240 kg.
Loty odbywały się przy wietrze 3 m /s, w warunkach słabej turbulencji.

3. W yn ik i badań

W trakcie eksperymentu wykonano 5 prób.
Przykładowe wyniki zarejestrowanych danych zamieszone zostały na rys.3.

Rys. 3. Przebieg położenia sterownicy oraz przebiegi prędkos'ci i wysokości lotu

Do szczegółowej analizy zarejestrowanych przebiegów wytypowano 3 zapisy 
przy których:

-  sekwencja zmian położeń sterownicy miała, ten sam przebieg czasowy.,
-  wpływ zakłóceń zewnętrznych byl najmniejszy.
Wzmiankowane zakłócenia, to różnego rodzaju podmuchy atmosferyczne, 

lokalne turbulencje itd. Mogły one powodować zmiany prędkości, bądź jako 
efekt bezpośredniego działania, bądź poprzez wymuszenie dodatkowej reakcji 
pilota.

Wykresy zbiorcze wyskalowanych przebiegów wybranych do analizy szcze­
gółowej zamieszczono na rysunkach 4, 5 i 6.
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Symbolami a, b, c oznaczono kolejne próby, natomiast ’’ schodkami” -  mo­
menty i charakter zmian położenia sterownicy.

Wstępna analiza wykresów prowadzi do następujących wniosków:

• Skokowe zmiany położenia sterownicy dają wyraźny efekt dynamiczny w 
postaci oscylacji prędkości i wysokości.

Czas, który upływał od momentu ściągnięcia sterownicy do chwili 
jej ponownego wypchnięcia był zbyt krótki do ustalenia się parame­
trów lotu. Na tym odcinku widoczne jest tylko jedno ekstremum 
przebiegu prędkości, co ogranicza możliwości pomiaru okresu oscylacji 
odpowiadających temu stanowi lotu.
Średni czas, przetrzymywania sterownicy w ustalonym położeniu, po po­
wtórnym wypchnięciu, jest równy, w przybliżeniu, podwojonemu okre­
sowi oscylacji prędkości lub wysokości lotu.

• Powtarzalność okresów oscylacji w poszczególnych zapisach jest duża.

Dla przebiegów (a) i (b), które odpowiadają podobnym zmianom 
położenia sterownicy -  również amplitudy oscylacji są do siebie zbliżone. 
Drobna nieregularność krzywych prędkości wynika między innymi z 
nieregularności realizacji prostokątnych przebiegów położeń sterownicy. 
Jest ona spowodowana m.innymi tym, że pilot poza realizacją zadania
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6. Wykres zbiorczy przebiegów wysokos'ci lotu
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zmuszony był do stałego utrzymywania równowagi poprzecznej lotni, co 
wiązało się z drobnymi ruchami sterownicy.

• Przypadek (c) dotyczy tego samego dos'wiadczenia, ale zrealizowa­
nego przy mniejszej prędkości (sterownica bardziej wypchnięta w 
położeniu ” A” ).

Widoczny jest spadek wartości średniej prędkości oraz spadek pochylenia 
krzywej wysokości.

Są to wnioski natury jakościowej.
Analiza dokładności pomiarów przesądziła o wykorzystaniu rezultatów eks­

perymentów do badań względnych zmian wartości parametrów lotu.
Stosunkowo duża wartość błędów pomiarowych prędkości (±1.9 m /s) oraz 

ograniczona (z konieczności) liczba pomiarów, uniemożliwiająca dokonanie 
analiz statystycznych -  nie pozwala to bowiem na ścisłe obliczenie stanu ener­
getycznego układu pilot-lotnia, niezbędne np. przy wyznaczaniu dynamicz­
nych osiągów lotni.

Z powyższych względów wyniki badań eksperymentalnych zastosowano do 
analizy parametrów mniej wrażliwych na dokładność pomiaru prędkości łub 
wysokości.

Takim parametrem jest np. częstotliwość oscylacji prędkości spowodowa­
nych skokiem położenia sterownicy.

Parametr ten jest wypadkową szeregu właściwości dynamicznych układu 
pilot-lotnia, np.:

— cech aerodynamicznych układu -  (zwłaszcza zmienności charakterystyki ae­
rodynamicznej dla różnych prędkości),

— cech masowych układu -  (zwłaszcza wartości momentów bezwładności),

— podatności ramion pilota, itd.

Częstotliwość oscylacji prędkości spowodowaną skokową zmianą położenia 
sterownicy jest zatem parametrem pozwalającym na ocenę zgodności zacho­
wań dynamicznych układu rzeczywistego i modelu. Wyniki wstępnej analizy 
czasu półokresów oscylacji prędkości lotu zamieszczono poniżej.

Czas pierwszego półokresu po ściągnięciu sterownicy: To.5 = 6.5 ±  0.1 s; 
Czas pierwszego półokresu po wypchnięciu sterownicy: T0.5 = 6.1 ±  0.3s; 
Czas drugiego półokresu po wypchnięciu sterownicy: T0.5 = 4.7 ±  0.1 s.

Powyższe wyniki nie dają podstaw do wyciągnięcia wniosków na te­
mat częstotliwości oscylacji w dłuższym przedziale czasowym. Zauważalne

30 — Mechanika w lotnictwie
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jest natomiast, że po ściągnięciu sterownicy -  1-szy półokres po zakłóceniu 
jest dłuższy niż następujący za nim 2-gi półokres. Wytłumaczyć to można 
nieliniowością rzeczywistego układu przejawiającą się m. innymi w tym, że 
okres oscylacji prędkości spowodowany przez skok położenia sterownicy jest 
zależny od amplitudy oscylacji. Ponadto istotna, jest tu uwaga, że w momen­
cie wypychania sterownicy -  prędkość lotu nie była ustalona po uprzednim 
skokowym ściągnięciu sterownicy. Przebieg prędkości w przypadku B jest więc 
wynikiem nałożenia się efektów kolejnych ruchów sterownicą.

W celu dokładniejszego zbadania oscylacji prędkości przeprowadzono 
aproksymację zarejestrowanego przebiegu funkcją okresową.

Z uwagi na szybki postęp procesu ustalania się wartości kolejnych pół- 
okresów tych zmian (praktycznie już w pierwszym cyklu) zrezygnowano z ba­
dania zmienności okresu.

Do analizy przyjęto postać funkcji aproksymacyjnej o stałym okresie i 
gasnącej amplitudzie:

y(t) = e~Xit cos(Ai< +  <f>) (3-1)

Parametrami tej funcji są wielkości Ai,A2,<?!> obliczane przez program 
według kryterium minimalizacji uchybu między przebiegiem zarejestrowanym, 
a funkcją y(t). Wartości przebiegu zarejestrowanego normalizowano poprzez 
podzielenie przez wartość prędkości odpowiadającej chwili t = 0.

Dla wszystkich próbek chwilę t = 0 wybrano jednakowo, jako 1 sekundę 
od momentu ponownego wypchnięcia sterownicy.

Taki sposób wyboru przedziału czasowego próbki pozwalał na niwelację 
opisanego wyżej zjawiska wydłużenia pierwszych półokresów oscylacji.

Do analizy wybrano próbki w /g kryteriów opisanych na wstępie podro­
zdziału. Przykład aproksymacji danych uzyskanych z eksperymentu zamie­
szczono na rys.7.

Wyniki analizy przebiegów (a), (b), (c) potwierdziły dużą powtarzalność 
okresu osylacji w poszczególnych próbkach.

Średnia wartość tego parametru wyniosła:

27r
Tśr =  T--------  9.79 ±  0.05 s

'M śr

Wartość ta jest zbliżona do podwojonego wyniku wstępnej analizy dotyczącego 
2-giego półokresu oscylacji po wypchnięciu sterownicy.

Większy rozrzut wykazała wartość parametru A2 związanego z tłumieniem 
oscylacji.

Wpływ na to miały zarówno zakłócenia, zewnętrzne, jak i różnice wartości 
prędkości lotu w chwili wypchnięcia sterownicy.
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Rys. 7. Przykład aproksymacji przebiegu prędkos'ci po skoku położenia sterownicy 
funkcją y(t) — exp(—\nt) cos(AiZ + <j>)

4. W n iosk i z badań eksperym entalnych

Przeprowadzone badania były pierwszą w kraju próbą rejestracji dyna­
micznych zmian parametrów lotu lotni. W odniesieniu do sformułowanego na 
wstępie celu badań -  uzyskane wyniki dają orientację odnośnie podstawowych 
cech dynamicznych lotni w locie ślizgowym.

Jednocześnie, wynikają stąd wnioski dotyczące przyszłych badań tego ro­
dzaju:

1. Należy wydłużyć okresy między kolejnymi zmianami położeń sterownicy, 
co najmniej do 25 4- 30 s. Wymaga to zmiany wysokości początkowej 
próby i odpowiedniego dostosowania toru pomiaru wysokości. (W  prze­
prowadzonych badaniach wysokość początkowa 200 m wynikała z do­
puszczalnej wartości sygnału na wejściu rejestratora i była wynikiem 
kompromisu między rozdzielczością i zakresem mierzonego sygnału).

2. Należy poprawić pozycjonowanie sterownicy np. poprzez zabudowę 
wskaźników ułatwiających pilotowi utrzymywanie zadanego położenia 
sterownicy. (Blokowanie sterownicy wykluczono ze względów bezpie­
czeństwa).

3. W przypadku zastosowania innych kryteriów podobieństwa zachowań
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dynamicznych lotni, związanych z pomiarem zmian bezwzględnych war­
tości prędkości lub wysokości lotu -  liczbę pomiarów należy dostosować 
do potrzeb analizy statystycznej.

5. Badania porów naw cze cech dynam icznych  układu 
rzeczyw istego i m odelu

Sprawdzianem poprawności modelu układu pilot-lotnia były badania po­
równawcze przebiegów parametrów lotu zarejestrowanych na obiekcie rzeczy­
wistym oraz pochodzących z symulacji komputerowych.

W trakcie symulacji zrealizowano taką samą sekwencję skokowych zmian 
położenia sterownicy, jak ta, która miała miejsce podczas eksperymentu. Prze­
bieg jej był następujący:

-  pozycja A (lot ustalony, V m 15 m /s),

-  pozycja B (rozpędzanie lotni w czasie ok. 9sek),

-  pozycja A (powrót do poprzedniego położenia sterownicy.

Z uwagi na to, że w badaniach eksperymentalnych posłużono się obiektem 
zastępczym, tj. badano lot ślizgowy motolotni z niepracującym silnikiem, 
w danych wejściowych do symulacji uwzględnione zostały niezbędne zmiany 
parametrów.

Dotyczyły one:

-  masy i momentu bezwładności bryły pilota. W danym przypadku, oprócz
pilota uwzględniają one wózek motolotni,

-  oporu bryły układu podwieszonego pod lotnią.

Wyniki symulacji przedstawione zostały wspólnie z wybranym przypad­
kiem zapisu eksperymentu.

Zamieszczone wykresy wykazują dużą zgodność jakościową zachowań mo­
delu oraz obiektu rzeczywistego w analizowanym przedziale czasu.

Widoczne są jednak drobne niezgodności fazowe przebiegów oraz niewielkie 
różnice częstotliwości oscylacji prędkości lub wysokości lotu.

Wartości współczynników Ai i A2 funkcji (1) zastosowanej tym razem do 
aproksymacji przebiegów prędkości uzyskanych w wyniku symulacji kompute­
rowej eksperymentu wynoszą:

Aj =  0.744 A2 =  0.123
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ster.
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Rys. 8. Sekwencja zmian położenia sterownicy: (a) -  obiekt rzeczywisty; (b) -  model

V , m/s

Rys. 9. Przebiegi prędkości: (a) -  obiekt rzeczywisty; (b) -  model
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Rys. 10. Przebiegi wysokos'ci: (a) -  obiekt rzeczywisty; (b) -  model

Daje to 14% niezgodność okresów oscylacji prędkości przebiegu rzeczywistego 
i uzyskanego w wyniku symulacji numerycznej.

Ocena tej rozbieżności wymaga uwzględnienia faktu, że badana lotnia 
miała cechy aerodynamiczne nie pokrywające się dokładnie z cechami lotni 
wzorcowej, której dane aerodynamiczne wykorzystano w symulacjach lotu.

Biorąc pod uwragę, że częstotliwość oscylacji prędkości jest w dużym 
stopniu zależna od współczynnika momentu aerodynamicznego, który w 
miękopłatach jest funkcją zarówno kąta natarcia, jak też prędkości lotu -  
wynik ten należy uznać za wystarczające potwierdzenie zgodności cech dy­
namicznych obiektu rzeczywistego i modelu rozpatrywanego przez autora.

Ubocznym rezultatem przeprowadzonych eksperymentów było wyznacze­
nie biegunowej prędkości motolotni w locie ślizgowym, bez napędu, odniesionej 
do prędkości lotu przyrządowej (rys. 11).

Z uwagi na fakt, że wyznaczano ją w warunkach dynamicznych (tj. 
obciążeń nieustalonych) trzeba tu brać pod uwagę, że biegunowa ta może 
si różnić od biegunowej uzyskanej przy quasistatycznych zmianach parame- 
t v lotu. Miękopłat ma bowiem tę cechę, że geometria płata zależy w dużym
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Rys. 11. Biegunowa (dynamiczna) prędkości motolotni (odniesiona do prędkości
lotu przyrządowej)

stopniu od działających obciążeń , a zmianom tej geometrii towarzyszą efekty 
aerodynamiczne z dziedziny zarówno przepływów stacjonarnych, jak też nie­
stacjonarnych.
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Investigation of the Dynamie Behaviour of a Motorised Hang-Glider 
Caused by its Longitudinal Control

Summary

An experimental investigation of the dynamic behaviour of the motorised hang- 
glider caused by sudden changs of the control bar position are described in the paper.

The flight parameters as air-speed and altitude recorded as a function of the speed 
bar position presented together with the results of their analysis.

Also a comparison between the flight parameters values recorded in real flight 
tests and the computer simulation results is given.

The velocity-polar of the hang-glider is shown as the additional result of the 
investigation.
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W pracy opisano wstępny etap badań modelowych trwałości zmęczenio­
wej jednego z głównych węzłów konstrukcyjnych szybowca PW-5, t.j. 
węzła łączenia skrzydeł z kadłubem znajdującego się we wrędze głównej 
kadłuba. Praca zawiera opis:
-  struktury modelu obciążeń eksploatacyjnych w wersji standardowej 
oraz uproszczonej, przeznaczonej do badań modelowych;
-  opis próbek modelujących węzeł;
-  szczegółowy opis eksperymentu wraz z prezentacją graficzną zarejestro­
wanych przebiegów siły i odkształcenia, w szczególności procesu ustala­
nia się pętli histerezy naprężeniowo-odkształceniowej;
-  model reologiczny próbki i wyniki symulacji komputerowej procesu 
ustalania się pętli histerezy naprężeniowo-odkształceniowej.

1. W stęp

Rozwiązania konstrukcyjne węzłów zastosowanych w połączeniu skrzydła- 
kadłub szybowca PW-5 są aplikacją wynalazku [1] opracowanego w Ze­
spole Naukowo-Badawczym Lotniczych Konstrukcji Kompozytowych ITLiMS. 
Cechą badanego rozwiązania jest to, że siłę skupioną pochodzącą od obciążeń 
zewnętrznych wprowadza się w powłokę kompozytową za pomocą zamka la­
biryntowego kotwiącego włókna zbrojenia, bez stosowania połączeń klejonych 
typu metal-kompozyt.

Poczynione wcześniej próby statyczne takiego węzła dowiodły jego dużej 
wytrzymałości i dobrego wykorzystania nos'nos'ci tkanin zbrojenia. Kolejnym 
krokiem stało się określenie trwałości zmęczeniowej węzła.

Rozpoczęte niedawno badania w tym zakresie w istotny sposób wiążą się 
z problematyką modelowania. W grę wchodzi:
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1. zastąpienie rzeczywistego fragmentu konstrukcji węzła kadłubowego jego 
modelem (tj. próbką odwzorowującą strukturę powłoki kompozytowej
i konstrukcję węzła);

2. utworzenie modelu obciążeń eksploatacyjnych węzła na podstawie zało­
żonego modelu eksploatacji szybowca i przetransponowanie go na obcią­
żenia próbki;

3. modelowanie zachowań Teologicznych próbki i znalezienie związków 
między zmianą cech Teologicznych, a stopniem degradacji stukury kom­
pozytu wywołanym historią obciążeń.

W pracy zaprezentowano wyniki wstępnych badań.

2. Model eksploatacji — spektrum obciążeń eksploatacyjnych
szybowca

Podstawą badań trwałości zmęczeniowej płatowca jest tzw. spektrum (a
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Rys. 2. Schematyczny przekrój węzła kadłubowego połączenia skrzydło-kadłub 
szybowca PW-5: 1,2 — tuleja z nakrętką, 3,4 -  elementy zamka labiryntowego,

5 -  powloką kompozytowa. Warstwy tkanin: A -  wzmacniających 
(dekoncentratorów), B -  główne warstwy nośne

ściślej histogram) obciążeń eksploatacyjnych wynikających z założonego mo­
delu eksploatacji.

W modelu tym podstawowe znaczenie ma przeznaczenie szybowca, tzn. 
czy ma to być szybowiec szkolny, wyczynowy, akrobacyjny, itp.

Z przeznaczenia szybowca wynikają m. innymi takie parametry, jak [3]:

• ilość startów wykonywanych za pomocą danego sposobu wzlotu (np. za 
samolotem, wyciągarką, itd.),

• udział procentowy lotów w danej konfiguracji masowej (z balastem wod­
nym, bez balastu),

• udział procentowy danego rodzaju lotów (np. lotów termicznych, akro­
bacji, lotów szkolnych),

• udział procentowy lotów w danej konfiguracji aerodynamicznej (dot. wy­
chylenia klap).

Istotnym parametrem modelu eksploatacji jest również całkowita liczba 
godzin wylatywanych przez szybowiec w ciągu roku, zależna od regionu, czyn­
ników ekonomicznych, itd.

Uwzględnia się przy tym ponadto:

• spodziewane kwalifikacje pilotów, mające związek z częstością występo­
wania brutalnych manewrów,
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• spodziewane warunki termiczne i średnią długość przelatywanych przez 
szybowiec tras, mające związek z częstością występowania określonego 
rodzaju obciążeń od podmuchów termicznych,

• spodziewany rodzaj nawierzchni pola wzlotów, mający związek z ilością 
obciążeń pochodzących od poruszania się po nierównościach terenu przy 
rozbiegu lub dobiegu, itd.

Zakres zmian obciążeń szybowca w poszczególnych stanach eksploatacji 
wyznaczany jest metodą obliczeniową lub przez pomiary. Jest on limitowany 
charakterystyką obciążeniową szybowca, którą określają przepisy techniczne 
dla danego rodzaju szybowca.

Wyznaczenie spektrum obciążeń eksploatacyjnych przypadających na 
dany okres użytkowania szybowca wymaga nie tylko dużej wiedzy inżyniers­
kiej, ale też umiejętności przewidywania, gdyż przy żywotności szybowców 
sięgającej 20 lat, model eksploatacyjny szybowca może ulegać zmianom jako­
ściowym (np. zdarza się często, że szybowiec zaprojektowany, jako wyczynowy, 
w miarę upływu lat zmienia swój status na szkolno-treningowy).

Jedną z metod stosowanych do określania spektrum obciążeń eksploatacyj­
nych szybowców jest wykorzystanie informacji zebranej podczas użytkowania 
szybowców o podobnych cechach techniczno/eksploatacyjnych.

W  przypadku szybowca PW-5, do wstępnych badań węzłów połączenia: 
skrzydło-kadłub adaptowano spektrum obciążeń eksploatacyjnych szybowca 
SZD-51-1 Junior [2]. Zabieg ten uzasadniony jest podobieństwem obu szy­
bowców pod względem konstrukcji i osiągów.

Powstały tą metodą histogram dla 1000 h eksploatacji uwzględnia wielkość 
oraz liczbę obciążeń występujących w stanach takich, jak wymienione na rys.3.

Przedstawiony histogram jest wynikiem dyskretyzacji obciążeń według wy­
branych przedziałów wartości. Każdemu stanowi eksploatacji przypisuje się 
blok obciążeń składającą się z m-paczek cykli obciążeń. Każda paczka 
określona jest przez parametry dotyczące wartości współczynnika obciążenia: 
n{i)mini n(i)max i n(i)odm gdzie i jest numerem porządkowym paczki oraz 
ilości cykli obciążeń w tym zakresie. Parametry te są jednocześnie nastawami 
urządzenia realizującego obciążenie skrzydeł w próbach zmęczeniowych.

Dla szybowca SZD-51-1 (oraz PW-5) , przy wybranym dla tego przy­
padku sposobie dyskretyzacji obciążeń, takich paczek wyodrębniono w su­
mie 79. Suma cykli wszystkich paczek dla 1000 godzin eksploatacji wynosi 
904 800. Realizacja tych obciążeń na stanowisku badawczym byłaby procesem 
wielomiesięcznym! Wynika to stąd, że przy dowodowych próbach trwałości 
każdy cykl musi być powtórzony k-krotnie w zależności od współczynnika
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Rys. 3. Spektrum obciążeń eksploatacyjnych szybowca bloki obciążeń i 
odpowiadające im stany eksploatacji: 1 -  wzlot za pomocą wyciągarki, 2 -  wzlot za 

samolotem, 3 -  podmuchy w locie holowanym, 4 -  podmuchy podczas wzlotu za 
wyciągarką, 5 -  loty szkolne, 6 -  podmuchy podczas krążenia, 7 -  podmuchy 

podczas przeskoków międzykominowych, 8 -  akrobacja podstawowa, 9 -  rozbieg,
10 -  dobieg, 11 -  kołowanie

rozrzutu k dla danej próby. Poza tym w przypadku konstrukcji kompo­
zytowych, przyśpieszenie procesu prób (np. przez zwiększenie częstotliwości 
obciążeń powyżej 3 IIz) powoduje znaczący przyrost temperatury niektórych 
fragmentów struktury i wpływa na wynik próby.

Te wszystkie względy przemawiają za tym, że metody stosowane przy pró­
bach trwałości zmęczeniowej prototypów całych skrzydeł są nieoptymalne w 
odniesieniu do prób pojedynczych węzłów podejmowanych w fazie projekto­
wania lub optymalizacji konstrukcji.

3. Modelowanie warunków pracy rzeczywistej konstrukcji -
założenia upraszczające

W  świetle uwag końcowych poprzedniego rozdziału powstaje pytanie:
-  w jaki sposób najszybciej moża byłoby zorientować się co do trwałości
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zmęczeniowej proponowanego rozwiązania konstrukcyjnego?
Skuteczną metodą byłoby poddanie tego fragmentu konstrukcji wszystkim 

cyklom obciążeń scharakteryzowanych widmem opisanym wcześniej. Jednak 
ze względu na czasochłonność próby oraz z uwagi na uwarunkowania techniczne
i ekonomiczne zdecydowano się na poniższe uproszczenia.

a) Założono, że w miejsce rzeczywistej wręgi zawierającej węzeł kadłubowy
badaniu poddany zostanie model (tj. próbka w postaci płytki z osadzo­
nym w niej węzłem).

b )  Zamiast naprzemiennych cyklów obciążeń dwukierunkowych: realizowany
będzie cykl: zmiennych obciążeń jednokierunkowych. Przyjęto przy tym, 
że dla wszystkich paczek obciążeń nocLn =  const =  1 (uproszczenie to 
wynika z możliwości maszyny wytrzymałościowej, będącej w dyspozycji 
autora).

c) Zamiast dyskretyzacji spektrum na 79 paczek obciążeń zostanie dokonana
wtórna dyskretyzacja na mniejszą ilość paczek cykli obciążeń.

Eksperyment przy takich założeniach nie jest traktowany, jako substytut 
pełnej próby zmęczeniowej węzłów połączenia: skrzydła-kadłub, lecz jako ba­
dania rekonesansowe.

I tak -  zgodnie z założeniami -  na potrzeby badań zmęczeniowych mo­
delu węzła utworzono uproszczony model obciążeń eksploatacyjnych. W tym 
celu wyznaczono dystrybuantę przyrostów obciążeń w każdej paczce, definio­
wanych, jako różnicę między wartością maksymalną, a wartością odniesienia.

Na wykresach, rys.4, tworzą ją zbiory punktów zaznaczonych symbolami: 
(*). Liczbę paczek cykli ograniczono przez zastosowanie nowego podziału za­
kresu zmienności An na j  równej długości przedziałów. Histogramy ozna­
czone symbolami (o) i dystrybuanty obciążeń oznaczone symbolami ( +  ) 
krzyżykami dla j  =  5 i j  — 8 zamieszczono również na rys.4.

Uproszczenie modelu obciążeń eksploatacyjnych ułatwia realizację prób 
zmęczeniowych na maszynie wytrzymałościowej (mniejsza liczba nastaw). Sto­
sowanie tego uproszczenia nie pogarsza stopnia drastyczności próby, gdyż dys­
trybuanty aproksymujące przebieg modelowy zna jdują się po jego prawej stro­
nie, tj. zawierają większą liczbę cykli. W uproszczonym modelu liczba cykli 
o maksymalnej amplitudzie obciążeń wynosi 152.
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Aproksymacja dystrybuonty "delta n" przez 8 grup obciążeń

liczba cykli

Aproksymacja dystrybuanty "delta n" przez 5 grup obciążeń

liczba cykli

Rys. 4. Histogramy i dystrybuanty uproszczonych modeli obciążeń 
eksploatacyjnych: (a) -  z podziałem na 8 grup obciążeń, (b) -  z podziałem na 5

grup obciążeń
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4. Przygotowanie eksperymentu

D o badań zm ęczeniow ych wykorzystano ten sam rodzaj próbki, który p od ­
dawany był próbom  statycznym  na etapie optym alizacji konstrukcji węzła.

Próbką była płytka kom pozytow a o wymiarach 300 X 220 m m , z umie­
szczonym  centralnie węzłem wprowadzenia siły skupionej , rozwiązanym iden­
tycznie, jak we wrędze kadłubowej (ta  sama struktura kom pozytu i geom etria 
elem entów m etalow ych).

M aszynę w ytrzym ałościow ą typu ZD-20 PU z hydraulicznym  układem 
siłowym , przystosow ano do eksperymentu poprzez zabudowanie w układzie 
zawieszenia próbki dynam om etru tensom etrycznego. W  układzie zawieszenia 
próbki um ieszczono również indukcyjny czujnik przemieszczeń um ożliw iający 
pom iar odkształcenia 8L. Sposób obciążenia próbki pokazano na rys.5.

D o rejestracji siły i odkształcenia wykorzystano kom puter PC 286 z kartą 
przetwornika analogow o-cyfrow ego Advantech PC L 812. Sygnały pobierano 
ze wzm acniacza m ostka tensom etrycznego KW S 6A-5, firmy H ottinger, oraz 
przetwornika przem ieszczeń M PL-108 firmy Peltron.

P

V
Rys. 5. Sposób obciążania próbki i mierzone parametry

5. Eksperymenty

W  dotychczas zrealizowanym  wstępnym  etapie prac eksperym enty przepro­
w adzono na 2 próbkach. Poddano je  działaniu paczki 152 cykli o ekstremalnej
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amplitudzie współczynnika obciążeń tj. od  1 do 5.97, co  odpow iada zm ienności 
siły w zakresie 347 daN do 2047 daN.

Na próbce 1 zrealizowano jedną paczkę cykli obciążeń, po czym  dokonano 
próby wytrzym ałości doraźnej uzyskując wynik P n i SZc z  =  4620 daN.

Na próbce 2 zrealizowano kolejno 10 paczek cykli, po  czym  poddan o ją  
próbie wytrzym ałości doraźnej uzyskując wynik P n i s z c z  — 4060 daN.

W  opisie przedstawiono kolejno:

• R ys.6 -  przebiegi piewszej paczki cykli obciążeń próbki nr.2. W idoczn y 
jest proces ustalania się pętli histerezy naprężeniowo-odkształceniowej w 
pierwszych cyklach obciążania próbki.

Rys. 6. Przebiegi piewszej paczki cykli obciążeń próbki nr.2

• Sprawdzian wrażliwości wydłużenia na prędkość przyrostu obciążenia. 
Rezultaty są widoczne na rys.7a, 7b. Zm iana częstotliwości obciążeń  w 
zbadanym  zakresie nie m iała wpływu na kształt pętli histerezy. W ynik 
ten jest pom ocn y przy analizie histerezy naprężeniowo-odkształceniowej 
oraz przy budowie m odelu reoloicznego próbki.

31 — Mechanika w lotnictwie
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a/

b/

Rys. 7. Realizacja obciążenia próbki z różnymi prędkościami przyrostu siły

• R ys.8 -  porów nanie ustalonych kształtów pętli histerezy naprężeniowo- 
odkształceniowej dla różnych paczek obciążeń.

Zm iany tych  kształtów dla kolejnych paczek cykli obciążeń wskazują 
na zachodzenie procesu rozsztywnienia próbki pod wpływem  obciążeń 
(zm iany kąta nachylenia pętli). Ilość zrealizowanych paczek obciążeń 
była jednak zbyt mała, aby m óc sformułować ogólniejsze wnioski. O cze­
kuje się, że przy większej liczbie paczek obciążeń, gdy struktura k om po­
zytu zostanie naruszona w sposób bardziej istotny, szerokość pętli i je j 
kształt m ógłby być skorelowany ze stanem degradacji struktury.

• R ys.9 -  przebieg próby wytrzym ałości doraźnej.
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Rys. 8. Porównanie ustalonych kształtów pętli histerezy 
naprężeniowo-odksztalceniowej dla kolejnych powtórzeń paczki obciążeń

Rys. 9. Przebieg próby wytrzymalos'ci doraźnej próbki nr.2 po zrealizowaniu
obciążeń zmiennych

6. Modelowanie zachowań Teologicznych próbki konstrukcyjnej
węzłla (próby wstępne)

Podstaw ą działań dot. m odelow ania zachowań Teologicznych próbki kon­
strukcyjnej węzła jest hipoteza, że w miarę postępu degradacji struktury kom ­
pozytu  wokół rozpatryw anego węzła zm ieniać się będą również cechy Teolo­
giczne struktury konstrukcyjnej. Zakłada się zatem , że badanie tych cech 
m ogło by być m etodą diagnostyki stanu zmęczenia tego fragmentu konstrukcji.

W  pierwszym przybliżeniu zastosowano do tego celu standardow y m o-
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I f

1

Rys. 10. Model fizyczny układu pomiarowego oraz model matematyczny 
wyprowadzony metodą grafów wiązań

del reologiczny I rzędu, opisujący zachowanie próbki podczas eksperym entu 
w sposób m akroskopowy. Obrany m odel fizyczny układu pom iarow ego, 
oprócz samej próbki odw zorow uje również sposób je j obciążania, realizowany 
przez maszynę w ytrzym ałościową. Przy tworzeniu m odelu m atem atycznego 
posłużono się m etodą grafów wiązań (rys .10). Na podstaw ie m odelu m ate­
m atycznego układu przeprowadzono sym ulację num eryczną zachowania się 
próbki, dobiera jąc param etry modelu w taki sposób, aby otrzym ać wynik 
zbliżony do rzeczywistego, zarówno przy badaniu przebiegu procesu ustalania 
się pętli histerezy odkształceniowo-naprężeniowej, przy danej częstości zmian 
obciążeń, jak też przy badaniu wrażliwości kształtu pętli histerezy na częstość 
zmian obciążeń

p = m g ------  X
Co

• _  P _  , JR_ 
q° I  c0R c0R

• _  J ! 5 _  _  qR 
^R cqR  c0R

Przykładow e wyniki symulacji procesu ustalania się pętli histerezy naprę- 
żeniow o-odkształceniowej zam ieszczono na r y s . l l .

Uzyskane wyniki potw ierdzają  przydatność tak uproszczonego m odelu do 
odw zorow yw ania zachowań teologicznych badanej próbki.
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Rys. 11. Wynik symulacji numerycznej procesu ustalania się pętli histerezy 
naprężeniowo-odkształceniowej

_ W  dalszych działaniach planowana jest powiązanie zmian wartości parame­
trów m odelu Teologicznego z historią przebytych obciążeń. Będzie to  możliwe 
dopiero po zebraniu dostatecznej ilości inform acji z badań eksperym entalnych.

Jak to wcześniej zaznaczono, przedstawiony m odel ma charakter m akro­
skopow y i nie odzw ierciedla zjawisk zachodzących wewnątrz struktury próbki, 
jaką m ógłby odw zorow yw ać m odel M ES. Zadanie utworzenia takiego m odelu 
i jeg o  identyfikacja param etryczna, jest jednak zagadnieniem wciąż jeszcze 
trudnym  do realizacji.

Literatura

1. F ilipiak  J., K ędzierski  J., Św it k ie w ic z  R., Złącze do wprowadzania ele­
mentu przenoszącego siłę skupioną w powłokę kompozytową Patent nr. 146658 
Urz. Patentowy PRL 1989

2. Stafiej  W ., Dokumentacja obliczeń zmęczeniowych SZD-51-1, PZL-Bielsko
3. Stafiej  W ., Zagadnienia związane z programowaniem widma obciążeń eksplo­

atacyjnych skrzydeł szybowców kompozytowych, Zeszyty Naukowe Politechniki 
Rzeszowskiej



486 M . R o d z e w i c z

On Modelling in Investigations into Fatigue Properties of the 
Wing-Fuselage Joint in the PW-5 Sailplane

Summary

Results the preliminary investigation into the fatigue properties of the main fuse­
lage joint of the PW-5 sailplane described in the paper.

Following subjects have been taken into consideration:
— structure of the model o f exploitation loads have been constructed in two forms:

standard and simplified
— description and the results of the experiments (fatigue tests)
— rheological model of the specimen and results of the computer simulation of rheo-

logical behaviour o f this model.
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Politechnika Warszawska

W  niniejszej pracy przedstawiono metodę różniczkowania numerycz­
nego z filtracją w zastosowaniu do algorytmu odwrotnego do proce­
dury całkowania równań dynamiki samolotu. Przeprowadzono tą drogą 
weryfikację parametrów zarejestrowanych na pokładzie samolotu TS-11 
’’ Iskra” i stwierdzono ich bardzo dobrą zgodność z otrzymanymi wy­
nikami, co oznacza realność toru lotu i położeń kątowych samolotu w 
badanej sekwencji wykonywanych wiązanek akrobatycznych.

1. Wstęp

W eryfikacja param etrów lotu sam olotu jest zagadnieniem odw rotnym  do 
rozwiązywania równań dynamiki lotu, w których jako dane występują: dane 
m asowe, geom etryczne, aerodynam iczne i zespołu napędowego oraz dane 
ośrodka (pow ietrza) i param etry lotu kinem atyczne i dynam iczne rejestrowane 
w locie łub symulowane.

Zagadnienia dynamiki lotu są szczegółowo opisane przez Etkina [1], M ary- 
niaka [2,3], M anerowskiego [4,5], G oraja  [6], natom iast u autora [8] podana jest 
jedynie ogólna postać równań dynamiki sam olotu jako równania Boltzm anna- 
Hammela. Bekey i Karplus [7], Manerowski i inni [5] p oda ją  algorytm y 
obliczeniow e prowadzące od  param etrów rejestrowanych na pokładzie sam o­
lotu (z uwzględnieniem rzeczywistych warunków atm osferycznych) do kątów  
orientacji przestrzennej </>, 9, i położeń przestrzennych sam olotu w układzie 
O iZ ij/iZ i inercjalnym . Jest to  całkowanie układu równań różniczkowych pra­
wie liniow ych i nieliniowych z warunkami początkow ym i; są nimi param etry 
lotu  ustalonego bezpośrednio przed rozpoczęciem  wiązanki akrobatycznej.

Param etry: i x i ,  y i ,  Z\ podlegają  dwukrotnemu różniczkowaniu w
dziedzinie czasu, a następnie transform acji Eulera; wynikiem są zweryfikowane 
param etry kinem atyczne i dynamiczne.
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2. Różniczkowanie numeryczne lokalne z filtracją

A utor zastosował do otrzym ania wzorów do obliczania I i II pochodnej 
wielomian aproksym acyjny, stopnia r — 5 na siatce JV =  11 węzłów rów no­
odległych, składający się z wielom ianów Gram a, określony w przedziale stan­
dardow ym  x  £ <  —1,1  > , dla którego określamy param etr siatki h =  0.2 
zdefiniowany jak niżej:

h —
N  -  1

( 2 . 1 )
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W ielom ian aproksym acyjny ma postać:

5

y(x) = Y2ajPj(xi10) (2-2)
3=0

gdzie:
p j ( x , 1 0 )( j= 0 ,l ,. . ,5 )  -  są wielomianami Gram a przyjm ującym i wartości

P i( - l , 10) =  ( - i y  i P j(l> 10) =  1,
aj =  (f,pj)/\\pj\\2 ~ są współczynnikami rozwinięcia ortogonalnego będą­

cym i ilorazami iloczynu skalarnego funkcji danej f ( x ) i wielomianu Gram a 
stopnia j - e go przez kwadrat jego  norm y; oba  są określone w przestrzeni l2(E )  
(H ilberta) jak następuje:

10

( f t P i )  =  £ / O O w ( * < . l ° )

( 2 . 3 )

1° 2 
lb .i l2 =  Z ! [ p i ( ^ , i o ) ]

s=0

Iloczyn skalarny (2 .3 )i jest niezależny od  postaci funkcji f ( x ) .
W ielom ian pochodny rzędu k ma postać:

y {k\ x )  =  d j p f \ x ,  10) k <  2 (2 .4 )
j = k

i podstaw iając x  — x s kolejno dla s =  0 , 1 , 1 0  m am y obliczone pochodne 
k-tego rzędu funkcji- wejściowej f ( x )  określonej w przedziale standardow ym  
x  £ <  —1,1 > . G dy zmienna X  £ <  a ,b  >  nie jest równa zmiennej stan­
dardowej x , dla przedziału której m am y określoną funkcję f ( x )  pokrytego 
siatką lokalną, to  dokonujem y transform acji tego przedziału na przedział stan­
dardow y jak niżej:

X  =  ± (b  +  a) +  ± ( b - a ) x  (2 .5 )

Dla zmiennej czasowej T  =  /AT, gdzie:
/ -  num eracją l-tego węzła siatki globalnej, / =  0 ,1 , . . . ,  G N  — 1; 
G N  -  liczba węzłów na siatce globalnej;

AT -  jest czasem próbkowania; 
określam y położenie siatki lokalnej na siatce globalnej jako położenie w ybra­
nego węzła tej pierwszej na drugiej:

Is — l — sv Is = 0,1,..., M  — 1 (2-6)
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gdzie sv jest w ybranym  węzłem siatki lokalnej.
Liczbę tych położeń wyznacza zależność:

M  =  G N  -  N  +  1 = G N  -  10 (2.7)

dla których obliczam y iloczyny skalarne (2 .3 )i:
10

(f ,P j)u  = f ( ls +  s)pj(s’ 10) (2-8)
5=0

a następnie współczynniki rozwinięcia w postaci:

_  ( / i  P j) l s  q\
a ,(ł.) -  iî ii (2 .9 )

W ielom ian aproksym acyjny przybiera wówczas postać:
5

y (ls  +  s) =  J 2 aj(ls)P j(s ’ 10) ( 2 -10)
3=0

a po fc-krotnym jego  zróżniczkowaniu m am y:

y (k\ ls  +  s )  =  J 2  a j (h )p f\ s ,  10) ( 2 .11)
j -k

dla 0 <  Is < M  — 1. W  wyrażeniach (2 .1 2 )^ (2 .1 3 ) dokonujem y podstawienia 
s =  sv (najlepiej gdy sv =  5, wtedy używam y węzła centralnego), otrzym ując 
odpow iednio:

y {l)  =  y (ls  +  sv )  ( 2 .12)

y (k\ l )  =  y (k\ ls  +  sv )  (2 .13)

zaś dla Is — 0 i Is = M  — 1 wykonujem y obliczenia odpow iednio dla 
s = 0 ,1 , . . . , su i s = sv , . . . ,N  — 1, natom iast pochodne w dziedzinie czasu 
otrzym ujem y z zależności:

y,k)(T) =  0 P  (2.14)

Stopień r wielomianu aproksym acyjnego ( 2 .1) winien spełniać warunki:

3 <  r <  2 V N  -  1
(2.15)

r -  k > 2 k =  2

co dla wyżej wym ienionej m etody ma m iejsce, a eliminuje zjawisko R ungego
i jednocześnie zapewnia dokładne obliczanie II pochodnej.
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3. Zależności w algorytmie obliczeń

Składowe prędkości liniowej i i , y i,ż\ , w układzie nieruchom ym  O i^ iy\Z\ 
w yrażają się poprzez składowe prędkości liniowej u ,v ,w w  układzie związanym 
z sam olotem  0x y z  (zaczepionym  w środku masy sam olotu) w sposób 
następujący:

i i  =  au ti +  ai,2« +  ai,3W
V\ =  0-2 ,tu  +  a2,2  ̂+  a2i3w (3 .1 )
i i  =  a3iiu  +  a3<2v +  a3:3w

natom iast zależności odw rotne m ają postać:

u =  & i,iżi +  61,2 1̂ +  &1,3*1 

v =  62, i i i  +  b2 ,2 Vi +  h , 3 Żi (3-2)
w =  b3i i i i  +  b3i2y\ +  b3t3ix

i wyrażenie na m oduł prędkości całkowitej V :

V  =  \J x\ -f y\ +  ż\ =  \/u2  +  v 2  +  w 2  (3 .3 )

przy czym  macierze A i B cechują się ortonorm alnością, to  znaczy:

AB = AA"1 = AAt = 1 A-1 = At = B (3 .4 )

a ich elem enty są następujące:

ai,i =  b\'i =  cos cos 6

0 2 , 1  =  ^1,2 =  sin cos 6  

« 3,i =  ^1,3 =  -  sin#
di 2 =  62,1 =  cos sin 6  sin <j> — cos^ s in  iJj 

0-2 , 2  =  ^2,2 =  sin ip sin 8  sin <f> +  cos (j) cos ip

o 3,2 =  ^2,3 =  sin<?i>cos(? 
a 1,3 =  63,1 =  sin <f> sin tp +  sin 8  cos (f> cos tp 

a 2 , 3  =  b3 t 2  =  — sin 4> cos ip +  sin 9 cos (p sin ip 

a3<3 =  b3 '3  =  cos <f> cos 6

gdzie <j>, 6 , ip są kątami Eulera (rys. 1) zależnymi od  czasu t.
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Z kolei składowe prędkości kątowej P ,Q ,R  w układzie sam olotowym  
w yrażają się kątami Eulera i ich l-m i pochodnym i następującym  układem 
równań:

P  — (j) — sin 8

Q =  8 cos ej) +  ip cos 8 sin cp (3.5)

R — — 8 sin cj> +  rp cos 6 cos <p

i wyrażenie na m oduł prędkości kątowej 12:

n  =  ^ P 2 +  Q 2 +  R 2 (3.6)

K ąty natarcia a  i ślizgu /3 znajdujem y odpow iednio z zależności:

, w „ . v ,
a  — a rctg— 3  =  arcsin — (3 .7 )

u V

jako funkcje zależne od  czasu t.
Pochodne składowych prędkości liniowej w układzie sam olotow ym  m ają  

następujące składowe:

u =  b i^ i i  -f b\ 2V\ +  b\,3^1 +  +  61,22/1 +  61,321

V =  6 2 ,1 ^ 1  +  6 2 ,2 ^ 1  +  ^2,32 l +  ^2,1^1 +  ^2,22/1 +  6 2 ,3 ^ 1  ( 3 - 8 )

W =  ^3,1*1 +  63,22/1 +  ^3,3~1 +  ^3,1^1 +  ^3,22/1 +  63,321

Składowe przyspieszenia liniow ego w tym że układzie są jak niżej: 

ax -  u +  wQ -  vR  =  614.X1 +  61,22/1 +  bi^żi

O-y =  V +  U-ft — w P  =  62,1 i  1 +  ^2,22/1 +  62,3^1 (3-9)
a 2 =  w +  v P  — =  6 3 , 1 X 1  +  6 3 2 2 / 1  +  6 3 , 3 2 1  

a jego  m oduł wyraża się wzorem :

A  =  y/a2 +  a2 +  a2 =  < J x l + y 2 +  ż 2 (3 .10)

gdzie:

6i,i =  — 8 sin 8 cos ip — ip sin rp cos 8 

6i 2 =  — 0 sin #sin  ip +  ip cos -^cos 6

6i 3 =  —8 cos 6
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b2 l — <j)(cos ej) cos tp sin 9 +  sin (/> sin ip) +

+  9 cos 9 cos sin </> — ?/>(sin tp sin 9 sin 4> +  cos ip cos <f>)

b22 =  ^>(cos <f> sin 9 sin ip — sin 4> cos 0 )  -f

+  9 cos 9 sin ip sin (j> +  ^ (cos  rp sin 9sm<f) — sin tp cos (f>)

62 3 =  4> cos (f) cos 9 — 9 sin 9 sin <f>

b31 =  (/>(cos</)sin V '— sin <?!>cos V’ sin 0) +
+  9 cos 9 cos 4> cos ip +  cos tp sin cf) — sin ip cos (f> sin 9)

63.2 =  — <̂ >(cos 4> cos rp +  sin <̂ >sin ^Asin 9) +
+  9 cos 9 cos (f> sin ip +  ifi(sin ip sin <j> +  cos ip cos 4> sin 9)

63.3 =  — <̂ >sin (pcos 9 — 9 sin 9 cos 4>

Przyspieszenie kątowe w układzie sam olotow ym  ma następujące składowe:

P  =  — xp9 cos 9 +  <i> — ij) sin 9 (3-11)
Q =  —94> sin </> +  ip( —9 sin 9 sin cj> +  <j> cos (f> cos 9) +  9 cos <f> +  ipcos 9 sin <f> 

R  =  —9(f) cos 4> — sin 9 cos 0  +  <j> sin <j> cos 0) — 9 sin (j> -f ip cos 9 cos (j>

a jego  m oduł wyraża się wzorem :

E =  yJp2 +  Q2 +  R2 (3.12)

Należy zaznaczyć, że nie jest konieczne w tym  zagadnieniu rozpatrywanie 
składowych prędkości i przyspieszeń kątowych w układzie inercjalnym . 

W spółczynniki obciążeń oblicza się z zależności:

+  b 1,2j/i +  61,3(21 ~  g ) _  ax +  g sin 9
nT =

n , =

g 9 
62,1X1 + 62,2j/i + 62,3(21 ~ g) _ o-y -  g cos 9 sin <f> 

g g 
63,12-1 + 63,22/1 + 63,3(2! -  g) _ az — g cos 9 cos </>

(3 .13)

fl 9

gdzie 5 =  9.80665 m /s 2 jest standardow ą wartością przyspieszenia ziemskiego.

4. Aplikacje praktyczne i wnioski

Jak wspom niano poprzednio, weryfikację param etrów m ierzonych w locie 
przeprow adza się poprzez proces odw rotny do całkowania układu równań dy-



G .M . S ł u g o c k i

Rys. 2. Schemat działania systemu programów
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namiki ruchu z transform acją z układu 0xyz związanego z sam olotem  na 
układ Q\Xiy\Z\ inercjalny (zw iązany z ziem ią). Parametrami rejestrowanym i 
na pokładzie sam olotu podlegającym i weryfikacji są:

t -  czas lotu;

V  -  prędkość lotu;

h =  —Z\ -  wysokość lotu;

P,Q, R -  składowe prędkości kątowej w układzie 0xyz;

a  -  kąt natarcia;

(3 -  kąt ślizgu;

nx,n y,nz -  współczynniki obciążenia w układzie 0xyz\

te ostatnie m ogą być weryfikowane wymiennie ze składowymi przyspieszenia 
liniow ego ax , a y, a y w tym że układzie i jego  m odułem  A  (ten ostatni jest tu 
przedstawiany).

Badania przeprow adzono dla sam olotu TS-11 ” Iskra” w przedziale czaso­
wym  rów nym  t =  80 s (w  tym  początkow y lot ustalony przez tu — 5 s) 
z próbkowaniem  przebiegów  0 , 9,ip  i x\,y\,Z i co 0.5 s. Param etry są za­
tem wyrażone jako tablice o  G N  =  161 elementach o  oznaczeniach: M 9T1 
(obliczenia własne) i M 9T1E X  (dane pom iarow e).

Na wykresach są przedstawione:

• a  jako  zbiory A L F M 9T 1, A L F M 9T 1E X  w funkcji czasu i w za jem ­
nej zależności (rys.3 ). O ba zbiory wykazują niemal idealną zgodność 
liczbow ą w całym  zakresie czasow ym .

• (3 jako zbiory B E T M 9T 1 , B E T M 9T 1E X  w funkcji czasu i wzajem nej 
zależności (rys.4 ). O ba zbiory wykazują bardzo dobrą zgodność ilościow a 
w całym  zakresie czasow ym .

• A  jako zbiory A C M 9T 1, A C M 9T 1E X  w funkcji czasu i w zajem nej 
zależności (rys.5 ). O ba zbiory wykazują idealną zgodność liczbow ą w 
całym  czasow ym , z tym  źe dla chwili czasowej T  =  0 m am y A =  0 dla 
pliku dośw iadczalnego A C M 9T 1E X  (jest on wyliczany ze składow ych 
ax,ay,az w układzie 0xyz, które pochodzą  bezpośrednio z pom iarów ).

Zaistniałe drobne rozbieżności m ają  za przyczynę:

1. zm ienność rzeczywistego położenia środka masy sam olotu;
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*  Lr  C Oj

ALFM9T1

MAX* 0.20272 rod 
M l fi: 2,3341*10 * rad

1 t [s ]

ALFM9T1EX

MAXr0.20UA rod 

M INx2.2877«lO'J rod

i t&]

ALEM9T1 

ALFM9T1 EX

Rys. 3. Kąt natarcia a; (a) -  obliczony, plik ALFM9T1, (b) -  eksperymentalny, 
plik ALFM9T1EX, (c) -  wzajemna relacja obu plików

2 . dokładność przyrządów  pom iarow ych;

3. błędy całkowania równań dynamiki;

4. błędy zareprezentowanej m etody różniczkowania;

Stąd wnioski końcowe są następujące:

1. zastosowana m etoda różniczkowania jest niezawodna;

2 . tor lotu  i kąty orientacji były prawidłowo obliczone;

3. nie w olno form atow ać wartości kątów orientacji (gdy są wyliczane w 
radianach) ani tym  bardziej współrzędnych toru lotu do z góry zadanej 
małej liczby cyfr znaczących.
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S [rod]

BETM9T1

MAXc9.3769.10'1 rad 
MIN«-1,2265*10'ł rod

t[s]

BETM9T1EX

M A X . 9,273.10"1 rad 

M I N i-1.24I.tO*1 rod

i tCs]

Bi IM’i I 1 
O f  TN*y T 1 f  X

Rys. 4. Kąt ślizgu /?; (a) -  obliczony, plik BETM9T1, (b) -  eksperymentalny, plik 
BETM9T1EX, (c) -  wzajemna relacja obu plików

Powyżej zareprezentowana m etoda weryfikacji bardzo dokładnie określa 
czy kąty orientacji przestrzennej i tor lotu są takie jak to wynika z wyników  
całkowania równań dynam iki, biorąc pod  uwagę fakt że każde różniczkowanie 
num eryczne jest źródłem błędów  oraz to że dane eksperymentalne są tez obar­
czone błędami.

32 — Mechanika w lotnictwie
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• T&-i

ACM9T1

ACM9TIEX

Rys. 5. Moduł przyspieszenia liniowego A ; (a) -  obliczony, plik ACM9T1,^ 
(b) -  eksperymentalny, plik ACM9T1EX, (c) -  wzajemna relacja obu plików
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Verification of the Kinematic and Dynamic Parameters Recorded on the
Airplane Board

Summary

In the present paper a method of numerical differentiation is presented in view 
of its application to the algorithm, which is an inversion of the integration of the 
set of differential equations being a description of the airplane’s dynamics. By this 
procedure, the verification of the parameters of flight, recorded onboard the airplane 
TS-11, ’’ Iskra” (Spark), proved a very good agreement between the results and the 
recorded parameters, what means that the position angles sequence and the flight 
path are realistic in the tested set of the aerobatic manoeuvres.
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N IEK TÓ R E A L G O R Y T M Y  OBRÓBKI D A N Y C H  
E K SP E R YM E N TA L N YC H  U W ZG LĘD N IAJĄC E Z W IĄ Z K I  

P O M IĘ D ZY  M IE R ZO N Y M I SY G N A Ł A M I

K r z y s z t o f  S z a f r a n

Instytut Lotnictwa, Warszawa

W  pracy przedstawiono kilka algorytmów obróbki danych eksperymen­
talnych, -  dane z badań w locie -  które uwzględniają aprioryczne 
związki pomiędzy mierzonymi sygnałami. Wykorzystano teoretyczne 
zależności z praw dynamiki lotu -  równania Eulera -  związki kinema­
tyczne pomiędzy kątami, a prędkościami kątowymi.
Pokazano sposoby wyznaczenia nowych estymatorów, które wygładzają 
szeregi danych eksperymentalnych i zmniejszają dyspersję w porównaniu 
z innymi metodami (obniżenie granicy Rao-Cramera).
Wyliczenia poparto prostymi przykładami badań symulacyjnych. W y­
niki obliczeń przedstawiono na wykresach.

1. Wstęp

Dane eksperym entalne, w tym  również uzyskane podczas badań w locie, 
zawierają, inform ację zniekształconą przez błędy pow stające w procesie p o ­
miaru i rejestracji. Błędy te utrudniają przeprowadzenie dokładnej i stabil­
nej identyfikacji obiektów  latających . Jednym ze sposobów  ograniczenia ich 
wpływu na wyniki identyfikacji jest wtórna obróbka danych eksperym ental­
nych, w yznaczająca  estym aty (oceny) m ierzonych sygnałów, które zm niejszają 
wpływ zakłóceń pom iarow ych na rezultat i jakość identyfikacji.

W  statystycznych m etodach identyfikacji, najwyższa efektywność estym at 
(graniczna dokładność) określana jest nierównością Rao-Cram era. W yzn a ­
cza ona m inim alną wartość dyspersji estym aty mierzonego sygnału. Jednym  
ze sposobów  zmniejszenia dyspersji estym atora (granica R ao-C ram era) jest 
obróbka danych eksperym entalnych z zastosowaniem algorytm ów  uwzględnia­
jących  istniejące związki pom iędzy mierzonymi sygnałami. Związki te, dalej
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nazywać będziem y apriorycznym i. Sposób ten pozw ala uzyskać poprawione 
dane z eksperym entu, bez konieczności stosowania dodatkowej aparatury. P o ­
prawa jest uzyskiwana na drodze czysto obliczeniowej.

Załóżm y, że pom iędzy m ierzonymi parametram i dynam icznym i (np.kątam i 
obrotu  i prędkościami kątowym i ruchu obiektu) istnieje znany związek ana­
lityczny. W  praktyce pom iarow ej wielkości kątów obrotow ych  i prędkości 
kątow ych m ogą być mierzone niezależnie -  kąty platform ą giroskopow ą, 
prędkości kątowe giroskopam i prędkościowym i. Związek analityczny pom iędzy 
nimi nie jest wykorzystywany. Jak w iadom o, zarówno kąty, jak i prędkości 
kątowe są rejestrowane z błędami zawierającym i błędy czujników , błędy trans­
misji i rejestracji.

Związki aprioryczne pom iędzy m ierzonym i param etram i m ogą być dow ol­
nego typu, opisane np. równaniami algebraicznym i, różniczkowym i, liniowymi 
i nieliniowym i, czy też nierównościam i. Te, które dają  się opisać równaniami 
pozw alają  na wyznaczenie estym aty obrabianych sygnałów, natom iast nierów­
ności um ożliw iają oszacowanie granic obszaru maksym alnej dokładności obra ­
bianych danych pom iarow ych. Z rozważań teoretycznych przeprowadzonych 
w [5] m ożna wnioskować, że uwzględnienie zależności innego typu, np. lo­
gicznych, stochastycznych i innych -  m oże spow odow ać poprawę dokładności 
uzyskiwanych wyników.

W  prezentowanej pracy rozw ażono jedne z prostszych postaci związków 
apriorycznych pom iędzy m ierzonym i sygnałami, a mianowicie związki op i­
sane algebraicznym i równaniami liniowym i, oraz nieliniowymi równaniam i 
różniczkowym i pierwszego rzędu. Przedstawione algorytm y wyznaczania esty- 
mat dotyczą  wtórnej obróbki danych eksperym entalnych -  wygładzania sze­
regów czasow ych. A lgorytm y tego typu m ogą być przydatne we wszystkich 
zagadnieniach, w których zbierane są i obrabiane dane statystyczne w postaci 
szeregów czasow ych. M ogą to  być różnego rodzaju  badania np. m echaniczne 
(żyw otności silników), ekonom iczne (wahania cen), dem ograficzne (rozw ój p o ­
pulacji). Przetw orzone szeregi czasowe uwzględniane w zagadnieniach identy­
fikacji modeli m atem atycznych prowadzą do polepszenia jakości uzyskiwanych 
rezultatów . P rzytoczone przykłady ograniczają  się do wąskiej grupy związków 
apriorycznych w ystępujących w prostszych wersjach rówrna,ń dynamiki lotu sa­
m olotów .



N i e k t ó r e  a l g o r y t m y  o b r ó b k i  d a n y c i i . 503

2. Algorytm wygładzania n szeregów czasowych z 
uwzględnieniem związków w postaci k algebraicznych równań

liniowych

Przyjm ijm y, że zarejestrowano rezultat pom iarów  n zmiennych w czasie 
param etrów  x n( t ) ruchu obiektu dynam icznego w postaci szeregów czasow ych 
yn( t ) ,  zapisanych następująco:

Y T( 0  =  [ y i ( t ) , y 2( t ) ,  . . . , yn(t)]

Niech m odel sygnału pom iarow ego opisany będzie równaniem:

y i ( t )  =  X i ( t ) +  77,(0

gdzie:
r]i -  błąd stochastyczny w postaci białego szumu spełniającego 

warunki:

E[?7i] =  0 E[ViVj]  =

~ sym bole Kroneckera.
Poszukujem y estym at x ( t )  m ierzonych param etrów ruchu, pod  warun­

kiem, że istnieje pewna znana inform acja o wzajem nej zależności pom iędzy 
rzeczyw istym i wartościami param etrów x (t) .

Niech związki istniejące pom iędzy szeregami czasowymi opisuje k równań 
algebraicznych:

BX =  D

gdzie:
B -  macierz stałych współczynników ,
X  -  wektor m ierzonych param etrów,
D -  wektor współczynników .

P o przeprowadzeniu syntezy równań ruchu badanego obiektu dynam icz­
nego z uwzględnieniem związków apriorycznych opisanych pow yższą rów noś­
cią, oraz m inimalizacji funkcjonału przedstawionego poniżej:

m n

$* =  ^ 2  '^ 2 [y i( t +  s ) - aj 0 - a j 1s - a j 2s2 -  . . . - a j qs q]2 +  A T( B X - D )  (2 .1 )
s =  — m j —m

gdzie:
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•A -  w ektor w spółczynników  Lagrange’a, 
m  -  szerokość okna wygładzania, 
q -  stopień wielomianu aproksym acyjnego, 

otrzym am y zależność opisującą estym aty param etrów x( t )

q TTl
£ ( f ) = _ i _  BTC - 1B)Y(i +  5) +  (3m2 +  3 m -  1)Bt C_1d ]

'  ' s — — m

(2.2)
gdzie:

Y T{t +  s ) =  [y i(t  +  s ) , y 2(t +  s ) , . . . ,y n(t +  s)] 
i /(m ) =  (2 m — l ) (2 m  +  l ) (2 m  +  3)

4>(m, s) =  3(3m 2 +  3m  — 1) — 15s2

oraz
C -  m acierz o  elementach Cjk =  bjibr

i'=i
Przykład.
Niech dana będzie macierz

B

' 1 0 • • 0 i • • i '

• 
o i •

• 
o i • • i

r--
---

---
--

O 
• •

0 • ■ i i • • i
n x k

Z przedstaw ionych pow yżej zależności w yliczam y współczynniki m acierzy C

i ••• i i 
! 1 ••• 1 1

C =  (n  — k)

j  n —fc+l 
n —ki i •

podstaw iając dla danego przykładu n =  3, k =  2, otrzym am y:

n — k =  1 n — k +  1 =  2 C =
i

a przyjm ując, że dyspersje pom iarów  są jednakow e i równe u f, uzyskujem y:

2 1 
1 2
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Uzyskany wynik pokazuje, że w om ówionym  przykładzie uwzględnie­
nie związków apriorycznych występujących pom iędzy szeregami czasow ym i 
do sporządzenia estym at m ierzonych param etrów, trzykrotnie zmniejsza 
dyspersję.

3. Algorytm wygładzania szeregów czasowych z uwzględnieniem

Niech dane będą dwa szeregi czasowe y\(t), y2{t) ,  gdzie t € (0 , N ),  które 
są rezultatem pomiaru dw óch param etrów dynam icznych. Ponadto, niech 
pom iędzy m ierzonym i param etram i X\(t), x 2(t)  istnieje związek w postaci 
równania różniczkowego:

Funkcja f ( x i , x 2) jest ciągła i jednoznaczna względem x 2, oraz istnieje ciągłe 
rozwiązanie równania (3 .1 ). Niech będzie też możliwe przekształcenie rów na­
nia (3 .1 ) do postaci:

Rozdzielm y zadanie wygładzania na dwa etapy:
-  pierwszy, w którym  w ykorzystując równanie związku otrzym am y polep­

szoną ocenę m ierzonego param etru X\\
-  drugi, gdzie przyjm iem y otrzym aną ocenę jako faktyczne dane p o ­

m iarowe i w yznaczym y ocenę drugiego szeregu x 2.
Procedurę m ożna pow tórzyć w prow adzając jako dane pom iarow e oceny 

i x 2, uzyskując w ten sposób oceny drugiego przybliżenia i x\. Tak więc 
istnieje możliwos'ć zbudow ania procesu iteracyjnego polepszania ocen obrabia­
nych danych.

W prow adzim y nowe zmienne:

związku apriorycznego w postaci nieliniowego równania 
różniczkowego pierwszego rzędu

(3 .1 )

(3 .2 )

aby form alnie sprowadzić jeden związek nieliniowy do dw óch równań linio­
wych:

dx\
—  =  x 3 x 2 =  x 4x 2 =  X 4
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P rzyjm ijm y m etodę przem ieszczanego okna wygładzania o szerokości 
2m  +  1 w dyskretnym  czasie ze środkiem w punkcie t\. Ogólny wzór apro­
ksym acji szeregu czasow ego opisuje zależność:

X i(t ,s )  =  J 2 a ir( t ) s r (3 .3 )
r=0

Niech w otoczeniu punktu t\ szereg czasow y będzie aproksym owany 
następującym i wielomianami:

xi(<,s) = etio(0 +  « n (0 s +  ai2(O^2 +  
x 2 { t , s ) =  a2o{t) +  a2 l(t )s +  a22 ( t ) s2

x 3(t, s ) =  a30( 0  +  a,3 i ( t ) s  -f (l3 2 { t ) s 2 
x 4(t, s)  =  a40(t)  +  a4i ( t ) s  +  a42( t ) s 2

U względniając równanie (3 .1 ) możem y zapisać:

(111 +  2tti25 +  3ai352 =  ft 30 +  031s +  a32s2

Jeśli ten warunek jest spełniony przy dowolnym  5, to prawdziwe są związki:

1 1
«11 =  «30 a12 — 2fl31 031 _  3fl32

3.1. Pierwszy etap

Przyjm ijm y kryterium optym alizacji w następującej postaci:
m

<?* = ^2  [(2/1 — C lio  — au5 -  «1252 — OJ3S3)2 
s=  — m

+  ( 2/2 -  a 2 0  — 0-21$ — « 2 2S2) 2 +  ( 2/3 -  a30 -  fl3lS — «32>S2)2] +  (3 .4 )

+ Ai(on — a3o) +  A2 ^ 1 2  — 2 °31) ^3(ai3 — 3fl32)

po zróżniczkowaniu otrzym am y układ równań, z którego po rozwiązaniu otrzy­
m am y wyrażenie na ocenę i \( /) :

771 ■*

h(t) = \~1-—  ̂(v>(™,4) -  V>(m, 2 )s2 +
(3 .5 )

1 2)V^(m, 0)5 — ip(m,  2 )\ 1 ip(m, 2 ) f ( y i ,  y2)
+  , / X , )V i +  o4 v i (m )  +  4^ (m ,0)V >(ra,2 ) /  8 V\(m) +  4ip(m ,0)il>(m ,2)
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gdzie:

, , , o w x (2m + l)m(m + 1) 
Ui(m)  =  (4m  — l)(2 m  -f 3) ip(m,2)  =  

t p ( m ,  0 )  =  2 m  +  1  t p ( T n , 4 )  =

3 

(2 m  +  1 )m (m  +  l ) (3 m 2 +  3m  — 1)
15

oraz estym atę pierwszej pochodnej:

771 j

* i(0  =  ( J ip(rn,6)s-ip(m,4)s3y

/ 1 V(m,b)H22 -  n m>4J^2i\ 
l 1 ~  o --------------------- 2-------- J 2/1 +V 2 /ill/t22 ~ 1̂2 '

(3 .6 )

1 V’(rn, 4 )^ n  -  4>(m, 6)^12  V>(m, 4 )s  -  V>(m, 2)s3f(yi , y2) +
2  /^ l l / i2 2  -  ^12 ^ ( r n )

(d2f(yuy2) d2f(yi,y2 )\]
y dy\ dyl

gdzie:

z/2 ( m )  =  VK771; 2 )V ’ ( m ,  0 )  — tp2(rn , 4 )  

V\(m)xl)(m,  6 )  — z/2( m ) i p ( m , A )
/tli =

A<22 — -
9ip(m, 2)u\(m) +  0(m, 0)i/2(m) 

18i/i(m)^2(m)
3^i(m)^)(m,4) -f il>(m,2)v2(m)

/'■12 = ------------- —̂ 7— r—7— \-------------  -  Af2i

3.2. Drugi etap

P o pierwszym etapie obróbki otrzym ano dwa szeregi czasowe estym at 
pierwszego param etru £1 i jego  pochodnej i i

{ź i(l) ,ź i(2 ),...,ź i(A 0 } { i i ( l) ,.t1(2),...,ii(iV )}

W prowadz'm y dodatkow e oznaczenia:

X ! =  2 i ( i )  i i  =  Z i ( t )



508 K . S z a f r a n

Będziem y traktować oznaczenia z\ i i ] ,  jako nowe szeregi czasowe, oraz 
posłużym y się równaniem  x 2 =  <7( 2:1, i i ) cło utworzenia kryterium:

2 2 
=  [ ( * 2 ( 5 ) -  b20 -  h l S  -  622S2)  +  ( 24 ( 5 ) -  k io -  &41-S -  &42-S2)  ] +

+  A i ( & 2 0  —  ^ 4 0 )  +  -^ 2 ( ^ 2 1  —  & 4 l )  +  -^ 3 ( 6 2 2  —  ^ 4 2 )

Uwzględniono tu równanie związku x 2 =  £ 4, oraz założono, że dla 
s G ( — m , m ) spełniona jest przybliżona zależność:

^20 +  b2\S  +  ^>22^2 — ^40 +  ^41s +  b 42S2

Warunkiem koniecznym  spełnienia powyższej równości jest ekstremum 
pow yższego kryterium :

=  0 (3 .7 )dbij
Rozwiązanie układu równań (3 .7 ) pozwala wyliczyć współczynniki bij i znaleźć 
współczynniki Lagrange’a:

m 771

A1 =  ~ Z'‘ ) A2 =  ^ (^ 2  -  z4)s
— m  — 77i

771

A 3  =  ^ ( 2 2  -  Z A ) s 2

—  771

Z dalszej syntezy równań uwzględniających związek w yznaczono estym aty 
szeregów czasowych:

j  771

h(t) = 620 = tt-7— _  s2ip(m, 2 )j(z2 +  *4)2;/i(m)
 ̂ 771

^  = 2 v "(m) ^  4- “  2)] +  24)* / — m

estym aty 2i ( i )  i ^ ( i )  są sobie równe, 24(i)  =  5 (^1, ż\). 
Dla z2(t)  otrzym ujem y:

1
x 2 = Z2 _2u

|  m

——  [V»(m,4) -  s2ip(m,2) ( i 2 +  5(*i, * 1))
'  s = z  —  m .

Pow yższa procedura, rozdzielona na dwa etapy, m oże być poddana ko­
lejnym  iteracjom . Istotny problem  w przedstawionym  algorytm ie stanowi 
przesunięcie wartości estym at związane z nieliniowością związków ( 3 .1). 
M ożna to  częściow o kom pensować wprow adzając poprawki do otrzym anych 
ocen  param etrów obrabianego szeregu czasowego.
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4. Przykłady symulacji działania algorytmów wygładzania

Dla zilustrowania efektywności oraz poprawności działania opracow anych 
algorytm ów , przytoczym y proste przykłady.

• Przykład 1.

Dane są dwa szeregi czasowe x \(<), x 2(t)  danych eksperym entalnych,
pom iędzy którym i zachodzi związek:

*2 (t)  =  [ z i ( 0 ] 2

Ponadto przyjęto:

x\ (t) =  sin t

q =  2 m = 1

stąd:

v ( m )  =  v {m )  =  (2 m  — l)(2 m  -f l ) (2 m  +  3) =  15 

<j>(m, s ) =  3 (3 m 2 -f 3m — 1) — 15s2 =  15(1 -  s2)

§

- 1 )  =  0 < K m , o ) =  1 5 <t>( m ,  1 )  =

a A 4 -

i - A

/. l tv -1 . ,

/ f  V

A ^ • V i  v
i '

,  A / L <
p  § ;

\  , t
i. i \ A rAj 'Sif
\f - w -

Vź
f V

1 0  2 0  3 0 SO SO 7 0

Rys. 1. Oceny danych eksperymentalnych

D o wyznaczenia ocen szeregów czasowych wykorzystano w zory (2 .1 ). Na 
rysunku 1 zam ieszczono wyniki symulacji oraz estym aty uzyskane po  obróbce  
z zastosowaniem  algorytm ów  wygładzania. Na rysunku 2 pokazano dysper­
sje sygnału oraz dyspersje uzyskanych ocen. Z rysunku widać, że wielkość 
dyspersji po obróbce uległa istotnem u zmniejszeniu.
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- 0 . 0 5

Rys. 2. Dyspersja obrabianych danych

• Przykład 2.

Dane są dwa szeregi czasowe będące pomiarami dwóch param etrów 
obiektu dynam icznego -  sam olotu -  kąta pochylenia 6 i prędkości 
kątowej pochylenia q. Pom iędzy tym i parametram i zachodzi związek 
kinem atyczny opisany równaniem:

dO 
dl = q

Przyjęto: m  =  2 

i stąd:

0) =  5 V’ ( m > 2 )=  10 V’ ( m »4) =  34
ip(m,  6) =  130 =  70 u2(m ) =  144

Po wyznaczeniu z (3 .5 ) i (3 .6 ) wzorów opisujących estym aty param etrów 
i q przeprow adzono sym ulację komputerową.

1 ( o a  , 1 !0  • 5s — 10 \ 1 1 0 /(2 /!, 2/2)_ , . ^  r w „ ,  9 i iu • i>s -  iu \ i
x A t ) =  > —  (34  — 10s H.......... ........-.... ....■■■ lw i ------ 

L7 0 V.........................4 70 +  4 • 5 • 1 0 ' 8
s = - 2

2

8 70 +  4 • 5 • 10

i i « )  =  E  [7^ 7 ( 1^ - 3l»3) ( l -  ł 130' ‘^ - 34f +z ' LI44 V z — ;/r„ /
s = - 2

1 3 4 / f n  -  130 //12  3 4 g  — 1 0 g 3 / ( y i , y 2) 

2 /̂ 11̂ 22 — Ml2 144

1 2
2 1

(d2f(yi 1 2/2 ) c>2/(2/i , 2/2)N]
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Przykładowe wyniki uzyskanych ocen kąta pochylenia 8 i dyspersje ocen 
obrabianych sygnałów zam ieszczono na rysunkach 3 i 4.

ti»]

Rys. 3. Oceny danych eksperymentalnych

s.
-s

f i  A 
/  • \ i \

‘ \ 
i ■

t
A

j\
i * ii / \ C " ^ \

i \ i \
/  \ i \ ! \ j ’

I \ > i \ /
.... i " \ -• i

i \ i
\ , V

\  1 .......

\

• s’ 
' ' 

\ 
. •• / " i 

i i /  '■ 
a 1

i
•> • i• \ --------\.; •‘i /. /  \ 

W  • -i f. 
; i 
t

\  /  \j  
V  V V  * i

tl»]

Rys. 4. Dyspersja obrabianych danych

5. Zakończenie

Uwzględnienie apriorycznych związków pom iędzy mierzonymi szeregami 
czasow ym i, tak dla przypadku związków liniowych, jak i nieliniowych, prow a­
dzi do polepszenia oceny param etrów (zmniejszenie dyspersji). Nie we w szyst­
kich przypadkach jest to jednak możliwe. W  tych pom iarach, gdzie dyspersje
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dwóch m ierzonych param etrów znacznie się od  siebie różnią, nie m a efektu p o ­
lepszenia ocen dla szeregu ze względnie m ałym  szumem, a nawet ocena może 
się pogorszyć. Jednak w większos'ci zagadnień technicznych wielkości szumów 
nałożonych na sygnały pom iarow e jest zbliżonego rzędu, a zatem zastosowanie 
przedstawionych algorytm ów  umożliwia uzyskanie lepszych wyników.
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Some Algorithms for Experimental Data Analysis Considering Mutual 
Relations Between Measured Signals

Summary

The paper presents a few algorithms analysing the experimental data -  flight 
dynamics parameters. Same relations between measured signals of an aircraft altitude 
angles and its angular velosities have been considered. Principles of flight dynamics 
in a form o f the Euler dynamic and kinematic equations have been applied. New 
estimators smoothing data series have been determined, enablin reduction of the 
Rao-Cramer limit.

An example o f computer simulation has been presented.
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W  referacie przedstawiono najważniejsze problemy, jakie napotykają 
producenci i użytkownicy symulatorów lotu na przykładzie symulatora 
samolotu TS-11 ’’ Iskra” . Ujęto je w trzy grupy. Pierwsza związana jest 
z człowiekiem, jego anatomią i fizjologią; druga to problemy techniczne 
sprzętowe i programowe związane z konstruowaniem symulatora lotu; 
trzecia to problemy eksploatacyjne, a w tym właściwe wykorzystanie sy­
mulatorów w procesie szkolenia personelu latającego.

1. Wprowadzenie

Sym ulator określony jest w ’’ Leksykonie naukowo-technicznym ” [1] jako: 
’’ urządzenie pozw alające na odtwarzanie przebiegów rzeczywistych w warun­
kach sztucznych, stosowane zwykłe do celów szkoleniowych” . Przez analogię, 
sym ulator lotu jest urządzeniem odtw arzającym  rzeczywiste loty, stosowanym  
zwykle do szkolenia personelu latającego. Takie właśnie urządzenia są n a j­
liczniejsze wśród sym ulatorów. Będą one przedm iotem  rozważań niniejszego 
artykułu.

Drugim nie mniej ważnym  obszarem  zastosowań sym ulatorów, także w 
lotnictw ie, są badania. Sym ulatory w takich zastosowaniach m ają  na ogół 
bogatsze wyposażenie i są konstruowane z nadmiarami param etrów w stosunku 
do w ym aganych m inim ów.

Problem y, z jakim i m ają  do czynienia konstruktorzy, producenci i użyt­
kownicy sym ulatorów lotu m ożna podzielić na trzy grupy:

1. Związane z człowiekiem (anatom ią i fizjologią).

2 . Konstrukcyjne:

— program owe, związane z m odelowaniem  i oprogram owaniem ,

33 — Mechanika w lotnictwie
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-  sprzętowe, związane z konstruowaniem i technologią.

3. Eksploatacyjne:

-  związane z m etodam i w ykorzystania sym ulatorów podczas szkolenia,

-  związane z techniczną stroną eksploatacji.

W  niniejszym artykule, ze względu na jego  ograniczoną ob jętość, skon­
centrowano się na analizie problem ow  towarzyszących projektow aniu, budo­
wie i wykorzystaniu sym ulatorów lotu do szkolenia personelu latającego.

Szkolenie personelu latającego to proces dynam iczny [2]. Powinien 
więc być traktowany zgodnie z teoriami cybernetycznym i jako sekwencja 
cząstkowych procesów  dynam icznych. P od  pojęciem  cząstkowego procesu dy­
nam icznego rozum ie się w tym  przypadku zadanie, które powinien opanować 
pilot podczas szkolenia.

Praw idłow o ułożony program  szkolenia powinien zawierać sekwencję zadań 
uszeregowanych od  najprostszego do najbardziej złożonego. Podczas szkolenia 
nie m ożna przechodzić do zadania następnego bez opanowania zadania wcze­
śniejszego. W zrost stopnia wyszkolenia m ożna odw zorow ać jako zmianę w cza­
sie wskaźników opanowania zadania. Najczęściej przyjm uje się jako ten wska­
źnik praw dopodobieństw o popełnienia błędu lub niewykonania zadania. Prze­
bieg zmian takiego wskaźnika ma charakter wykładniczy [2],

Cały proces szkolenia p ilota ma doprow adzić do wytworzenia u niego m o­
delu p ojęciow ego” [3] procesu sterowania lotem  sam olotu. D obrze zinterna- 
lizowany ’’ m odel p o jęciow y” , nazywany niekiedy ’’ m odelem  wewnętrznym ” , 
pozwoli pilotow i wyobrazić sobie aktualny stan sam olotu, to znaczy jego  
orientację przestrzenną oraz stan system ów pokładow ych, i porównać go z za­
planowanym . Na koniec umożliwi wypracowanie odpow iednich sygnałów 
sterujących, m ających  na celu osiągnięcie przez sam olot stanu zadanego.

O dpow iednie zastosowanie sym ulatorów lotu w procesie szkolenia pilotów  
m oże go skrócić, obniżyć jego koszty nawet o połow ę, a także uczynić bez­
pieczniejszym .

2. Problemy związane z człowiekiem

G łów nym  problem em  związanym  z sym ulacją lotu w sym ulatorze jest k o­
nieczność uwzględnienia cech anatom icznych i fizjologicznych pilotów . Jest
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to  w istocie głów na przyczyna, z której wynikają wszystkie problem y. P o ­
krótce zostaną om ów ione zjawiska w pływ ające w najistotniejszy sposób na 
sym ulację lotu.

D o człowieka, a więc także i pilota, docierają  inform acje z otoczenia i z 
wnętrza jego  ciała. Inform acje te m ają  charakter sygnałów energetycznych 
odbieranych przez receptory znajdujące się na wejściach układu nerwowego. 
Sygnały te nazywane są bodźcam i. B odźce wywołują wrażenia, czyli impulsy 
nerwowe przekazywane przez układ nerwowy człowieka z receptorów do m ó­
zgu. W rażenia zm ieniają się w zależności od  charakteru bodźców , w tym  
od  zmian ich natężenia i częstotliwości. Wrażenia przetwarzane są przez 
odpow iednie ośrodki w m ózgu i porównyw ane z istniejącym i już w pamięci 
człowieka wzorcam i -  m odelam i pojęciow ym i. Wrażenia tworzą w m ózgu per­
cept, pozw alający człowiekowi na zinterpretowanie bieżącej sytuacji. Percept 
m a ustalony charakter i zależy bezpośrednio od stanu otoczenia.

Podczas rzeczyw istego lotu na pilota działają bodźce wzrokowe, ruchowe, 
dźwiękowe i zapachowe wywołujące wrażenia sumujące się na percept -  lot 
sam olotem . Jest on bardzo podobny w zbliżonych warunkach lotu na takim 
sam ym  sam olocie podczas różnych lotów . W ydaw ałoby się więc, że w sy­
m ulatorze należy wygenerować takie same bodźce, aby piloci mieli wrażenia 
takie jak podczas rzeczywistego lotu, a więc by interpretowali lot w sym u­
latorze ja k o  lot w sam olocie. Takie też były początkow o dążenia producen­
tów  i użytkowników sym ulatorów lotu. Nie szczędzono środków na możliwie 
wierne, dynam iczne odw zorow anie b odźców  działających na pilota podczas 
rzeczywistego lotu . Po kilkunastu latach eksploatacji sym ulatorów na m asow ą 
skalę ja k o  urządzeń treningowych dla personelu latającego i przeprowadzeniu 
szeregu badań stw ierdzono, że wygenerowanie w sym ulatorze bodźców  bardzo 
zbliżonych do tych w sam olocie, nie daje w efekcie takich samych percep- 
tów , a więc i interpretacji odbyw anego lotu jako lot rzeczywisty.

W  USA stw ierdzono, że nawet przy bardzo wysokiej klasy sym ulato­
rach i typie ćwiczenia L O F T  (Line Oriented Flight Training), polegającym  
na ćwiczeniu lotu na sym ulatorze tak, jakby przebiegał on w rzeczywistości, 
co w przypadku np. lotu przez Atlantyk daje 6-7 godzinny trening, piloci 
zachow ują w podśw iadom ości fakt lotu w sym ulatorze. Niemożliwe jest w isto­
cie wywołanie w sym ulatorze za pom ocą  takich samych bodźców  takich samych 
wrażeń, jak  w sam olocie. T o , jakie bodźce i w jakim  natężeniu należy w yge­
nerować by w yw ołać wrażenia takie jak podczas rzeczywistego lotu stanowi 
najistotniejszy problem , jaki należy rozwiązać podczas projektow ania i bu­
dow y sym ulatorów  lotu.

Problem  ten jest w istocie źródłem  pozostałych problem ów sym ulacji lotu 
na sym ulatorze. Jedynym  właściwym podejściem  do ich rozwiązania jest
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wyjście od  przeznaczenia sym ulatora, uwzględnienie zagadnień związanych ze 
w spółpracą człowieka z systemem technicznym  jakim  jest sym ulator, a w końcu 
optym alizacja  param etrów  użytkow ych i technicznych pod względem ekono­
m icznym . Na tym  ostatnim  etapie pow inno się m inimalizować koszt sym u­
latora treningowego przy założonym  zakresie jego  zastosowań. W  przypadku 
sym ulatorów badawczych stosuje się pewną nadm iarowość m ożliwości do ak­
tualnych potrzeb , co  pow oduje ich wyższy koszt niż podobnych  sym ulatorów 
treningowych.

3. Problemy konstrukcyjne

Problem y konstrukcyjne związane z sym ulacją lotu na sym ulatorze m ożna 
podzielić na dwie grupy:

• związane z m odelow aniem  sym ulowanego obiektu i jego  otoczenia;

• związane z konstrukcją i technologią wykonania sym ulatora lotu.

3.1. Modelowanie

M odelowanie sym ulowanego obiektu i jego  otoczenia m a podstaw ow e zna­
czenie dla sym ulatora lotu. Adekw atność modeli m atem atycznych, im plemen­
towanych w sym ulatorze, do rzeczywistych procesów  i zjawisk stanowi p o d ­
staw owy warunek uzyskania popraw nego sym ulatora lotu. Problem em  zasa­
dniczym  jest tu identyfikacja modeli poszczególnych m odułów  sym ulowanego 
obiektu, ze względu na trudność ze zdobyciem  wiarygodnych danych do ich 
weryfikacji. O m ów im y najważniejsze m oduły -  m odele wchodzące w skład 
sym ulatora lotu oraz problem y związane z ich tworzeniem.

Dynamika ruchu symulowanego obiektu. O bejm uje dynamikę 
lotu i ruchu po  ziemi sym ulowanego sam olotu lub śm igłowca. W e w spół­
czesnych sym ulatorach lotu m am y do czynienia z m odelam i cyfrow ym i rea­
lizowanym i przez kom putery w czasie rzeczywistym . M odel dynamiki ruchu 
utw orzony jest zwykle przez układ równań różniczkowych zw yczajnych  nie­
liniow ych, często niestacjonarnych, uzupełnionych nieliniowymi równaniami 
algebraicznym i. M odel ten powinien być rozwiązywany w czasie rzeczywistym  
z odpow iednią częstotliw ością.

Podstaw owe problem y z jakim i m am y tu do czynienia to:
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• adekwatność przyjętych modeli m atem atycznych zjawisk fizycznych,

• odpow iednia m etoda całkowania równań ruchu.

Problem  adekwatności m odeli fizycznych odnosi się przede wszystkim 
do m odelu aerodynam iki. Na przykład [4] m odelując ruch wirnika czte- 
ropłatow ego śmigłowca, jeg o  stan wyznacza się z częstotliwością 200 Hz, co 
w ym aga około 15 m ilionów operacji zm iennoprzecinkowych na sekundę. Także 
weryfikacja m odelu aerodynam iki stanowi źródło najliczniejszych problem ów , 
ze względu na dużą ilość danych niezbędnych do jego tworzenia.

Rów nania ruchu sym ulowanego obiektu tworzą układy równań o  dużym  
rozrzucie wartości własnych i jako takie w ym agają niezwykle wyrafinowanych 
m etod ich rozwiązywania, a wym aganie czasu rzeczywistego i odpow iedniej 
częstotliw ości uzyskania tych rozwiązań znacznie problem  komplikuje.

Zespół napędowy. Ze względu na jego  znaczenie dla wykonania sym u­
lowanego lotu m odelowanie pracy zespołu napędowego stanowi osobne zaga­
dnienie, choć siły i m om ent sił pochodzące od niego wchodzą w prawe strony 
równań dynamiki lotu.

Podstaw ow ym  problem em  jest właściwe modelowanie zmian ciągu poszczer 
gólnych silników w zależności od : ich prędkości obrotow ej, wysokości lotu, 
prędkości lotu i stanu autom atyki sterującej pracą silnika. Źródłem  danych 
są tu najczęściej badania stanowiskowe silników na ham owniach. Dla zasto­
sowania m odelu w sym ulatorze lotu typow e dane z prób ham ownianych są 
na ogół niew ystarczające. Powinny być one uzupełniane wynikami badań na 
rzeczywistym  obiekcie w locie.

Z punktu widzenia m etod num erycznych m am y tu do czynienia, z zagadnie­
niami aproksym acji funkcji wielu zm iennych, stanowiącymi osobny problem .

Instalacje pokładowe. M oduł ten obejm uje m odelowanie pracy instalacji 
pokładow ych  w warunkach norm alnych i awaryjnych. W  sym ulatorze sam olotu 
TS-11 ’’ Iskra” zam odelow ano działanie następujących instalacji pokładow ych: 
elektrycznej, hydraulicznej, pneum atycznej, tlenowej, wyposażenia radiowego, 
naw igacyjnego, uzbrojenia. Problem  stanowią tu przede wszystkim:

• logika, działania poszczególnych instalacji oraz ich wzajem nych zależ­
ności,

• praca instalacji w warunkach awaryjnych.

O awariach instalacji bardzo często nie istnieje inna inform acja poza  prze­
w idywanym  zachowaniem  się instalacji. Inform acje zarejestrowane podczas
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rzeczyw istych stanów awaryjnych rzadko są na tyle kompleksowe, aby wystar­
czyły do stworzenia pełnego m odelu takiego stanu i do weryfikacji przyjętego 
m odelu. Nawet w tak dobrze znanym sam olocie jak TS-11 ’’ Iskara” wiele sta­
nów awaryjnych instalacji pokładowych nie było opisanych i udokum entowa­
nych. Ich m odele tw orzono na drodze żm udnych analiz i weryfikowano w opar­
ciu o  wiedzę teoretyczną i wyrywkowe doświadczenia p ilotów , którzy spotkali 
się z niektórym i z nich w sw ojej praktyce.

Pew nym  ułatwieniem w tworzeniu m odeli pracy instalacji pokładow ych 
jest fakt, że z punktu widzenia p ilota w sym ulatorze istotne są jedynie ob ­
jaw y działania instalacji, to jest na przykład inform acja na wskaźnikach, lam p­
kach i ekranach o aktualnym stanie param etrów pracy instalacji albo dźwięki 
tow arzyszące pracy instalacji lub jej symulowanej awarii. Jeżeli jednak awaria 
instalacji w pływ a na inne m oduły sym ulowanego obiektu, np. aerodynam ikę, 
należy ten wpływ zam odelować. Niejednokrotnie stwarza to  znaczne trud­
ności z pow odu  braku jakichkolwiek danych em pirycznych o m odelow anych 
zjawiskach.

K olejnym  zagadnieniem jakie należy w tym  przypadku uwzględnić jest 
dynam ika samych wskaźników. Szczególnie istotna jest tu dynamika wskazań 
przyrządów  pilotażow o-naw igacyjnych.

Otoczenie. O toczenie wpływa na dynam ikę lotu sym ulowanego obiektu 
poprzez gęstość pow ietrza, liczbę M acha, wiatr, turbulencje i inne zjawiska 
związane z przemieszczaniem się warstw powietrza. Oddziałuje także na ze­
spół napędow y poprzez gęstość pow ietrza i tem peraturę. Zjawiska atm osfe­
ryczne typu burzy z piorunami i błyskawicami w ywołują dodatkow o u pilotów  
wrażenia wzrokowe i słuchowe. M ogą ponadto spow odow ać zmianę właściwości 
aerodynam icznych sym ulowanego obiektu, np. poprzez oblodzenie lub zmianę 
stanu otoczen ia, jak  np. przez zmianę współczynnika tarcia na pasie starto­
wym .

D rugą grupą czynników należących do otoczenia a stwarzających pro­
blem y przy m odelowaniu są obiekty znajdujące się w sąsiedztwie sym ulowa­
nego sam olotu lub śm igłowca. O biekty te to  zarówno elementy rzeźby terenu, 
jak i obiekty stworzone przez człowieka, a także niezależne od  niego, jak  na 
przykład ptaki. W yw ołu ją  one wrażenia wzrokowe u pilotów , a m ogą także 
oddziaływ ać na symulowany obiekt. Na przykład, sam olot przeciwnika m oże 
p od jąć walkę z sym ulowanym  sam olotem , sam ochód jadący po  pasie star­
tow ym  m oże uszkodzić symulowany sam olot, lecący ptak m oże spow odow ać 
uszkodzenie sym ulowanego sam olotu.

Największe problem y napotyka się w tej dziedzinie w tworzeniu bazy da­
nych opisującej konkretny teren. Istotną trudność stwarza tu konflikt pom ię­
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dzy dokładnością odw zorow ania rzeczywistego terenu a ob jętością  pam ięci 
niezbędnej do jeg o  zapisania i żądaną szybkością tworzenia na tej podsta ­
wie obrazów  z wym aganą częstotliw ością minimum 15 Hz, a zalecaną 40 lub 
50 Hz. Przy dużej kom plikacji prezentowanych obrazów  m am y do czynie­
nia z koniecznością zastosowania szybkich i kosztownych kom puterów do prze­
tworzenia danych i generowania żądanych obrazów . Muszą one być na tyle 
dokładne by m ożna było na sym ulatorze realizować założone zadania. W łaśnie 
te zadania zdeterm inują stopień komplikacji stosowanych m odeli i realizują­
cych je  kom puterów . Inne wym agania bazie danych i kom puterom  będzie się 
stawiać dla ćwiczenia walki powietrznej a inne dla treningu nawigacji wędług 
reguł V F R , czy zwalczania celów  naziemnych i powietrznych.

Sterowanie ruchem platformy symulatora. Celem jest uzyskanie ta ­
kiego ruchu platform y sym ulatora, który wywoła u pilota wrażenie ruchu jak 
w rzeczywistym  locie. Jest to jedno z bardziej skom plikowanych zagadnień w 
sym ulatorze lotu. Należy tu uwzględnić dynamikę reakcji na ruch przez różne 
receptory człowieka, dynamikę sym ulowanego obiektu i dynamikę sym ulatora. 
Zagadnienie to nie dotyczy jednak sym ulatora sam olotu TS-11 ’’ Iskra” , który 
jest sym ulatorem  nieruchom ym . Szerzej zagadnienie to  om ów iono w [4].

Siły na organach sterowania. Stanowią one dla pilota jedn o z podsta ­
wowych źródeł inform acji o stanie lotu. D latego też istotna jest wysoka zgod ­
ność sił generowanych w sym ulatorze z siłami odczuw anym i przez p ilota p o d ­
czas rzeczyw istego lotu. Przy czym  nie tyle ważna jest wartość tych  sił w da­
nym m om encie, co  dynam ika ich zmian. Jakość modeli m atem atycznych sił 
obciążających  organy sterowania ma tu podstaw ow e znaczenie.

3.2. Problemy konstrukcyjne i technologiczne

Sym ulatory lotu należą do w yrobów  o najbardziej zaawansowanych tech­
nologiach. Z tego względu w zasadzie wszystkie ich m oduły stanowią w swoich 
dziedzinach elem enty najbardziej wyrafinowane. Niemniej jednak zostaną tu 
zasygnalizowane pewne problem y o największym  znaczeniu dla jakości sym u­
latora.

Komputery. Problem em  natury podstawowej jest dobór kom puterów , 
które będą w stanie zrealizować w czasie rzeczywistym  wszystkie obliczenia 
i wszystkie funkcje niezbędne do symulacji lotu na sym ulatorze. Oblicze­
nia o  jakich tu m ówim y, to: realizacja wszystkich wym ienionych pow yżej 
m odeli, wygenerowanie obrazów  dla układu wizualizacji, transmisje w szyst­
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kich niezbędnych danych i synchronizacja wszystkich procesów  sterowania 
urządzeniami rzeczywistym i takimi, jak im itatory przyrządów w kabinie pi­
lota , czy organy sterowania lotem  symulowanego sam olotu. Należy przy tym  
pam iętać o  ograniczeniach budżetow ych jakie zwykle towarzyszą doborow i 
kom puterów.

Sterowniki i interfejsy. Muszą obsłużyć w czasie rzeczywistym  wszyst­
kie urządzenia im itujące pracę rzeczywistych wskaźników i system ów pokła­
dow ych, im itatory obciążeń organów sterowania, projektory i/łu b  m onitory 
układu wizualizacji, układ ruchu platform y sym ulatora, układy pom iarow e sy­
m ulatora, m onitory i organy sterowania na stanowisku instruktora. Sprawą 
zasadniczą jest tu niezbędna wysoka niezawodność tych układów.

Układ prezentacji obrazów. Układ ten ma za zadanie wyświetlenie 
obrazów  tw orzonych przez generator obrazu. Ideałem byłby obraz otoczenia 
jaki widzi pilot przez szyby i peryskop w sam olocie. Układy takie są obecnie 
eksploatow ane, jednak ze względu na ich wysoką cenę (do  około 10 min USD) 
nie są zbyt rozpowszechnione. W  większości sym ulatorów lotu stosuje się 
układy o kącie widzenia do 200° w poziom ie i do 45° w pionie, chociaż w prak­
tyce nawet takie pole widzenia nie jest niezbędne do szkolenia pilotów  sam o­
lotów , a podnosi to  cenę sym ulatora. W  sym ulatorze sam olotu TS-11 ’’ Iskra” 
przeznaczonym  do szkolenia podchorążych w szkole pilotów  przyjęto kąt wi­
dzenia w poziom ie 105° i w pionie 28°. Takie pole widzenia stanowiło optim um  
pom iędzy zastosowaniam i sym ulatora a jeg o  ceną.

Obraz prezentowany przez układ powinien być ciągły, nie zniekształco­
ny i bez przebarwień. Musi wywoływać wrażenie przestrzenności i perspek­
tywy. Jasność układu optycznego musi um ożliwić sym ulację lotów  o  dowolnej 
porze roku i doby.

Stosuje się obecnie dwa rodzaje układów prezentacji obrazów :

• kolim acyjne,

• projekcyjne.

W  układach kolimacyjnych obraz tworzony jest na ekranach m onitorów  
i odpow iednio przetwarzany przez układ optyczny. Pilot w sym ulatorze widzi 
obraz powiększony, sprawiający wrażenie przestrzenności. Całe pole widze­
nia w sym ulatorze tworzone jest przez kilka m odułów  optycznych. Istotne jest 
by przerwy m iędzy nimi były niedostrzegalne dla pilota.. Znaczne trudności 
technologiczne wiążą się z wyprodukowaniem  odpow iedniej jakości zwierciadeł 
sferycznych i płaskich o wym iarach pow yżej lm . Zwierciadła te muszą być
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ponadto pokryte specjalnym i powłokami półprzepuszczalnym i, przeciw odbla­
skowymi i ochronnym i.

W  układach projekcyjnych obraz wytw orzony w projektorach rzutuje 
się na ekrany płaskie, toroidałne lub sferyczne. N ajbardziej skom plikowany 
układ tego typu m a ekran w kształcie kuli, w której umieszczony jest cały sy­
m ulator. Średnica takiego ekranu sięga 12m. Zapewnia on pole widzenia z ka­
biny sym ulatora takie jak z kabiny rzeczywistego sam olotu. Jest jednak bardzo 
kosztowny ze względu na cenę samego ekranu, specjalnych projektorów  oraz 
budynku niezbędnego do jego  zabudow y i eksploatacji.

4. Problemy eksploatacyjne

Istnieją tu dwie grupy problem ów . Pierwsza, to typow e techniczne 
problem y eksploatacji urządzeń zawierających elementy elektroniczne, elek­
tryczne, optyczne, mechaniczne precyzyjne, hydraulikę siłową i ciężkie ele­
m enty konstrukcji m echanicznych. Zagadnieniami tym i w niniejszym opra­
cowaniu nie będziem y się zajm ow ać, choć m ogą stanowić one tem at sam w 
sobie.

W ażniejsza w ydaje się druga grupa problem ów związanych z um iejętnym  
wprowadzeniem  sym ulatorów lotu do procesu szkolenia personelu lata jącego 
i z oceną wyników  ćwiczeń na sym ulatorze, stopnia wyszkolenia p ilota oraz 
selekcją pilotów  pod  kątem ich wydolności i przydatności do zaw odu pilota. 
Problem y te nie zostały w Polsce do chwili obecnej w pełni rozwiązane. Sta­
nowić będą istotne bariery dla wprowadzenia sym ulatorów lotu do szkolenia 
pilotów  i podniesienia efektywności tego procesu. Należy położyć szczególny 
nacisk na ich szybkie rozwiązanie, by na początku wprowadzania sym ulatorów  
do szkolenia nie zniechęciły użytkowników do ich wykorzystywania..

5. Zakończenie

Sym ulator lotu jest skom plikowanym  systemem technicznym  w spółpracu­
jącym  z człowiekiem. Z tego względu wszystkie zasygnalizowane problem y sy­
mulacji lotu na sym ulatorze muszą być rozwiązane przyna jm niej w zadow alają­
cym  stopniu, by m óc m ów ić o sym ulatorze lotu jako urządzeniu przydatnym  do
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szkolenia p ilotów . Rozwiązanie tylko niektórych z nich spow oduje niewykorzy­
stanie nakładów poniesionych na rozwiązanie pozostałych. Tak jak w każdym 
systemie, sym ulator lotu i jego  wykorzystanie w procesie szkolenia personelu 
lata jącego przyniesie tyle korzyści na ile pozwoli najsłabszy element tego sy­
stemu.
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Selected Problems of a Flight Simulation Performed on a Flight
Simulator

Summary

The most important problems which are faced by producers and users of flight 
simulators, on the base of TS-11 ’’ Iskra” jet trainer have been shown. They are 
grouped in three categories. The first one is connected with a man, his anatomy and 
physiology; the second one create hardware and software problems connected with 
designing o f a flight simulator; the third one consists exploitation problems, including 
the proper usage of flight simulators in the training of flight personnel.
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Ciągły postęp w technice lotniczej, a w szczególności w obszarze wyposa­
żenia pokładowego i układów sterowania powoduje konieczność doskona­
lenia metod kształcenia studentów specjalności lotniczych. Rozważania 
teoretyczne oraz komputerowe symulacje nie są już wystarczające. Nale­
ży zaprezentować dynamiczne właściwości samolotu podczas rzeczywi­
stego lotu pomiarowego.
W  niniejszym opracowaniu przedstawiono strukturę oraz podstawowe 
charakterystyki latającego laboratorium dydaktycznego opartego na sa­
molocie PZL M20 ’’ Mewa” , w którym zmodyfikowano układ sterowania. 
Zastosowano metodę ’’ sterowania wg modelu” dla uzyskania założonych 
charakterystyk pilotażowych oraz właściwości dynamicznych latającego 
symulatora lotu.
Praca zawiera projekt koncepcyjny modyfikacji układu sterowania, wy­
brane obliczenia projektowe oraz zasadnicze rozwiązania sprzętowe i pro­
gramowe tej modyfikacji.

1. Wstęp

Proces kształcenia inżynierów zawiera dwa istotne elem enty: etap na­
bywania wiedzy teoretycznej oraz etap jej weryfikacji. Drugi element tego 
procesu m a ważne znaczenie dla ukształtowania um iejętności praktycznego 
w ykorzystania wiedzy absolw enta. W eryfikacja teorii może odbyw ać się 
na drodze eksperym entu m yślowego (np. poprzez je j porów nanie z inną, 
kom plem entarną teorią), poprzez wykonanie obliczeń (m odelow anie m atem a­
tyczne), w ykorzystując sym ulację analogową lub cyfrow ą (m odele sym ula­
cy jne), wreszcie wykonując odpow iednio zaplanowany eksperym ent. Doświad-
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czenie praktyczne m a tym  większą wartość, im bardziej zbliżone jest do rze­
czyw istego zjawiska. Badania w tunelu aerodynam icznym  są dobrym  przy­
bliżeniem zjawisk przepływ ow ych, lecz nie pozw alają  na odtworzenie w istot­
nym  zakresie dynam icznych właściwości obiektu latającego. Sym ulatory lotu 
um ożliw iają odw zorow anie wielu cech sam olotu ważnych z punktu widzenia 
p ilota i w pewnym  zakresie m ogą być pożyteczne w kształceniu inżynierów 
lotnictw a. A le najbardziej wartościowe poznaw czo są badania w locie obiek­
tów rzeczywistych. Ze względu na cel dydaktyczny oraz koszty wykonania lotu 
sam olot badaw czy winien być odpow iednio przygotow any i w yposażony w taki 
sposób, aby m ożliwie efektywnie wykorzystać czas lotu.

Niniejsza praca przedstawia propozycję m odyfikacji wyposażenia pok­
ładow ego sam olotu PZL M20 ’’ M ew a” , a w szczególności prezentuje koncepcję 
odległościow ego układu sterowania sam olotem , pozw alającego na prowadze­
nie w locie eksperym entów w zakresie mechaniki lotu , zasad autom atycznego 
sterowania lotem  oraz kształtowania właściwości pilotażow ych sam olotu.

2. Koncepcja dydaktycznego latającego laboratorium

Podstaw ow ą ideą prezentowanego projektu jest taka m odyfikacja w y­
posażenia pokładow ego sam olotu PZL M20 ’’ M ew a” , aby możliwe było w y­
konywanie lotów  pom iarow ych z udziałem studentów specjalności lotniczych 
w celu weryfikacji teoretycznej wiedzy z zakresu mechaniki lotu, pokładow ych 
system ów sterowania i wyposażenia pokładow ego. W  stacjonarnych laborato­
riach dydaktycznych nie m ożna odtw orzyć wielu zjawisk zachodzących p o d ­
czas lotu , np. eksperym ent w tunelu aerodynam icznym  m odeluje tylko nie­
które właściwości statku pow ietrznego, a laboratoryjne m odele układów ste­
rowania nie m ogą z pow odów  oczyw istych sterować rzeczywistym  obiektem . 
W łaściw ości pilotażow e sam olotu m ożna w sposób zbliżony do doskonałego 
m odelow ać w bardzo kosztow nych lotniczych sym ulatorach o wielu stopniach 
sw obody, ale niezależnie od  stopnia realizmu sym ulacji, jest to tylko m atem a­
tyczne m odelow anie zjawisk fizycznych. Istotą latającego laboratorium  jest 
m ożliwość obserw acji i rejestracji przebiegu rzeczywistych  zjawisk, a m od y ­
fikacja w yposażenia pokładow ego sam olotu pozw ala na poznanie szerokiego 
przedziału właściwości sam olotu, w tym  w ykraczających poza typow e zakresy 
użytkowania.

Latające sym ulatory lotu (ang. TIFS -  Total in-Flight Sim ulator) sto ­
sowane były w U SA już od 1950 roku do symulacji właściwości n ow o­
projektow anych sam olotów , łącznie w ykorzystano ponad 100 sam olotów  tego
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rodzaju  [14]. Najczęściej sam oloty badawcze budowane są na bazie istniejących 
konstrukcji, a ich właściwości i zakres symulacji są dostosowane do stawia­
nych zadań. T ypow ym  przykładem  są sam oloty o dowolnie m odyfikowanych 
właściwościach pilotażow ych (ang. V ISTA  -  The Variable Stability In-Flight 
Test A ircraft) [6], stosowane w badaniach i do szkolenia pilotów  dośw iad­
czalnych. W  ostatnich latach pośw ięcono sporo uwagi symulacji w locie 
właściwości dynam icznych sam olotu F-16 w związku z syntezą odległościow ego 
układu sterowania dla tego sam olotu [4,7]. Część latających sym ulatorów do­
stosowana jest w sposób szczególny do zadań dydaktycznych. Przykładem  
sam olotu treningowego o zmiennych właściwościach pilotażow ych jest m od y­
fikacja sam olotu ?,Learjet 25B ” opracowana przez korporację A rvin /C alspan
[2,5].

Rys. 1. Specjalistyczny układ sterowania modyfikowanego samolotu ’’ Learjet 25B” . 
Oznaczenia: 1 -  mechanizm wykonawczy lotek, 2 -  symulacja siły steru kierunku,

3 -  przetworniki danych aerodynamicznych, 4 -  czujnik kąta ślizgu, 5 -  czujniki kąta 
natarcia, 6 -  drążek sterowy, 7 -  ministerownica boczna, 8 -  symulacja siły 

sterowania lotkami, 9 -  symulacja siły od steru wysokości, 10 -  pulpit komputera 
pokładowego, 11 -  blok elektroniczny układu zmiennej stabilności (VSS), 12 -  blok 
elektroniczny konfiguracji układu sterowania, 13 -  mechanizm wykonawczy steru 

wysokos'ci, 14 -  mechanizm wykonawczy steru kierunku, 15 -  antena UIIF

R y s .l przedstawia rozmieszczenie głównych elem entów specjalnie zaprojek ­
tow anego odległościow ego systemu ręcznego sterowania sam olotem . Układ za­
wiera centralny drążek sterow y oraz ministerownicę boczną, które w yposażone
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są w układy sym ulacji sil na sterownicach. K om puter pokładow y pozw ala na 
m odelow anie właściwości dowolnego realnego sam olotu lub innego obiektu o 
założonych charakterystykach dynam icznych.

Podobne latające sym ulatory budowane są również w Europie, m.in. kilka 
sam olotów  badaw czych używanych jest w Niemczech [9]. N iektóre wyższe 
uczelnie lotnicze w yposażone są w dydaktyczne sam oloty badawcze, np. Uni­
wersytet Techniczny w Delft [10,12] oraz Uniwersytet w Cranfield [8,21]. Sa­
m oloty te przystosowane są do prowadzenia zajęć z kilkuosobową grupą stu­
dentów podczas lotu pom iarow ego, przy czynnym  udziale studentów w przy­
gotowaniu i realizacji eksperym entu. W ydział Lotniczy Uniwersytetu w Cran­
field na dw óch sam olotach ’’ Jetstream 100” przeprowadza zajęcia z grupą ok. 
600 słuchaczy w ciągu roku.

R ys.2 obrazuje uproszczony schemat pokładowej sieci kom puterowej słu­
żącej do przetwarzania, m onitorowania i grom adzenia inform acji podczas lotu 
oraz typow e przykłady wizualizacji param etrów lotu pom iarow ego na m onito­
rach pokładow ych.

Analizując właściwości latających  sym ulatorów stosowanych w działalności 
dydaktycznej uniwersytetów lotniczych oraz uwzględniając krajow e m ożliwości 
zbudowania sam olotu badaw czego, zespól Zakładu System ów Sterowania 
Politechniki Rzeszowskiej przedstawia poniższą propozycję  m odyfikacji w y­
posażenia pokładow ego sam olotu PZL M20 ’’ M ew a” .

Przyjęto podstaw ow e założenie, aby dokonać jedynie zmian niezbędnych 
dla realizacji zadań dydaktycznych. Projekt przewiduje zastosowanie dodatk o­
w ych elem entów pom iarow ych , specjalistycznego odległościow ego układu ste­
rowania sam olotem  um ożliw iającego sterowanie ręczne oraz autom atyczne, 
a także zabudow ę cyfrow ego systemu przetwarzania i grom adzenia danych 
pom iarow ych, nie przewiduje się żadnych zmian w konstrukcji płatow ca. 
Zakłada się, że wszystkie manewry wykonywane będą z prędkością mniejszą 
od prędkości ew olucyjnej, a więc nie zachodzi obaw a uszkodzenia p łatow ca na­
wet w przypadku krytycznej niesprawności układu sterowania. Przewiduje się 
zastosowanie ’’ otw artej” struktury sprzętowej i program owej um ożliw iającej 
dalszy rozw ój systemu.

Latające laboratorium  dydaktyczne będzie m ogło być w ykorzystane do w y­
konania następujących ćwiczeń (eksperym entów ):

• pom iar osiągów statycznych sam olotu, określenie stanów rów nowagi, 
w pływ konfiguracji sam olotu na jeg o  osiągi, itp .,

• określenie podstaw ow ych param etrów stateczności statycznej i sterow ­
ności sam olotu w ruchu sym etrycznym  i bocznym ,
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Rys. 2. Schemat pokładowej sieci komputerowej zastosowanej w samolocie ’’ Cessna 
Citation II” Uniwesytetu w Delft [12] oraz przykład obrazow generowanych na 

ekranach pokładowych samolotu ’’ Jetstream 100” Uniwersytetu w Cranfield ([21],
u dołu)
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• identyfikacja charakterystyk dynam icznych sam olotu i jeg o  m atem atycz­
nego m odelu,

• badanie jakos'ci sterowania autom atycznego dla różnych praw sterowa­
nia oraz różnych wlasciwos'ciach elem entów tego układu (np. czujników 
pom iarow ych, m echanizm ów wykonawczych, itp .),

• ocena funkcjonalności dyrektywnych wskaźników pilotażow ych działają­
cych wg zadanych praw skalowania,

• odległościow e ręczne sterowanie sam olotem  przy p om ocy  m inisterownicy 
bocznej, działającej wg założonych praw sterowania,

• m odelow anie i ocena właściwości sam olotu opisanego założonym  m ode­
lem m atem atycznym  (np. zachowanie się sam olotu niestatecznego sta­
tycznie lub dynam icznie),

• ocena właściwości pilotażow ych m odelow anego sam olotu wg um ownej 
skali Coopera-IIarpera lub na podstawie pom ierzonych param etrów  ru­
chu sam olotu.

W ym ienione pow yżej zadania będą m ogły być poszerzone o  badania właś­
ciwości sam olotu pilotow anego przy pom ocy sterownicy klasycznej, jeśli za­
stosowany zostanie dodatkow y układ symulacji sił na sterownicy. Rozwiązanie 
takie w ym aga ingerencji w podstaw ow y układ sterowania sam olotem  ’’ M ew a” 
i będzie celowe, jeśli funkcje sam olotu poszerzone zostaną o zadania badawcze.

3. Projekt układu sterowania

N ajważniejszym  systemem sam olotu PZL M 20 ’’ M ew a” podlega jącym  m o­
dyfikacji jest układ sterowania sam olotem . Przyjęto założenie, że w ykorzy­
stane będą elem enty i zespoły cyfrow ego autopilota, A P C -1P  stosow anego w 
tym  sam olocie [16,17], co  pozw oli uniknąć wprow adzania jakichkolwiek zmian 
w konstrukcji płatow ca. Zabudow a kom putera, dodatkow ych czujników  p o ­
m iarowych oraz elem entów sterujących i sygnalizacyjnych nie będzie miała 
wpływu na cechy użytkowe sam olotu.
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3.1. Projekt sprzętowy

Podstaw ow e rozwiązania zm odyfikowanego układu sterowania sam olotem  
ilustruje schemat blokow y na rys.3.
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Rys. 3. Schemat blokowy pokładowego komputerowego systemu sterowania 
samolotem oraz przetwarzania i gromadzenia danych pomiarowych

Centralnym  elementem układu jest kom puter pokładow y współpracujący 
z autopilotem  A P C -1P  i w yposażony w szereg specjalistycznych m odułów  we­
jśc ia /w y jśc ia  zapew niających integrację systemu. Organy sterowania sam olo­
tem  w ychylane są przez m echanizm y wykonawcze ( M W x , gdzie x  oznacza 
odpow iednio sterowanie w kanale lotek L , steru kierunku V , steru w ysoko­
ści / / ,  trym era steru wysokości T )  oraz opcjonalnie mechanizm w ychylający 
klapy w yporow e K  dla uzyskania m ożliwości bezpośredniego sterowania siłą 
nośną). M echanizm y wykonawcze wyposażone są w nadmiarowe sprzęgła bez­
pieczeństwa ograniczające wielkość przekazywanego m om entu (pilot m oże za­
wsze w ychylić sterownicę, niezależnie od  działania autom atu) oraz elektrom a­
gnetyczne sprzęgła S  od łączające m echanizm  napędowy od  układu sterowania 
na każde polecenie pilota bezpieczeństw a nadzorującego przebieg lotu. M e­
chanizm y wykonawcze zasilane są ze wzm acniaczy m ocy W x ,  które dekodują

34 — Mechanika w lotnictwie
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sygnały sterujące generowane przez kom puter i transm itowane poprzez m oduł 
w yjść cyfrow ych W Y C . Podstaw owe param etry lotu mierzone są przy p o ­
m ocy  przyrządów  pokładow ych współpracujących z autopilotem  (sztuczny ho­
ryzont, g iroskopow y wskaźnik kursu, odbiorniki V O R /IL S  oraz korektor w yso­
kości m ierzący odchyłkę wysokości barom etrycznej od  wartości początkow ej)
i przetwarzane w zespołach autopilota  na postać dogodną do transmisji. D o ­
datkowo przewiduje się zastosowanie zespołu czujników m ierzących param etry 
aerodynam iczne (prędkość i wysokość lotu oraz kąty natarcia i ślizgu) oraz 
param etry kinem atyczne ruchu (prędkości kątowe ruchu oraz przyspieszenia 
liniowe względem  trzech osi układu związanego z sam olotem ). M oduł standa­
ryzacji dostosow yw uje sygnały wyjściowe czujników do wym agań kart w ejścio­
wych kom putera, w szczególności zawiera przetworniki analogowo-cyfrow e.

Pilot-eksperym entator wykonujący lot pom iarow y m oże w łączyć stero­
wanie autom atyczne lub sterować sam olotem  ręcznie przy p om ocy  ministe- 
rownicy bocznej, za pośrednictwem  kom putera sterującego oraz ewentualnie 
w ykorzystując wskazania dyrektyw nego wskaźnika pilotażow ego F D .  Ste­
row nica klasyczna (wolant lub centralny drążek sterow y) może być opcjon al­
nie zabudow ana pod  warunkiem zastosowania układu symulacji sił co prze­
widuje się do realizacji w dalszej kolejności. Przebieg lotu nadzoruje pilot 
bezpieczeństw a, który posiada wszystkie inform acje o aktualnym stanie sy­
stemu (S Y G N A L IZ A C J A ), ustala m od pracy i param etry układu sterowa­
nia oraz m a m ożliwość bezzw łocznej ingerencji w przebieg lotu (S T E R O ­
W A N IE ), m.in. poprzez natychm iastowe odłączenie sprzęgieł m echanizm ów 
w ykonaw czych i przejęcie sterowania sam olotem  przy p om ocy  klasycznego 
m echanicznego układu sterowania. O bserw atorzy (studenci) podczas lotu 
dysponują m onitorem  (ze względu na wielkość kabiny i układ foteli m ożliwa 
jest jednoczesna obecność 4 pasażerów, którzy m ogą obserwować jeden m o­
nitor) oraz klawiaturą, co pozw ala na bieżące m onitorowanie przebiegu lotu 
oraz um ożliwia m odyfikację sparam etryzowanych program ów obliczeniow ych
i sterujących. W szystkie dane pom iarow e rejestrowane są w sposób ciągły w 
celu poddania ich późniejszej szczegółowej analizie po zakończeniu lotu pom ia­
rowego.

Uzyskanie założonych właściwości funkcjonalnych latającego laborato­
rium m ożliwe będzie pod  warunkiem zastosowania zespołów  o odpow ie­
dnich param etrach. Poniżej zestawiono podstaw ow e wym agania dotyczące 
najważniejszych elem entów systemu:

• kom puter sterujący klasy IBM  386 /486  (laptop ) z barwnym  m oni­
torem  ciekło-krystalicznym  w yposażony w specjalizowane m oduły we­
jścia /w yjścia ., w tym  porty  transmisji szeregowej i równoległej,
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• m oduł standaryzacji i przetwarzania sygnałów (w  tym  przetworniki 
analogow o-cyfrow e i cyfrow o-analogow e) zapew niające co najm niej 10- 
b itow ą dokładność transmisji danych; zakłada się stosowanie typow ych 
protokołów  transmisji R S -232/432  oraz lotniczych standardów A R IN C  
429 /629 ,

• układy pom iarow e pow inny zapewnić pom iar położenia kątow ego sa­
m olotu  oraz w ychylenia organów sterowania z dokładnością 0 .1°, pręd­
kości kątow ych z dokładnością 0 .05 °/s , przyspieszeń liniowych (błąd 
<  0.1 m /s 2), prędkości lotu z dokładnością 0.5 m /s  oraz pom iar ba- 
rom etrycznej wysokości lotu z dokładnością rzędu 10 m,

• m echanizm y wykonaw cze (elektrom echanizm y) powinny zapewnić wy­
chylanie płaszczyzn sterow ych z prędkością większą od  100° /s  przy stałej 
czasowej inercji mniejszej od  0.1 s; konieczny jest pom iar położenia 
kątow ego w celu realizacji różnych wariantów sprzężeń zwrotnych (p o ­
zycyjne, prędkościow e),

• m inisterownica boczna  powinna posiadać m ożliwość regulacji wielkości 
sił n iezbędych do je j wychylania.

3.2. Projekt oprogramowania

O rzeczywistych charakterystykach użytkowych latającego laboratorium  
decydow ać będzie jakość oprogram ow ania kom putera pokładowego.

D o najważniejszych właściwości projektow anego oprogram owania należy 
zaliczyć:

• realizacja obliczeń w czasie rzeczywistym , w szczególności konieczność 
repetycji obliczeń sterujących z częstością min. 20 razy na sekundę,

• w spółpraca ze specjalizowanym i układami w ejścia /w yjścia  z w ykorzysta­
niem wektora przerwań procesora; w szczególności najw yższy priorytet 
przerwań wykorzystany jest do awaryjnego odłączenia m echanizm ów w y­
konawczych od  układu sterowania sam olotem ,

• zapewnienie wysokiej niezawodności działania algorytm ów  sterowania, 
poprzez rozbudow ę program ów  diagnostycznych, nadzorujących oraz 
procedur obsługi działań awaryjnych,

• generowanie sygnalizacji i ostrzeżeń oraz graficznej prezentacji param e­
trów  lotu na ekranie m onitora,
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• grom adzenie danych w pamięci masowej kom putera z okresowym  kopio­
waniem je j na m agnetyczne nośniki inform acji.

W  projektow aniu oprogram owania wykorzystane będą już wcześniej opra­
cowane procedury [16] oraz praktyczne doświadczenia zgrom adzone podczas 
budow y i badań cyfrow ego autopilota A P C -1P  [17]. O pracow ano prak­
tyczne m etody diagnostyki cyfrowych układów sterowania [3] oraz procedury 
podnoszące poziom  bezpieczeństw a stosowania złożonych pokładow ych syste­
m ów  sterowania [19].

4. Wybrane obliczenia projektowe

Z punktu widzenia stopnia złożoności funkcji realizowanych przez latające 
laboratorium  najistotniejsze są procedury generujące sterowanie sam olotem  w 
taki sposób , aby uzyskać założone właściwości sam olotu jako obiektu dyna­
m icznego. Ze względu na uzyskiwane rezultaty wyróżnić m ożem y dwie grupy 
algorytm ów  sterujących:

• m odyfikacja  charakterystyk dynam icznych sam olotu poprzez stosowanie 
dodatkow ych sprzężeń zwrotnych i filtrów form ujących w układzie ste­
rowania,

• uzyskanie właściwości dynam icznych sam olotu badaw czego prawie iden­
tycznych z m odelem  opisującym  dynamikę dow olnego sam olotu.

Pierwszy sposób  postępow ania przedstawiony jest w pracy [20] i nie będzie 
tu ta j omawiany. W  drugim przypadku należy zastosować takie sterowanie 
adaptacyjne, aby reakcja rzeczywistego sam olotu była zgodna z założonym  
m odelem  (sterowanie wg m odelu, ang. M R A S -  M odel-Reference A daptive 
System [1,15]). W  niniejszej pracy w ykorzystano tzw. bezpośrednie sterownie 
wg m odelu, które prowadzi do poszukiwania wektora w spółczynników  P  na 
drodze m inim alizacji funkcji kosztu I ( P )  dla skończonego horyzontu obser­
wacji T.

Dla zlinearyzowanej wersji opisu m odelow anego obiektu, sam olotu i układu 
sterowania, zadanie sterowania wg modelu m ożna zapisać w postaci związków:

—  m odel:
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—  sam olot:

^  =  A z +  B<$ z (0 ) =  z 0 v = C z  (4 .2 )

—  układ sterowania:
1C

—  = E£ -f Ku +  Le £(0) =  So e — y -  v (4 .3 )

gdzie:
x(t) -  wektor stanu m odelow anego obiektu,
z ( t ) -  wektor stanu sam olotu sterowanego wg m odelu,
6 {t ) -  wektor sygnałów sterujących sam olotem  (wychylenie płasz­

czyzn sterow ych), 

u(t) -  zadane sterowanie m odelow e (wym uszenie zewnętrzne), 
y(t) -  wektor sygnałów w yjściow ych modelu, 
v(t) -  wektor sygnałów w yjściow ych sam olotu, 
e { t )  -  wektor błędów  sterowania sam olotem .

Jakość sterowania wg m odelu oceniana jest przy pom ocy  funkcji kosztu 
dla skończonego horyzontu obserwacji T :

T

I t  =  J ( e TQe +  6TRS) dt (4 .4 )
o

M acierz współczynników  P =  [K L] opisujących sterowanie wg m odelu 
obliczana jest na drodze bezpośredniej m inimalizacji funkcjonału (4 .4 ) przy 
uwzględnieniu ograniczeń wynikających z technicznej realizacji układu stero­
wania:

P opt <£> min { I r }

P 6  (P mimPmax) “  ograniczenie wartości współczynników, 
real(A2) <  0 -  warunek stabilnosci zam kniętego systemu:

sam olot-uklad sterowania, 
gdzie A i -  wartości własne macierzy stanu S zam kniętego układu stero­

wania w ynikającej z przekształceń w zorów  (4 .1 ) (4 .3 ):

A B
-L C  E

(4 .5 )

O bliczenia wartości funkcji kosztu I r  m ożna dokonać dla niezerowych 
warunków początkow ych  w równaniach (4 .1 )-f(4 .3 ) (będzie to przypadek sta­
bilizacji stanu) lub dla założonego sterowania u(l)  co  odpow iada zagadnieniu
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Rys. 4. Schemat obliczeń projektowych w celu syntezy sterowania samolotem 
badawczym zgodnie z zasadą ’’ sterowania wg modelu”
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nadążania. W  om awianym  problem ie sterowania wg modelu wykorzystane 
zostanie zdeterm inowane sterowanie u (t)  polegające na program ow ym  w y­
chylaniu sterów aerodynam icznych sam olotu m odelow anego wzorem  (4 .1 ).

Zasadę bezpośredniego sterowania wg modelu oraz sposób realizacji obli­
czeń projektow ych  ilustruje rys.4 na przykładzie bocznego ruchu sam olotu.

SUKA ddeltaV INERCJA OGR_ PREDK_ SILNIK 0GR_ WYCH_

SUMA ddeltaV INERCJA OGR_ WYCH_

Rys. 5. Scliematy blokowe mechanizmów wykonawczych układu sterowania

Istotą sterowania wg m odelu jest w ybór takich właściwości układu ste­
rowania lata jącego laboratorium  (blok 1) reprezentowanych przez wektor 
w spółczynników  w zm ocnienia PP  regulatora (blok 16), aby m inim alizować 
różnicę pom iędzy sygnałami w yjściw ym i rzeczywistego sam olotu a reakcją m a­
tem atycznego m odelu dow olnego obiektu latającego (blok 5) na identyczne 
wychylenie organów sterowania. Z punktu widzenia pilota sterującego sa­
m olotem  badaw czym  będzie on miał właściwości m odelow anego obiektu. W  
program ie obliczeniow ym  realizowanym przy p om ocy  pakietu M A T R IX x  [11]
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Rys. 6. Porównanie reakcji latającego laboratorium M20 ’’ Mewa” (krzywe {M }) na 
wychylenie steru wysokos'ci z wyłączonym układem sterowania ” wg modelu” (rys.a) 

oraz z działającym układem sterującym wg modelu samolotu An-28 
(rys.b -  V  =  35.8 m /s, H — 0 -  krzywe {A }  oraz rys.c -  V — 106.4 m /s, H — 3 km

-  krzywe { C } )  i samolotu F-18A (rys.d -  V =  68 m /s, H =  0 -  krzywe {F }

wychylenie lotek (bloki 7 i 8 ) oraz steru kierunku (bloki 98 i 99) opisano tra­
pezow ym  sygnałem  o czasie narastania i spadku równym  1 sek i jednostkow ej 
wartości ustalonej trwającej 4 sek. Kwadraty sygnałów sterujących (deLL
i del_V) oraz różnic sygnałów wyjściow ych (d_beta, d .p  i d J i) m nożone są 
przez współczynniki wagi macierzy Q (w bloku 95 sym bol %Q oznacza macierz 
blokow ą składającą się z m acierzy Q i R w ystępujących we wzorze (4 .4 )) i po 
scalkowaniu (blok 93) reprezentują wartość funkcji kosztów sterowania I ( t ) .  

O ptym alnych w spółczynników  wzm ocnienia regulatora (16) poszukuje się p o ­
przez m inim alizację funkcji kosztu dla skończonego przedziału obserwacji T, 
tj. op tim u m (P P )<£> m in {J (T )}  (w  obliczeniach przyjęto T  =  20 sek, a sym bol 
% P P  oznacza macierz blokow ą zaw ierającą macierze K i L). Istotny wpływ na 
w ybór w spółczynników  wzm ocnienia oraz końcowe efekty sterowania posiadają  
właściwości m echanizm ów wykonawczych w ychylających płaszczyzny sterowe
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(super-blok 15). Dwie wersje realizacji mechanizm ów wykonawczych przed­
staw iono na rys.5.

W  opracowaniu [18] przedstawiono wyniki sym ulacji podłużnego ruchu sa­
m olotu badaw czego dla przypadku bezinercyjnych (idealnych) m echanizm ów 
wykonawczych; rys.6 prezentuje wyniki symulacji uwzględniającej całkujące 
właściwości m echanizm ów wykonawczych stosowanych w autopilocie A P C -1P , 
inercję elektrom echanizm ów oraz ograniczenia prędkości i kątów wychylania 
sterów aerodynam icznych. Obserwować m ożna bardzo dobrą zgodność reakcji 
na wychylenie steru wysokości Se  latającego laboratorium  i m odelow anych 
sam olotów  An-28 i F18A.

Bardziej złożona dynam ika sam olotów  w ruchu bocznym  pow oduje, że ste­
rowanie wg m odelu w niektórych przypadkach nie zapewnia ’’ idealnej” zgod ­
ności reakcji lata jącego laboratorium  i m odelow anego sam olotu.

R ys.7 przedstawia wyniki symulacji dla sam olotu An-28 (lewa kolum na) 
z zastosowaniem całkującego (prędkościowego) mechanizmu w ykonaw czego. 
Bardzo dobrą zgodność uzyskano dla małej prędkości lotu, natom iast dla konfi­
guracji przelotowej kąt ślizgu f3 oraz prędkość kątow a przechylania p  różnią się 
w sposób widoczny. Jakość sterowania m ożna popraw ić zm ieniając właściwości 
mechanizmu w ykonawczego na proporcjonalno-całkujące (ster. P I), co obra ­
zuje porównanie wyników sym ulacji dla sam olotu F-4 (prawa kolum na na 
rys.7). W  tym  przypadku dobierane są współczynniki proporcjonalności PP 
(blok 16) i współczynniki akcji całkującej K  (blok 92). Dalszą praktyczną 
popraw ę jakości sterowania wg modelu uzyskać m ożna m odyfikując macierz 
wagową Q, która dobierana jest w sposób arbitralny.

5. Uwagi końcowe

Edukacja inżynierów lotnictw a wym aga stosowania efektywnych p om ocy  
dydaktycznych. Latające laboratorium  mechaniki lotu , wyposażenia pokła­
dow ego i pokładow ych system ów sterowania bazujące na będącym  w dyspozy­
cji Politechniki Rzeszowskiej sam olocie PZL M20 ’’ M ew a” byłoby pierwszym  
tego typu w kraju. Dotychczasow e doświadczenia praktyczne zespołu Zakładu 
System ów Sterowania PR z oraz wykonane obliczenia i sym ulacje kom puterowe 
pozw alają  ocenić, że realizacja prezentowanego projektu jest m ożliwa i nie 
wiąże się z nadmiernymi kosztam i. Korzyści ze stosowania w dydaktyce rze­
czywistego  sam olotu w ykonującego rzeczywiste loty  pom iarow e, dysponującego 
m ożliwością m odyfikacji jego  charakterystyk dynam icznych w szerokim zakre­
sie, jest oczyw ista. Niestety, często absolwent lotniczego wydziału nie miał



538 A . T o m c z y k

Rys. 7. Symulacja reakcji modelowanego samolotu (linia ciągła) oraz latającego 
laboratorium (linia przerywana) na trapezowe wychylenie lotek i następnie steru 

kierunku (deIV i delL oznaczają wychylenia płaszczyzn sterowych samolotu
badawczego)

m ożliwości wykonania lotu nawet w charakterze pasażera. Istotną p om ocą  
stanowią tu ta j sym ulatory lotu, ale jak wspom niano wcześniej, fundam entalną 
wartos'cią eksperym entu jest jego  realizm (patrz np. [13]). Przodujące w Eu­
ropie uniwersytety lotnicze (np. w Delft i Cranfield) od  lat stosują lata jące 
laboratoria jako istotny element inżynierskiej edukacji.

Rozwinięciem  idei zbudowania latającego laboratorium  dydaktycznego jest 
projekt sam olotu badaw czego przeznaczonego do prowadzenia badań i szkole­
nia pilotów  dośw iadczalnych [20]. Również to zadanie jest całkowicie realne; 
jeśli m am y poważnie traktować perspektywę istnienia i rozw oju  przemysłu 
lotniczego opracow anie takiego sam olotu (lub sam olotów ) jest konieczne.
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PZL M 20 ” Mewa” Flight Control System Modification Project
alias

Flying Laboratory for Flight Mechanics and Flight Control Systems
Teaching

Summary

The world o f aeronautics technology, avionics and flight control systems is chan­
ging fast; the question is, how do teaching systems keep up? The development of 
technology for advanced automatic flight control systems as needed for precise flight 
control in all phases o f flight is not possible if it is based only on theoretical studies 
and computer simulations. It is essential to evaluate and demonstrate new design pro­
cedures and control algorithms in a real flight. The next problems are the dynamics 
performance and handling quality o f modern aircraft, which are often non-typical 
as well. It is necessary to demonstrate true possibilities of aircraft during special 
test/teaching flights.

In the paper, the principles of the flying laboratory (In-Flight Simulator) struc­
ture are presented. The simulator has been adopted to the real-time simulation of any 
flying object properties for given dynamic and handling performance. The modifica­
tion o f the properties o f the PZL M20 ” Mewa” aircraft used as a flying simulator can 
be obtained by employing a specialized digital automatic flight control system using 
the principle o f ’’ model following control system” . It means that model properties of 
an aircraft are obtained in the way of simultaneous computer simulation of modelled 
object dynamic, and active steering of an aircraft.

This paper provides the reader with a general overview of the project, along with 
hardware realization ideas and some design calculations.
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D Y N A M IK A  TRÓ JFAZO W EG O  N A P R O W A D ZA N IA  R A K IE T
DO CELU

R y s z a r d  V o g t

Wydział MEiL Politechniki Warszawskiej

Celem badań było opracowanie koncepcji ataku z górnej sfery celów 
opancerzonych przy użyciu rakietowych przeciwpancernych pocisków 
kierowanych. Większość stosowanych układów sterowania rakietami 
przeciwpancernymi, niezależnie od stopnia automatyzacji sterowania, 
umożliwia naprowadzanie rakiet do celu według tzw. metody trzech 
punktów tj. w taki sposób, aby rakieta podczs całego sterowanego lotu 
znajdowała się na linii stanowisko sterowania i celu.
Taka metoda sterowania charakteryzuje się bardzo prostym algorytmem 
nawigacji, a do jej realizacji wymagana jest tylko informacja o kątowym 
odchyleniu rakiety od celu mierzonym na stanowisku sterowania. Nie 
zachodzi zatem potrzeba pomiaru odległości rakiety od celu.
Wadą tej metody w zastosowaniu do zwalczania czołgów z ziemi jest 
fakt, że lot rakiety jest płaski. W związku z tym biorąc pod uwagę 
sytuację na polu walki, najbardziej prawodopodobne jest trafienie czołgu 
od czoła. Ze względu na bardzo silne opancerzenie tej części taki atak 
współczesnych czołgów staje się coraz mniej skuteczny. Stąd powstała 
koncepcja, aby czołgi zwalczać w taki sposób, aby rakieta trafiała go 
w górną stosunkowo najmniej opancerzoną powierzchnię, co umownie 
nazwano atakiem 2  górnej sfery.

1. Koncepcja naprowadzania przeciwpancernych pocisków 
kierowanych z górnej sfery

Przedstawiona koncepcja  zakłada, że proces naprowadzania podczas ataku 
z górnej sfery nie w ym aga zmian w konstrukcji pokładow ej aparatury sterują­
cej istniejących rakiet. Tak więc zmiana funkcji sterujących podczas ataku 
z górnej sfery dotyczyć będzie zmian aparatury naziemnej układu sterowania. 
Jednocześnie należy zachować m ożliwość ataku według dotychczasow ej m etody 
’’ trzech punktów ” .

W arunkiem skuteczności ataku z górnej sfery obok  trafienia, jest zapew ­
nienie dostatecznie dużego kąta uderzenia (3U (ry s .I ).
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Tak więc przy określonych dla danego typu rakiet właściwościach dyna­
m icznych systemu naprowadzania, atak zapew niający odpow iednio duży kąt 
uderzenia f3u musi się od być z dostatecznie dużej wysokości. Zatem  dla za­
pewnienia możliwie malej minimalnej odległości ataku z górnej sfery, rakieta 
po starcie pow inna w możliwie krótkim  czasie nabrać odpowiedniej w ysoko­
ści. Następnie po  uzyskaniu pułapu wym aganego dla ataku z górnej sfery, 
odbyw a się przelot na stałej wysokości do punktu, w którym  nastąpi atak 
um ożliw iający trafienie celu w górną jego  powierzchnię.

Stąd w całym  procesie naprowadzania rakiety um ożliw iającym  atak z gór­
nej sfery, m ożna wydzielić trzy fazy: fazę wznoszenia, fazę przelotow ą i fazę 
ataku (ry s .l ) .

1.1. Start i faza wznoszenia

Start rakiety i w ybór ataku z górnej sfery powinien się od być po  w ykryciu 
celu i ocenie, że atak z górnej sfery jest m ożliwy, tj. że cel znajduje się w 
strefie skutecznego ataku. Strefa ta ograniczona jest: granicą dalszą i granicą 
bliższą (rys.2).

G ranica dalsza wynika z m aksym alnego zasięgu np. w przypadku przeciw ­
pancernych pocisków  kierowanych sterowanych przew odow o zasięg ten będzie 
zależał od  długości przew odów . Granica bliższa to minimalna od ległość przy 
której m ożliwy jest atak z górnej sfery, a więc od ległość niezbędna dla wznie­
sienia się rakiety na pułap skuteczny a następnie wykonanie z tego pułapu 
ataku z pom inięciem  fazy przelotu (rys.2).
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Rys. 2. Strefy skutecznego ataku podczas naprowadzania z górnej sfery oraz metodą
trzech punktów

Granica bliższa podczas ataku z górnej sfery jest większa (zna jdu je  się 
dalej od  w yrzutni) niż odpow iednia granica podczas konwencjonalnego napro­
wadzania według m etody trzech punktów. Tak więc strefa skutecznego ataku 
z górnej sfery jest mniejsza niż dla strzelań konwencjonalnych, przede w szy­
stkim w zakresie małych odległości do celu. M oże więc być taka sytuacja , że 
cel znajduje się bliżej od granicy bliższej um ożliwiającej atak z górnej sfery, 
ale jeszcze w granicach skutecznego ataku według m etody trzech punktów . W  
takiej sytuacji oczyw iście należy zrezygnować z ataku z górnej sfery i w ybrać 
atak m etodą  trzech punktów . W  związku z tym , że decyzja taka w ym aga p o ­
miaru odległości do celu i odpow iedniej oceny, funkcje te należy realizować w 
sposób autom atyczny i odpow iednim  sygnałem inform ować operatora o  decyzji 
co  do celowości startu i w yboru  sposobu naprowadzania.
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W  wyniku przeprowadzonych badań należało m .in.:

• w yznaczyć struktury i param etry sterowania we wszystkich fazach lotu 
zapew niających wym aganą skuteczność naprowadzania pocisku do celów 
ruchom ych w całym m ożliwym  zakresie warunków strzelań;

• sprawdzić skuteczność opracowanej koncepcji przy zastosowaniu do 
istniejących pocisków  przeciwpancernych.

Rozwiązanie tych  zadań wym agało zbudowania odpow iedniego m odelu 
cybernetycznego um ożliw iającego przebadanie całościowych -  system owych
-  właściwości procesu naprowadzania rakiety według przyjętej koncepcji z 
uwzględnieniem różnych warunków strzelań. Dokładność badań cyfrowych 
zależy od  dokładności m odelow ania. Zbudowany m odel systemu opisywał 
m ożliwie dokładnie wszystkie relacje zachodzące m iędzy elementami systemu 
naprowadzania w różnych jego  fazach, uwzględniał złożoność strukturalną ele­
m entów  w tym  szczególnie nieliniowość i niestacjonarność (od  zmiany m asy) 
rakiety jako obiektu sterowania, a także wpływ na cały system otoczenia w 
tym  atmosfery.

O bok opisu struktury, na wyniki badań istotny wpływ m ają  parametry, 
a więc wartości liczbow e opisujące system . N iezbędnym  warunkiem uzyska­
nia dokładnych wyników badań jest wprowadzenie do m odelu kom pletnych i 
w iarygodnych wartości param etrów systemu w tym  charakterystyk aerodyna­
m icznych i m asow ych rakiety, zm iany ciągu w czsie i w różnych tem peraturach 
otoczenia. W arunek ten w tych badaniach udało się spełnić dzięki odpow ie­
dniej analizie wyników badań kontrolnych badanych rakiet.

Na rys.3 przedstaw iono schem at logicznej sieci działań program u sym u­
lacji trójfazow ego systemu naprowadzania rakiety do celu z uwzględnieniem 
możliwości jego  ruchu w dowolnie zadanym  kierunku Wc i Vc.

2. Cel i m etody badań

3. Algorytmy sterowania

W  przyjętej koncepcji sterowania w yodrębniono trzy fazy: fazę wznoszenia, 
fazę przelotow ą i fazę ataku (r y s .l ) . W  fazie wznoszenia sterowanie wysokością 
pow inno pow inno um ożliw ić wejście rakiety na zadany pułap, a w fazie prze­
lotow ej -  lot rakiety na zadanej wysokości do punktu toru, zapew niającego 
najlepsze warunki ataku. Cel sterowania kierunkiem lotu rakiety (w  kanale
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odchylenia) w obu fazach jest jednakow y, mianowicie zapewnienie lotu w 
płaszczyźnie kursowej pokryw ającej się z linią stanowisko sterowania -  cel. 
Sterowanie w fazie ataku pow inno zapew nić trafienie rakietą do celu w jego  
górną pow ierzchnię przy możliwie największym  kącie uderzenia /3U.

Realizacja tych celów w ym aga zastosowania algorytm ów  i wartości param e­
trów  sterowania różnych nie tylko dla poszczególnych faz, ale również kanałów 
sterowania. Tak więc niezbędne jest zastosowanie sterowania adaptacyjnego 
zarów no w odniesieniu do param etrów , jak i struktur.

3.1. Algorytm y i parametry sterowania w kanale pochylenia w fazie wzno­
szenia (I)

Podczas fazy wznoszenia trwającej od  startu do osiągnięcia przez rakietę 
zadanej wysokości II z, rozwiązanie zadań związanych ze sterowaniem sprowa­
dzono do wyznaczenia odpow iednich warunków początków  tj. początkow ego 
kąta 0 o  pochylenia trajektorii lotu dzięki odpow iednim  nastawom prowadnicy 
w yrzutni, a następnie sterowaniem lotem  wznoszącym  rakiety do zadanej w y­
sokości IIz p o  trajektorii m inim alizującej czas i odległość lub m inim alizującej 
straty energii. D odatkow o nałożono na kształt trajektorii wznoszenia waru­
nek, aby zadaną wysokość uzyskała, rakieta przy kącie pochylenia 0  =  0, a 
więc na wierzchołkowej toru wznoszenia. Spełnienie tego warunku um ożliwia 
przejście do fazy przelotowej bez zakłóceń i związanych z tym  przeregułowań 
wysokości.

M inim alizacja czasu i odległości wznoszenia jest niezbędna podczas strze- 
lań do celów  znajdujących  się w małych odległościach od  wyrzutni w chwili 
spotkania rakiety z celem. M inim alizację odległości strzelania uzyskuje się w 
warunkach, w których rakieta startuje pod  dużym  kątem 0 o , a następnie 
pod  działaniem sterowań w dół pow odującycli maksymalne zakrzywienie toru, 
wchodzi na wierzchołkową w minimalnym czasie. Zależność m iędzy kątem  0 o, 
a w ysokością H z przy m aksym alnych sterowaniach przedstawiono na rys.4.

Uzyskanie maksym alnej odległości strzelania wym aga wejście na żądaną 
w ysokość IIz pokryw ającą  się z wierzchołkową przy m inim alnych sterow a­
niach, a więc po  torze zbliżonym  do batalistycznego.

Na podstaw ie badań kilku wersji algorytm ów  stwierdzono, że takie warunki 
lotu  zapew niają  funkcje opisujące:

—  sygnał uchybu

s p =  0 , - 0
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Rys. 4. Wpływ wysokości Hz na kąt uderzenia (3U oraz minimalna Hmm 
i maksymalna X max odległość strzelania

-  sygnał sterujący

A p = kp ( e p + Tpj —j £  ̂

gdzie:
Q z =  0 -  zadana wartość kąta lotu, 
kp,T pf  -  param etry regulatora typu PD .

3.1.1. Algorytmy i parametry sterowania w kanale pochylenia w fazie przelotowej

Sterowanie w tej fazie w kanale pochylenia spełnia proste funkcje stabili­
zujące wysokości lotu II na zadanej wartości IIZ. Stąd algorytm y sterowania 
m ają  postać:
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a param etry regulatora PD z kom pensacją ciężaru przyjm ują wartości: 

kp =  0.05 4- 0.1 Tp/ =  l 4 - 2 s  Ac =  0 .4 4 -0 .6

3.1.2. Algorytmy i parametry sterowania w kanale odchylenia w fazach wznoszenia i 
przelotowej

Zadaniem  sterowania pociskiem  w obu tych fazach jest zapewnienie lotu 
pociskiem  w płaszczyźnie celowania tj. płaszczyźnie pionowej przechodzącej 
przez stanowisko sterowania i cel. Zapew niają to  algorytm y sterowania:

=  Xc>r -  Yg

K 0 =  k0 ( e 0 +  T0j - ^ )

gdzie:
Xo ~ kąt sferyczny opisujący odchylenie płaszczyzny celowania

od osi X g układu ziemskiego,

r -  odległość rakiety od  stanowiska sterowania,
Yg -  w spółrzędna położenia pocisku w układzie ziemskim,
k0, T0j  -  param etry regulatora, k0 =  0.05 4- 0.1, T0j  =  0.5 4- 1 s.

3.1.3. Algorytmy i parametry sterowania w fazie ataku w kanałach pochylenia i od­
chylenia

W  fazie ataku realizowane są główne założenia problemu spotkania z ce­
lem. Prow adzone badania wykazały, że najbardziej skuteczne naprow adza­
nie rakiety do ruchom ego celu uzyskuje się przy algorytm ach sterowania 
realizujących w przybliżeniu zasadę tzw. proporcjonalnego zbliżania:

-  w kanale pochylenia

. dp,p dO \ 
dt dt '

-  w kanale odchylenia

r. d/.ip dO  \ 
dt dt ' 

gdzie:
ka -  w zm ocnienie sterowania, ka =  2,
K  -  współczynnik proporcjonalności, K  =  10 4- 20,
Hp,Ho -  kąty pochylenia i odchylenia linii rakieta-cel,
0 , 9  -  kąty pochylenia i odchylenia wektora prędkości V  ra­

kiety.

I\ p — ka y k
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4. Ważniejsze wnioski z badań

1. W łaściw ości dynam iczne i techniczne klasycznych przeciwpancernych p o ­
cisków kierowanych naprowadzanych m etodą 3 punktów , przy zapewnie­
niu odpow iednich sterowań, um ożlw iają zwalczanie celów opancerzonych 
z górnej sfery, w całym m ożliwym  zakresie ich ruchu.

Rys. 5. Naprowadzanie rakiety do celu ruchomego (Vc =  72 km/h, \PC =  —90°) 
z wysokos'ci Hz =  400 m (temperatura otoczenia T0 — +15°C)

2. O pracow ana koncepcja  naprowadzania zakłada, że konstrukcja pocisku 
oraz pokładow ej aparatury sterującej pozosta je  bez zmiany. Realizacja 
zdalnego naprowadzania pocisku do celu z górnej sfery wym aga:

-  pom iaru położenia celu oraz sterowanej rakiety,
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-  wytw orzenia i przesłania do pokładowej aparatury sterującej sygnałów 
sterujących lot pociskiem  w kolejnych fazach sterownia.

3. Skuteczność rażenia celu po  jeg o  trafieniu w górną powierzchnię zależy 
m .in. od  kąta uderzenia /?„, który jest równy kątowi pochylenia Ok 
trajektorii w m om encie trafienia. Kąt Ok, a więc i kąt uderzenia (3U 
dla danej rakiety, zależy od  sterowali w fazie ataku oraz wysokos'ci H z , 
z której rozpoczęto  atak (rys.4 ).

Rys. 6. Naprowadzanie rakiety do celu ruchomego (Vc =  72 km /h, !̂ c =  —90°) 
z wysokos'ci Hz =  400 m (temperatura otoczenia T0 =  — 40°C)

4. M inim alna odległość zwalczania celów X m;n podczas strzelań z gór­
nej sfery jest większa od minimalnej odległości możliwej do uzyskania 
podczas strzelań konwencjonalnych, tj. naprowadzania rakiety do celu 
m etodą  trzech punktów. Odległość ta podczas strzelań z górnej sfery 
zależy od  zadanego pułapu 77, (rys.4 ,5,6 ). W pływ  tem peratury otocze ­
nia na m inimalną odległość X m;n jest mały.

5. M aksym alna odległość strzelania X max z górnej sfery, do pewnej w yso­
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kości jest ograniczona tylko długością przewodów. M ożna więc przyjąć, 
że jest taka, jak podczas strzelań konwencjonalnych.

Przy większych wysokościach straty energii spow odowane wejściem ra­
kiety na zadany pułap IIz wyraźnie zm niejszają m aksym alny zasięg 
A " ,n a x  (rys.4).

W pływ  tem peratury otoczen ia  na maksymalną odległość strzelania jest 
mały -  praktycznie do pom inięcia.

Dynamics of Three-Phase Rocket Guidance

Summary

Papers deals with the concept o f  ground-to-ground attack o f  shielded tar­
get, by means o f  rockets guided from the upper hemisphere.

A  m ajority o f  the presently applied guidance systems, regardless o f  the le­
vel o f  autom atization, make use o f  the so called three-point m ethod, in which 
a rocket moves along the line between a control stand and an aim. T he di­
sadvantage o f  this m ethod is that an aim (for instance a tank), is usually 
attacked from  the front side, where it is well shielded and the attack is less 
effective. It is assumed that the aim is attacked from  the upper, less protected  
side.
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Politechnika Warszawska

Analizę sztywnościową, w zakresie liniowym, węglowo-epoksydowej lotki 
samolotu PZL 130 ’’ ÓRLIK” wykonano w oparciu o jej numeryczny 
model uzyskany przy pomocy pakietu programów MES firmy ALGOR. 
Otrzymane wyniki poddano weryfikacji eksperymentalnej i stwierdzono, 
że obiekt rzeczywisty ulega większym deformacjom niż wskazują na to 
rezultaty obliczeń. Przypuszcza się, że jednym z powodów rozbieżności 
są wartości stałych sprężystych materiałów użytych do budowy badanej 
struktury. Zostały one wyznaczone w sposób uproszczony oraz na pod­
stawie próbek nie pochodzących od producenta lotki, a więc mogą być 
niemiarodajne.

1. Wstęp

Przy wykorzystaniu tradycyjnych m etod obliczeniowych, analiza sztywnoś- 
ciow o-w ytrzym alościow a kom pozytow ych konstrukcji pólskorupow ych w y­
m aga znacznego nakładu pracy i często jest znacznie uproszczona co, ze wzglę­
dów bezpieczeństw a, prowadzi do ’’ przewym iarowania” konstrukcji. W edług 
wiedzy autorów krajow y przemysł lotniczy nie korzystał do tej pory z p o ­
m ocy  MES przy konstruowaniu kom pozytow ych zespołów  płatow cow ych. Za­
stosowanie MES usprawnia analizę, jednakże jej jakość zależy od  posiadanych 
danych m ateriałowych oraz doświadczenia w m odelowaniu złożonych struk­
tur kom pozytow ych . Dostępne odnośne publikacje zawierające weryfikację 
eksperym entalną obliczeń, dotyczą  zwykle stosunkowo prostych struktur i nie 
oferują m ożliwości zaznajom ienia się z doświadczeniem innych ośrodków  w 
tym  zakresie. Poniżej przedstawiono analizę sztywnościową węglowej lotki 
sam olotu PZL-110 ’’ O R LIK ” , wykonaną przy użyciu oprogram owania firm y
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A L G O R . Uzyskane rezultaty porów nano z wynikami pom iarów  dokonanych na 
rzeczywistym  obiekcie. M odel do obliczeń num erycznych został sporządzony 
w oparciu o dokum entację techniczną dostarczoną przez wytwórcę (D W L K K ).

2. Badany obiekt

Lotka została wykonana z kom pozytu węglowo-epoksydowego (powłoki i 
dźw igar) oraz szklano-epoksydow ego (żebra), przy użyciu m etody kontaktowej 
według dokum entacji [1], G abaryty lotki, oraz istotne inform acje dotyczące 
struktury, są zawarte na rys.l i 2 . Zbrojenie stanowiły tkaniny sym etryczne 
firmy Interglas 92141 (w ęglow a) i 92110 oraz 92125 (szklane), a spoiw o żyw ica 
epoksydow a L160 utwardzana utwardzaczem 260S według zalecanego cyklu 
cieplnego [2].

1935

Rys. 1. Geometria lotki

3. Analiza numeryczna

Liniowa analiza num eryczna została, przeprow adzona przy wykorzystaniu 
oprogram ow ania firmy A L G O R  [3], D o budow y m odelu użyto 2236 tzw. 
elem entów kom pozytow ych oznaczonych numerem 15 (5 stopni sw obody w 
każdym węźle: przemieszczenia u,v,w  oraz obroty  wokół osi x  i y ) będących  
trój i czterowęzłow ym i izoparam etrycznym i elementami opracowanym i w opar­
ciu o teorię płyt Kircholfa. Elementy te um ożliw iają m odelow anie ortotro- 
pow ych  struktur lam inarnych (do  20 warstw) o dowolnie obranym  kierunku 
zbrojenia  każdej z warstw.
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9 8 1 4 1 X

Rys. 2. Struktura wewnętrzna lotki

Przy budowie m odelu w prow adzono następujące uproszczenia:

• pom inięto lokalne zmiany grubości powłoki wynikające z konieczności 
łączenia tkanin (tzw . zakładki),

• zaniedbano skleiny,

• założono idealne ułożenie tkanin pod  względem kierunku zbrojenia,

• uproszczono połączenia metal-kompozyt, przez sprowadzenie elem entów 
m etalow ych do płaszczyzny żeber i zastąpienie ich płytkami o odpow ie­
dnio zm ieniającej się grubości.

D o analizy przyjęto poniższe dane materiałowe:

• dla kom pozytu  węglowego:

E x  =  E y  =  33380 M Pa

G x y  =  3300 M Pa x y  =  0.027
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• dla kom pozytu  szklanego:

E x  =  E y  =  225G0 M Pa

G x y  =  4200 M Pa x y  =  0.029

Przyjęty do analizy m odel, wraz z sym bolicznie zaznaczonym i warunkami 
brzegowym i (obciążenie i dopuszczalne przemieszczenia), jest przedstawiony 
na rys.3.

Rys. 3. Model lotki do analizy MES

4 . Próby sztywnościowe

Rysunek 4 przedstawia schem atycznie sposób obciążenia, pom iaru prze­
mieszczeń i utwierdzenia badanej lotki. Lotkę podparto w dwu skrajnych 
okuciach (zawiasach) oznaczonych sym bolam i A  i B  oraz okuciu C , prze­
znaczonym  do m ocow ania wyważenia masowego lotki. Okucie D , by o d ­
kształcić lotkę, obciążon o siłą Ps zm ieniającą się od  0 do 160 daN. Jako miarę 
odkształcenia przyjęto  przemieszczenia wi punktów położonych na krawędzi 
spływu. M ierzono je  w kierunku osi z czujnikami 1 — 6 . W  celu późniejszej 
korekcji wyników w yznaczono, przy pom ocy  czujników oznaczonych sym bo­
lami P i, P2, P3 i Pą przemieszczenia podpór. Pom iary przeprowadzano w 
tem peraturze pokojow ej.
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Rys. 4. Schemat utwierdzenia, obciążenia i pomiaru przemieszczeń

5. Wyniki

Obraz zdeform owanej lotki, obciążonej siłą Ps =  80 daN przedstawia rys.4. 
W ykresy na rysunkach 5-^7 obrazują obliczeniowe i zmierzone przemieszczenia 
Wi punktów pom iarow ych 1 4- 6 w zakresie Ps zm ieniającej się od  0 do 
160 daN.

6. Dyskusja wyników

W ykresy W{ =  f ( P s ) pokazane na rysunkach 5 4 1 0 , sporządzone w oparciu
o  wyniki pom iarów , uwidaczniają nieliniową charakterystykę sztyw nościow ą 
lotki. P odatność je j od  pewnej wartości obciążenia wzrasta. Jako wartość 
graniczną, we wszystkich przypadkach, m ożna przyjąć siłę Ps ^  80 daN 
poniżej której podatność jest w przybliżeniu stała. Przy tym  poziom ie 
obciążeń, po  raz pierwszy, zaobserwowano na pokryciu pojawienie się obszaru 
w którym  nastąpiła utrata stateczność i wystąpiło pole ciągnień. W raz ze
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1.13ED1
1. D3BBB
1.D0130 
D.90391 
0 . G 0 & 5 2  
0.1091H 
0.61115 
0.51431
0.4169B
0.319&
0.1243?
0.02144

Rys. 5. Deformacja lotki pod obciążeniem 80 dN

Siła Ps [N] Sita Ps [N]

Rys. 6. Przemieszczenia punktów 1 i 2
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Rys. 7. Przemieszczenia punktów 3, 4, 5 i 6
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wzrostem  siły Ps obszarów takich przybyw ało, co pow odow ało zakrzywienie 
wykresów w i — f ( P s )-

Rozbieżność pom iędzy wynikami obliczeń i pom iarów , w ystępująca w za­
kresie obciążeń 0 ^  80 daN, wynika przypuszczalnie z przyjętej m etody w y­
znaczania stałych sprężystych kom pozytu  oraz ograniczeń m ożliwości w yko­
rzystania ich przez użyty program  MES.

Stałe sprężyste, za wyjątkiem  G 12, w yznaczono w oparciu o  norm y A STM  
stosując bazę pom iarow ą 10 m m. Z badań [3] wynika że ze względu na 
specyfikę kom pozytów  powinny być one większe. W  przypadku krótkich baz 
otrzym yw ane wyniki są zawyżone (nawet do ok. 20% ). M ateriały kom pozy­
tow e zbrojone włóknem  ciągłym , obciążone w kierunku zbrojenia, wykazują 
asym etrię sztywności ze względu na rozciąganie i ściskanie. Sztywność przy 
ściskaniu jest niższa, a użyte dane materiałowe nie były wyznaczane w próbie 
ściskania.

Rozbieżność wyników w ystępująca w obszarze 6-ego punktu pom iarow ego 
jest znacznie większa niż w pozostałych przypadkach. Obszar ten w ym aga 
przypuszczalnie rem odelowania.

W  celu usunięcia powyższych wątpliwości należałoby, w pierwszym  rzędzie, 
w yznaczyć stałe sprężyste E  i 77 (w  oparciu o próby ściskania przeprowadzone 
na próbkach wykonanych przez producenta lotki oraz charakteryzujących się 
większymi bazam i pom iarow ym i niż zalecane przez A S T M  a następnie p ow tó­
rzyć obliczenia.
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Finite Element Modelling of the Carbon/Epoxy Aileron for PZL 110
” ORLIK”

Summary

Linear modelling of the carbon/epoxy aileron focusing on torque rigidity was 
performed with the ALGOR finite element code. The numerical results were verfied 
experimentally. It has been found out that the numerical results are not conservative 
and that for certain regions of the aileron a large discrepancy between both the results 
occurs. It can be due to modelling or/and the material input data used.

36 — Mechanika w lotnictwie
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D O BÓ R  P O D ST A W O W Y C H  P A R A M E T R Ó W  LEKKIEGO  
SAM O LO TU

J a c e k  W i n i e c k i

Instytut Lotnictwa, Warszawa

W  pracy zaproponowano metodę doboru podstawowych parametrów lek- 
kiego samolotu. Proces projektowania prowadzono drogą modyfikacji 
’’ zerowej” wersji samolotu. Wersję ’’ zerową” projektu może stanowić 
istniejący samolot o podobnym przeznaczeniu, lub projekt powstały w 
oparciu o analizę trendów. Projekt zerowy został opisany przy użyciu 
kilku zastępczych, prostych form geometrycznych. Parametry tych form 
oraz ich kombinacje zostały skojarzone ze zmiennymi występującymi w 
modelach obliczeniowych z zakresu aerodynamiki, analizy masowej kon­
strukcji i mechaniki lotu. Wybrano kryteria jakos'ci (np. minimalne 
koszty eksploatacji). Na podstawie informacji zawartej w bazie danych 
przeprowadzono wstępny dobór zespołu napędowego. Po każdej mody­
fikacji monitorowano stan projektu, tzn. analizowano bezwzględne war­
tości i przyrosty funkcji kryterialnych. Dzięki ciągłej ingerencji w proces 
modyfikacji projektu można uzyskać w efekcie końcowym samolot tech­
nologiczny w wytwarzaniu i obsłudze (a więc tani), estetyczny i o dobrych 
parametrach taktyczno technicznych.

1. W stęp. Cel pracy

W  literaturze (np. [8,10]) proponowanych jest wiele schem atów procesu 
projektow ego jako sekwencje czynności, które w efekcie m ają  prowadzić do 
pow stania now ego sam olotu. Część z nich uwzględnia nawet gradację m o­
deli obliczeniow ych dla poszczególnych zagadnień, lecz autorowi nie są znane 
propozycje  struktury procesu projektow ego zaplanowane celow o w taki spo­
sób, aby elim inować konieczność wprowadzania poważnych zmian w zaawan­
sowanej fazie projektu . Unikanie tego typu zdarzeń jest bardzo pożądane ze 
względu na czas i koszty przygotow yw ania projektu. W iadom o o istnieniu 
pakietów kom leksowo w spom agających projektow anie sam olotów , ale trudno 
określić ich poziom  i zasadę działania, ponieważ są one tworzone na potrzeby 
konkretnych wytwórni lotn iczych , stanowią ich kapitał podlega jący ochronie.
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Z pow yższych względów  uznano za celowe podjęcie próby utworzenia algo­
rytm u i opartego na nim systemu program ów  w spom agających projektowanie 
sam olotów , którego zadaniem byłoby:

• ułatwienie dopasow ania projektu  do potrzeb rynku i m ożliwości wy­
tw órczych drogą możliwie wczesnego przwidywania konsekwencji (cech 
użytkow ych) wynikłych z poszczególnych decyzji projektanta,

• przyspieszenie prac nad projektem  wstępnym  przez zautom atyzowanie 
rutynow ych działań oraz ułatwianie zapisu i analizy projektu.

2. Metoda projektowania

2.1. Uwagi ogólne

Dla realizacji wym ienionych wyżej zadań zaproponow ano m etodę kom pu­
terow o w spom aganego projektow ania inicju jącego polegającą  na zalgorytm i- 
zowaniu tych etapów  projektow ania, które są już doskonale opanowane i prak­
tycznie nie zależą od  danego projektu. W spom aganie kom puterowe przewi­
dziano w form ie m odułow ego systemu program ów.

Ze względu na to, iż w praktyce biur projektow o-konstrukcyjnych ok. 20% 
zadań dotyczy konstrukcji oryginalnych, a pozostałe 80% dotyczy konstrukcji 
przystosowanych i wariantowych [1], przewidziano konieczność prowadzenia 
projektów  tych trzech typów  w ramach jednego system u służącego do edycji, 
obliczeń i zapam iętywania param etrów projektow anego statku powietrznego.

W  pracy zaproponow ano m etodę doboru podstaw ow ych param etrów lek­
kiego sam olotu drogą m odyfikacji ’’ zerowej” wersji sam olotu. W ersję ’’ zerową” 
projektu m oże stanowić istniejący sam olot o podobnym  przeznaczeniu, lub 
projekt pow stały w oparciu o  analizę trendów.

Oczekuje się, że stosowanie przedstawionej niżej m etody w praktyce 
inżynierskiej, bądź w dydaktyce pozw oli na przeniesienie punktu ciężkości prac 
nad projektem  na problem y dla niego specyficzne.

2.2. System programów

Istnienie wspom nianych trzech rodzajów  zadań będzie miało swe odbicie 
głównie w przebiegu początkow ej fazy procesu projektow ego (tj. w zmianie
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sekwencji przeprowadzanych operacji), zawartości bazy danych, lecz nie p o ­
winno w płynąć na strukturę danych ze względu na ich oczekiwaną uniwer­
salność. Innymi słowy: oczekuje się, że proponow ana m etoda projektow ania 
okaże się właściwą dla wszystkich wym ienionych rodzajów  zadań.

System m a tw orzyć środowisko projektow e tj. musi zapewniać m ożliwość 
tworzenia w nim koncepcji, je j stopniowe uszczegółowianie, zapis w postaci 
w ygodnej do analizy za pom ocą  program ów obliczeniowych, optym alizację 
oraz tworzenie dokum entacji papierowej stanowiącej podstaw ę do prowadze­
nia działalności marketingowej i dalszych prac związanych z wytwarzaniem  
sam olotu.

2.3. Struktura systemu

Rys. 1. Schemat stworzonego systemu wspomagania projektowania

Dla spełnienia pow yższych wymagań w systemie program ów w spom agają­
cych projektow anie um ieszczono (niekoniecznie w ostatecznej postaci) nastę­
pujące m oduły:

• edytor projektu  -  program  w ym uszający i ułatwiający zapis koncepcji 
projektanta  w sposób um ożliw iający je j analizę przez inne program y. 
E dytor będzie też interfejsem tych program ów z użytkownikiem (edycja  
propozycji zmian wygenerowanych przez podsystem y optym alizacyjne, 
edycja  aktualnie obliczonych charakterystyk itp .);
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• m odyfikowalne bazy danych zawierające: inform acje o  konstrukcjach 
już istniejących, katalogi dostępnych zespołów napędowych, m ateriałów, 
półfabrykatów , elem entów gotow ych (których produkcja jest opanowana) 
i znorm alizowanych. Zakodowane tam też będą przepisy budow y statków 
powietrznych oraz wybrane wyniki pracy samego systemu (poszerzanie 
wiedzy w oparciu o  własne doświadczenia);

• system y obliczeniow e i optym alizacyjne w yznaczające charakterystyki 
bieżącego stadium  projektu  i jego  wariacji (rodza j m etody gradientow ej), 
używ ające algorytm ów  o stopniu złożoności (koszcie obliczeniow ym ) ade­
kwatnym  do stopnia zaawansowania projektu.

2.4. Dane i modele obliczeniowe

W  czasie projektow ania konieczne jest przewidywanie własności użyt­
kow ych sam olotu. Ze względu na brak pełnej inform acji o  sam olocie w 
początkow ej fazie projektow ania, do analizy projektu stosuje się m odele o 
różnym  stopniu zaawansowania. Przejście od  m odelu uproszczonego do bar­
dziej złożonego m oże mieć m iejsce, gdy:

a) w toku prac nad projektem  zostały zdefiniowane wszystkie param etry, ja ­
kimi operuje m odel dokładniejszy,

b) zdefiniowano już taką liczbę param etrów projektu, że pozostałe wielko­
ści niezbędne do uruchom ienia bardziej zaawansowanego m odelu m ogą 
być w yznaczone za p om ocą  zależności półem pirycznych, lub wprost na 
podstaw ie statystyk opracow anych dla sam olotów  danej klasy.

W prow adzanie zmian w projekcie jest tym  kosztowniejsze, im jest on 
bardziej zaawansowany. Należy zatem w możliwie wczesnym  stadium prac 
rozpocząć analizę jak  największej części kryteriów spośród przewidzianych do 
oceny jakości tw orzonego sam olotu.

Niemal dla każdego z kryteriów inny jest m om ent, w którym  należy zmie­
nić m odel obliczeniow y na kolejny. Różne byw ają  też poziom y inform acji 
potrzebne do rozpoczęcia  rozważania poszczególnych kryteriów. Jednoczesna 
praca z m odelam i operującym i na zbiorach danych o różnym  stopniu uszcze­
gółowienia realizowana jest dzięki wykorzystaniu m odułów  konwersji danych. 
M oduł taki realizuje wspom niane wyżej obliczenia statystyczne oraz przeli­
czenia param etrów  szczegółow ych, w przypadku, gdy m odel jest na nie nie­
czuły, na bardziej globalne (np. oblicza skos linii 1 /4  cięciw zastępczego płata
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prostokątnego na podstaw ie skosów krawędzi natarcia zastępczych elem entów 
postaciow ych reprezentujących skrzydło).

Przy budowaniu sytemu obliczeniowego, który m a pracować na maszynie 
cyfrow ej, należy zw rócić uwagę na następujące problem y:

• projekt powinien być zapisany w pamięci m aszyny w taki sposób , aby 
zajm ow ał m ożliwie m ało m iejsca,

• dla zapewnienia zadowalającej szybkości działania, częściej w ykorzysty­
wane dane pochodne (t j. będące kom binacją danych z m inim alnego, je d ­
noznacznie opisującego projekt zbioru) powinny być podane w postaci 
jaw nej,

• aby ujednolicić sposób dostępu różnych m odułów  systemu do zbioru 
danych proponuje się ustalenie stałej struktury danych, zaplanowanej 
nadm iarowo. Strukturę taką proponuje się tworzyć z elem entarnych 
m odułów , które w czasie rozbudow yw ania konstrukcji byłyby łączone
i wypełniane param etram i o  niezerowych wartościach. Taki sposób  kon­
struowania zbioru danych pozw ala na ewentualne zastosowanie proce­
dur optym alizacyjnych  -  wtedy, w wyniku optym alizacji projekt m oże 
zostać autom atycznie poszerzony o pewne elementy o standardow ej 
strukturze, lub pewne elementy m ogą być wyzerowane. N adm iarow ość 
struktury należy utrzym ać na poziom ie nie większym niż wynika to 
z m ożliwości najbardziej zaawansowanego z wykorzystywanych m odeli 
obliczeniowych.

2.5. Istniejące oprogramowanie

U tw orzono działający, logicznie zamknięty rdzeń systemu w spom agania 
projektow ania inicjującego.

O bejm uje on edytor pozw alający opisywać geometrię projektow anego 
statku powietrznego, program  pozw alający na oszacowanie jeg o  m asy 
[14,15,16], m om entów  bezw ładności i położenia środka ciężkości w oparciu o 
geom etrię zaczerpniętą z edytora, program  ” A E R O ” , ’’ szacujący num erycznie” 
charakterystyki aerodynam iczne sam olotu głównie na zasadzie aproksym acji 
arkuszy inżynierskich (D V L , E SD U ), zaw ierających wyniki badań w tunelach 
aerodynam icznych oraz zestaw program ów do obliczania podstaw ow ych cha­
rakterystyk taktyczno-teclm icznych sam olotu [9,10,11,12,13] (osiągi, zasięg i 
długotrwałość lotu, długość startu na przeszkodę o wys 15m, poziom  hałasu 
em itow anego przez śm igło, zużycie paliwa na 100km lotu itp).
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D o obliczeń osiągowycli wykorzystywana jest baza danych zawierająca cha­
rakterystyki silników lotniczych i Śmigiel, obsługiwana autom atycznie przez 
program y w ym agające uwzględnienia podczas obliczeń konkretnego zespołu 
napędowego.

Istniejący system  program ów pozw ala prześledzić i celowo kształtować, 
drogą iteracji i wariantowania, najistotniejsze powiązania -  tj. powiązania 
m iędzy geom etrią, charakterystykami aerodynam icznym i, wielkością i roz­
kładem mas, a charakterystykami zespołów  napędowych.

A by  proces ten przebiegał możliwie efektywnie przyjęto następujący spo­
sób postępow ania. Spośród param etrów opisujących projekt w yróżniono te, 
które m uszą zachować określoną wartość w procesie modyfikacji oraz te, przy 
użyciu których projekt będzie m odyfikowany, czyli tzw. param etry aktywne. 
W ybór param etrów  aktywnych m oże dotyczyć tylko jednego przebiegu pętli 
iteracyjnej, w czasie którego zostaną wyznaczone wartości wszystkich funkcji 
kryterialnych przyjętych  do oceny danego sam olotu. Jeżeli wyniki uzyskane 
dla m odeli różniących się wartością jednego z param etrów zostaną ze sobą 
zestawione, to  będzie to stanowić elementarną analizę wrażliwości funkcji kry­
terialnych na zm iany tego parametru wspierającą typowanie param etrów ak­
tyw nych. Na opisanej wyżej zasadzie m ożna zrealizować algorytm  gradientów 
sprzężonych z funkcją kary, króry będzie mógł działać autom atycznie w sy­
tuacji, gdy w kolejnych iteracjach, zbiór param etrów aktywnych będzie p ozo­
stawał niezmienny. Należy ograniczać m oc tego zbioru, w przeciwnym  razie 
istnieje duże praw dopodobieństw o, że otrzym ane wyniki okażą się bezwar­
tościow ym i pod  wzgledem technicznym  -  projekt zrealizowany z niewielkimi 
nawet odchyłkam i param etrów od  wartości optym alnych, wykaże drastycznie 
niskie własności użytkowe. M oże się tak zdarzyć wskutek kryzysu wrażliwości 
funkcji kryterialnych względem param etrów projektu , który, jak uczy dośw iad­
czenie, w ystępuje zwykle przy próbie optym alizacji system ów o dużej liczbie 
param etrów.

P om im o daleko idącej autom atyzacji poszczególnych elem entów procesu, 
zasadniczy wpływ na jeg o  przebieg ma projektant obsługujący system , gdyż 
w jego  gestii znajdu ją  się wszystkie decyzje związane z ryzykiem . Szeroko 
rozum iane ryzyko dotyczy tu zarówno konstrukcji, jak i samego procesu pro­
jektow ego (np. ze względu na koszty dalszego prowadzenia bezużytecznych 
wariantów, lub odrzucenia potencjalnie dobrych).

W szystkie operacje, począw szy od  w yboru zmiennych aktywnych, pow ta ­
rzane są tak długo, jak projektant uzna to za stosowne.

Dzięki ciągłej ingerencji w proces modyfikacji projektu m ożna uzyskać w 
efekcie końcow ym  sam olot technologiczny w wytwarzaniu i obsłudze (a  więc 
tani), estetyczny i o  dobrych  parametrach taktyczno technicznych.
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2.6. Sposób modelowania bryły samolotu

W ym agane jest, aby geom etria sam olotu opisana była param etrycznie, 
w sposób zapew niający jednoznaczność, w ystarczającą ogólność (t j. m e­
toda  opisu nie powinna stanowić ograniczenia w sam ym  projektow aniu) i 
oszczędność pamięci.

Dla rozwiązania tego problem u posłużono się kilkoma bryłami i pow ierzch­
niami niepłaskimi jako podstaw ow ym i elementami postaciow ym i, z których 
składać się może statek powietrzny.

W  przedstawionym  poniżej rozwiązaniu postulat ogólności nie został w 
pełni spełniony -  przyjęty zestaw elem entów postaciowych dostępny przy pro­
jektowaniu został zorientowany na konstrukcje typowe.

Stało się tak dlatego, że wszystkie algorytm y wykorzystane do wstępnej 
oceny mas elem entów sam olotów  oraz ich charakterystyk aerodynam icznych 
opracowane zostały w oparciu o już istniejące konstrukcje. Dlatego nie przy­
stawałyby one do układów znacznie od  nich odbiegających.

Ze względu na ograniczenia danych zawartych w bazie przyjęto następujące 
założenia:

• bryła sam olotu składa się z następujących elem entów (zespołów ):

— skrzydło,

— usterzenie wysokości,

— usterzenie kierunku,

— dodatkow a powierzchnia poziom a,

— kadłub,

• wszystkie elementy służące do wytwarzania sił aerodynam icznych m ogą 
być opisane przy użyciu jednej struktury danych,

• układ jest sym etryczny względem płaszczyzny pionowej, zaw ierającej 
linię kierunku lotu.

2.6.1. Model geometrii piata

W szystkie powierzchnie służące do wytwarzania sił aerodynam icznych 
składają się z m ax. trzech elem entów trapezoidalnych (trapezow ych, gdy płat 
jest płaski), zmiany grubości i skręcenia wzdłuż rozpiętości takiego elementu 
interpolowane są liniowo na podstaw ie param etrów jego  przekrojów  skrajnych; 
skos i wznios są stałe w elemencie.



570 J . W l N I E C K I

Inform acje dotyczące profili płata wprowadzane są i przechowywane w 
osobnym  zbiorze danych do obliczeń aerodynam icznych.

Rozwiązanie takie podyktow ane zostało oszczędnością pamięci i w ygodą 
w prow adzania danych przy wariantowaniu konstrukcji.

W  zbiorze danych zapam iętywane są następujące wielkości opisujące 
geom etrię płata (patrz rys.2):

-  współrzędne noska cięciwy przykadłubowej xO, yO, 2O, [m]

-  kąt zaklinowania cięciwy przykadłubowej oO, [°]

-  długości cięciwy przykadłubowej i trzech cięciw końcowych kolejnych ele­
m entów trapezoidalnych c 0 ,c l ,c 2 ,  c3, [m]

-  skosy krawędzi natarcia trzech elem entów <pl,<f>2,<j)3, [°]

-  wzniosy krawędzi natarcia elementów trapezoidalnych v l,i/ 2 ,v 3 , [°]

-  kąty skręcenia cięciw końcowych elem entów względem ich cięciw przy-
kadłubow ych: e l  =  a l  -  aO, e2  =  a2 -  a  1, £3 =  « 3  -  a 2 , [°],

Rys. 2. Model płata
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2.6.2. Model geometrii kadłuba

Kadłub opisano przy użyciu trzech rodzajów  elementów postaciow ych: w y­
cinków elipsoidy, w ycinków  ściętego stożka o podstawie eliptycznej oraz w y­
cinków stożka eliptycznego. Została przy tym  narzucona ilość i kolejność ele­
m entów , z których budow any m oże być kadłub. Istnieje m ożliwość pom inięcia 
któregoś z elem entów przez zredukowanie jego  ob jętości do zera.

Rys. 3. Model kadłuba

Pierwszy element kadłuba (jego nos) jest opisany przez dwie ćwiartki eli­
psoidy przylegające do siebie płaszczyznam i symetrii (patrz rys.3).

Środkow ą część kadłuba stanowią cztery połów ki stożków ściętych o p o d ­
stawach eliptycznych. Elipsy ich podstaw  m ają  wspólne osie o  długościach
2 • to l, 2 • w2 i 2 • w3 w płaszczyźnie styku.

Bryła kadłuba zam knięta jest dwiema połówkam i stożków eliptycznych
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o  półosiach podstaw  w 3,g3\  iv3,d3.
W  zbiorze danych geom etrycznych kadłuba zakodowane są wysokos'ci jego 

brył składowych oraz długości półosi elips stanowiących ich podstawy. 
Porządek param etrów jest następujący (oznaczenia jak na rys.3):

<71 <7 2 g3 <74
d l d2 d3
w 1 w2 w3
s l s2 s3 s4

2.6.3. Model geometrii całego samolotu

Sam olot jest złożeniem elem entów (zespołów  głów nych) opisanych w 
osobnych zbiorach danych. Inform ację o tym , które ze zbiorów  znajdują­
cych się na dysku opisują elementy wybranego sam olotu zawiera jeg o  li­
sta nadrzędna, stanowi ona wykaz zaw ierający numery odpow iednich list 
podrzędnych reprezentujących zespoły główne sam olotu.

P rzytoczony poniżej przykład takiej listy zawiera linię kom entarza dotyczą­
cego całego sam olotu, a następnie numery list podrzędnych poprzedzone 
inform acją czego dotyczy dany numer.

Przykładow a lista nadrzędna (opisuje sam olot, którego bryła składa się ze 
skrzydła zakodowanego w zbiorze nr 1, usterzenia poziom ego zakodow anego w 
zbiorze nr 1 itd .):

sam olot T E S T O W Y
numer skrzydła

001
numer usterzenia poziom ego

001
numer usterzenia pionowego

001
numer powierzchni dodatkow ej

001
numer kadłuba

001
Zaproponow ana struktura danych pozw ala na bardzo łatwe tworzenie kon­

strukcji wariantowych. Przykładem  jej w ykorzystania niech będzie sytuacja, 
kiedy na podstaw ie przesłanek funkcjonalnych m am y ustaloną bryłę kadłuba 
i należy dobrać do niej możliwie najdogodniejsze skrzydło z punktu widzenia 
aerodynam iki i m asy konstrukcji (patrz przykład obliczeniow y poniżej).

Tw orzym y w tedy szereg list zaw ierających ten sam numer zbioru danych 
kadłuba i różne num ery list podrzędnych opisujących skrzydło.
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M ożliwe jest przy tym  zarówno wykorzystanie skrzydeł istniejących już w 
bazie danych, jak i tworzenie nowych przy użyciu specjalnego edytora  geom e­
trii, bądź za pom ocą  dowolnego edytora tekstów.

Na podstaw ie param etrów form  geom etrycznych wykorzystanych do tw o­
rzenia bryły sam olotu przygotowywane są dane do obliczeń aerodynam icznych 
i m asow ych.

Tak pom yślana organizacja danych pozwala na prowadzenie autom atycz­
nych działań optym alizacyjnych tworzonej konstrukcji.

3. Przykład

3.1. Założenia

Przeprow adzono analizę potrzeb rynkowych, z której wynika, iż w n a j­
bliższych latach będzie zapewniony popyt na sam oloty turystyczne, które 
m ogłyby być również wykorzystywane jako patrolowe, lub szkolne. Ze względu 
na to , że budow ana jest już obecnie duża różnorodność typów  sam olotów  tej 
klasy, dla pozyskania rynku należy zaoferować sam olot konkurencyjny pod  
w zględem  ekonom iki użytkowania.

Minim alne koszty użytkownika będą zatem przyjęte jako główne kryterium 
efektywności konstrukcji.

Stwierdzono też, że część użytkowników wykorzystuje sam oloty przez siebie 
zakupione, a część (np. w ojsko) używa w ramach przydzielonych środków 
finansowych sam olotów  zakupionych dla nich z budżetu państwa (zakup taki 
jest zwykle opiniowany przez przyszłego użytkownika).

U żytkownik kupujący sam olot z własnego funduszu koszty będzie rozumiał 
np. ja k o  sumę bezpośredniego kosztu eksploatacji i ceny zakupu przeliczonej 
na godzinę lotu , przy planowanym  okresie użytkowania. Użytkownicy drugiej 
grupy m ogą koszt użytkowania rozumieć jako bezpośrednie koszty eksploatacji.

Problem  stosowania wspólnych kryteriów do oceny sam olotów  przez w y­
tw órców  i użytkowników został już dawno zauważony, czego dow odem  są na 
przykład cykle kursów na temat ekonomiki transportu lotniczego organizowane 
przez firmę Boeing dla potencjalnych nabywców sam olotów produkow anych 
przez tą firmę.

W  przypadku sam olotów  lekkich, większość kupujących, sw oje oceny eko­
nom iczne opiera na prostych wskaźnikach takich, jak cena zakupu i kilom e­
trowe zużycie paliwa (osiągi analizowane są oddzielnie).

D odatkow o ustalono następujące wym agania w obec nowego sam olotu:
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• m asa płatna powinna wynosić 320 kg,

• zasięg powinien wynosić ok. 800 km przy przelocie na wys. 2000 m,

• sam olot musi być zbudow any wg przepisów FA R  23 (wynika z nich 
m iędzy innymi dopuszczalna wartość prędkości m inim alnej).

3.2. ” Zerowy” wariant projektu

Opracow anie tzw . ’’ zerowego” wariantu projektu , stanowiącego jego 
w yjściow ą wersję, która później będzie m odyfikowana z wykorzystaniem  w spo­
m agania kom puterowego stanowi pierwszy etap realizacji proponow anej m e­
tod y  projektow ania.

Rys. 4. Wyjs'ciowa wersja samolotu

Sylwetkę zerowej wersji sam olotu w trzech rzutach pokazano na rysunku 4.
Jest to dolnoplat w olnonośny konstrukcji kom pozytow ej w układzie kla­

sycznym  z podw oziem  trójkołow ym  z kołem przednim.
P rojekt w yjściow y opracow yw any jest na bazie analizy param etrów  w y­

branych sam olotów  o podobn ym  przeznaczeniu.
Na potrzeby niniejszego przykładu wykorzystano inform acje o sam olotach 

Beech 23 M usketeer, Beagle B121 Pup, Slingsby T67 Fire Fly i Socata G Y  80 
Horizon.



Główne param etry tego sam olotu zebrano w Tabeli 1.
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Tablica 1
Param etr Sym bol W artość

powierzchnia nośna 5  [m2] 14.15
rozpiętość b [m] 10.4
średnia cięciw a płata c [m] 1.375
wydłużenie płata A[~] 7.64
zbieżność płata M - l 0.571
długość kadłuba Lk [m] 7.66
wysokość h [m] 3.1
cecha ob jętościow a  usterz. wysokości KH H 0.43
wydłużenie usterz. wysokości A h  [-] 3.75
cecha ob jętościow a  usterz. kierunku KV [-] 0.4
wydłużenie usterz. kierunku A V [-] 3.75

3.3. Modyfikowanie wariantu zerowego

Dla uzyskania przejrzystości przykładu założono, że jedynym i param e­
tram i, jakie m ogą być m odyfikowane w dalszej części projektow ania są: średnia 
cięciwa i rozpiętość płata głównego.

Cięciwa będzie m odyfikow ana w taki sposób, aby zachowana została 
zbieżność płata.

Usterzenia nie podlega ją  m odyfikacji -  założono, że zmiany cech o b ję ­
tościow ych k h  i Ky zm ieniają się w dopuszczalnym  zakresie (słuszność ta­
kiego założenia zostanie zweryfikowana przy analizie wyników m odyfikacji).

P rojekt zerowy został opisany przy użyciu przedstawionego w yżej m odelu 
geom etrii. Na podstaw ie inform acji zawartej w bazie danych przeprow adzono 
wstępny dobór zespołu napędowego.

Jako podstaw ow e kryterium  jakości wybrano minimalne kilom etrowe zu­
życie paliwa. Kryteria drugiego rodzaju , uwzględniające cenę sam olotu, obli­
czane są drogą wnoszenia poprawek do podstawowej funkcji kryterialnej.

Obliczenia prow adzono w sposób przedstawiony na schemacie (rys .5 ). E dy­
cja  geom etrii sprowadzała się do zmiany wartości param etrów aktywnych 
(cięciw y i rozpiętości) oraz obliczeniu nowych wartości param etrów od nich 
zależnych.

W  oparciu o zależności statystyczne [16] obliczono m aksym alną masę 
startow ą sam olotu w rozbiciu na jeg o  zespoły główne. O bliczono biegunowe
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i
Obliczenia masowe *

Edycja geometrii <-

Obliczenia aerodynamiczne

1
Obliczenia osiągów

Czy 
uzyskano 

wymagany 
zas'

Nie

a] W

Zapamiętanie wyników

Czy 
kontynuować 
modyfikacje ?

Nie

Koniec

Tak

Zwiększenie
masy

paliwa

Wyznaczenie
kierunku

modyfikacji

Rys. 5. Organizacja przebiegu obliczeń w zadaniu testowym

równowagi sam olotu w konfiguracji gładkiej, startowej i do lądowania przy 
użyciu program u opartego na arkuszach inżynierskich ESDU i D VL. K olej­
nym krokiem były klasyczne obliczenia, osiągowe, w wyniku których otrzy ­
m yw ano m iędzy innymi wartości prędkości charakterystycznych (m inim alna, 
m aksym alna, najw iększego wznoszenia itp .) w zależności od  wysokości lotu , 
zasięg, długotrwałość lotu i kilom etrowe zużycie paliwa. Gdy obliczony zasięg 
nie odpow iadał wym aganiom  m odyfikowano ilość paliwa o wartość obliczaną 
na podstaw ie różnicy zasięgu zakładanego i uzyskanego z obliczeń oraz obli­
czonego kilom etrow ego zużycia paliwa. Zm iana m asy paliwa pociąga za sobą 
zmiany pozostałych  mas, zatem dalsze obliczenia należy rozpocząć od  p on ow ­
nego przeprowadzenia obliczeń m asow ych. Param etry sam olotu, który uzyskał 
żądany zasięg są zapam iętywane wraz ze wszystkimi wynikami wykonanych dla 
niego obliczeń. 0  kontynuowaniu m odyfikacji sam olotu każdorazowo decyduje 
projektant. W id ząc kierunek zmian m oże uznać że dalsze ich wprowadzanie 
pogarsza jakość sam olotu względem  kryteriów trudno poddających  się algo-
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rytm izacji, takich jak: technologiczność wykonania, estetyka bryły, w ygoda  
eksploatacji itp.. W  przypadku, podjęcia  decyzji o  kontynuowaniu m odyfika­
cji w yznaczany jest na podstaw ie wcześniej zapam iętanych w yników, n ajko­
rzystniejszy kierunek zmian param etrów aktywnych. Zmiany te wprow adzane 
są podczas kolejnej edycji geom etrii projektu i cały proces pow tarza się od  
początku.

Zm iany cięciwy i rozpiętości płata sam olotu testowego podczas m odyfi­
kacji przedstawia rys.6. W ersja w yjściow a sam olotu reprezentowana jest na 
tym  rysunku przez punkt A  (100%  wyjściowej rozpiętości, 100% wyjściowej 
cięciw y). A by  znaleźć kierunek największego spadku funkcji celu (m inim a­
lizacja zużycia paliwa) próbkow ano obszar decyzji dopuszczalnych w okolicy 
punktu A  zm niejszając i zwiększając oba param etry o 10%. W  wyniku tej 
operacji w yznaczono punkt B , wokół którego ponow iono próbkowanie cha­
rakteru zmian funkcji celu. W  punkcie F  projektant zakończył m odyfikacje, 
stw ierdzając, że dalsze zm iany prowadzą do uzyskania konstrukcji nietechno- 
logicznej, a ponadto wydłużenie płata uzyskane w tym punkcie na tyle odbiega 
od  wydłużeń płatów  znanych sam olotów  podobnej klasy, że wątpliwym  staje 
się przyjęty statystyczny m odel m asowy (przew iduje się szybszy wzrost masy 
sam olotu ze wzrostem  wydłużeń niż wynikałoby to z użytego m odelu).

Rys. 6. Schemat poszukiwań

Na rys.7 prześledzić m ożna otrzym ane zmiany kilom etrowego zużycia pa­
liwa. W ynika z niego, że zużycie paliwa maleje ze wzrostem  rozpiętości płata 
aż do m om entu, gdy osiągnie ona ok. 200% sw ojej wartości w yjściow ej (znak 
” x ” na rysunku).

Dalsze zmniejszenie zużycia paliwa m ożna osiągnąć zm niejszając cięciwę

37 — Mechanika w lotnictwie
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Rys. 7. Kilometrowe zużycie paliwa na wys. 2000m [dm3/100km]

Rys. 8. Maksymalna masa startowa [kg]

piata, prow adzić to  jednak będzie do wspom nianych już wyżej trudności w y­
konawczych.

Poza badaniem  zm ienności podstaw ow ej funkcji celu m onitorow ano (syste­
m atycznie przeglądano) wartości innych wielkości ważnych z punktu widzenia 
własności użytkow ych projektu. M onitorow anie pozw ala m iędzy innymi okre­
ślić, czy nie zostały przekroczone ograniczenia nałożone na niektóre z charak­
terystyk sam olotu. Przykłady zaw ierają rys.8 -r- rys.11.

R ys.8 przedstawia wpływ m odyfikacji płata na całkow itą masę startow ą
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sam olotu. Zgodnie z oczekiwaniam i masa rośnie w miarę wydłużania skrzydła 
i należy sprawdzać czy nie przekroczyła wartości dopuszczalnej, przewidzianej 
przepisami dla danej klasy sam olotów .

R ys.9 pokazuje, że o  wartości prędkości największego zasięgu decyduje pole 
powierzchni płata (jednoczesny wzrost cięciwy i rozpiętości pow oduje spadek 
tej prędkości).

Rys. 9. Prędkos'ć maksymalnego zasięgu na wys. 2000 m [km/h]

Rys. 10. Prędkos'ć minimalna samolotu na poziomie morza [m/s]

Przy analizie zmian prędkości minimalnej (rys. 10) napotkano przekrocze­
nie ograniczenia wynikającego z przepisów budow y statków pow ietrznych. 
W artość prędkości minimalnej zależy od  powierzchni płata oraz liczby Rey-
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noldsa., gdyż od  niej silnie zależy wartość maksym alnego współczynnika siły 
nośnej płata. W artość liczby Reynoldsa jest natom iast wprost proporcjonalna 
do cięciwy. Z ry s .l 1 wnioskujemy, że wzrost powierzchni płata wpływ a również 
na zmniejszenie prędkości maksym alnej sam olotu.

VrnaXt Rozpiętość h odniesiona do wartości wyjściowej [%J.

Ograniczenie wartości prędkości minimalnej 
wynikające z przepisów budowy samolotów.

Rys. 11. Maksymalna prędkość lotu na poziomie morza [m/s]

Rozpiętość b odniesiona do wartości w yjściow ej [% ].

Rys. 12. Koszt 100 kilometrowego przelotu na pułapie 2000m samolotu o resursie
5000 godzin [USD]

U
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Na podstaw ie znajom ości wym ienionych wielkości m ożna budować p o ­
chodne wskaźniki efektywności sam olotu, odpow iadające różnym , przew idyw a­
nym  dla danego sam olotu, m isjom . Ze względu na przyjęte wcześniej założenia 
fl trz p .3 .1 ) zbudow ano pochodne funkcje kryterialne wiążące ze sobą koszt 
b .ośredniej eksploatacji (tu koszt paliwa) z ceną sam olotu rozłożoną na prze-
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widywany okres jego  eksploatacji. Dla obliczenia oczekiwanej ceny rynkowej 
sam olotu posłużono się zależnością statystyczną, zaczerpniętą z [7]. W iąże ona 
cenę sam olotu z jego  m aksym alną masą startową. Rys. 12 i 13 przedstawiają 
zm ienność tak obliczonych kosztów przelotu na dystans 100 km nad zbadaną 
częścią obszaru decyzji dopuszczalnych. W  przypadku sam olotu przewidzia­
nego na 5000 godzin użytkowania dom inującym  okazał się udział ceny sam o­
lotu , co  spow odowało, że rozwiązanie optym alne ze względu na wyżej zdefinio­
wane koszty znalazło się na granicy obszaru decyzji dopuszczalnych. W pływ  
ceny zużytego paliwa na charakter zmian kosztów eksploatacji uwidacznia 
się dopiero, gdy cena sam olotu rozkłada się na 20 000 godzin lotu  (ry s .13). 
Należy mieć tu na względzie, że przedłużenie okresu użytkowania sam olotu 
może wiązać się z koniecznością obniżenia poziom ów  naprężeń w elem entach 
silnie obciążonych , a więc z kolejnym  wzrostem masy konstrukcji. Efekt ten 
nie został uwzględniony w przykładzie z pow odu braku dla niego w iarygodnego 
m odelu obliczeniow ego.

K 20000 Rozpiętość b odniesiona do wartości wyjściowej [%].

Rys. 13. Koszt 100 kilometrowego przelotu na pułapie 2000m samolotu o resursie
20000 godzin [USD]

Główne param etry sam olotów  o resursie 5000 i 20000 godzin, otrzym anych 
w wyniku m odyfikacji, zestawiono w tabeli (Tabela  2). K oszt przelotu 100 km 
sam olotu zmalał w efekcie z 14.5 USD do 13.85 USD (o  4 .5% ), przy założeniu 
krótszego resursu i z 7.92 USD do 7.78 USD (o  1 .9% ), przy założeniu dłuższego 
resursu.
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Tabela 2

Param etr Sym bol W artość przy 
resursie 5000h

W artość przy 
resursie 20000h

powierzchnia nośna 5  [m2] 12.35 (87.3% ) 13.5 (95 .4% )
rozpiętość b [m] 9.36 (90% ) 11.024 (106% )
średnia cięciw a płata c [m] 1.334 (97% ) 1.238 (90% )
wydłużenie płata A [~ ] 7.09 (92 .9% ) 9.0 (117.8% )
zbieżność płata AH 0.571 (100% ) 0.571 (100% )
długość kadłuba Lk [m] 7.66 (100% ) 7.66 (100% )
wysokość h [m] 3.1 (100% ) 3.1 (100% )
cecha ob ję t. usterz. wysok. KH H 0.49 (115% ) 0.45 (105% )
wydłuż, usterz. wysokości A h  H 3.75 (100% ) 3.75 (100% )
cecha ob jęt. usterz. kierunku KV [-] 0.458 (115% ) 0.419 (105% )
wydłuż, usterz. kierunku A V [-] 3.75 (100% ) 3.75 (100% )

Powyższe wyniki w formie graficznej przedstawia rys.14.

Uzyskane wyniki świadczą o  tym , że dla zadanego modelu eksploatacji
i preferencji ekonom icznych użytkownika m ożna znaleźć optym alny poziom  
doskonałości aerodynam icznej sam olotu.

Rys. 14. Porównanie wyjściowego obrysu samolotu z obrysami uzyskanymi drogą
modyfikacji
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4. Podsumowanie i wnioski

Zaproponow ana w pracy filozofia budow y systemu wspom agania pozw ala 
w kolejnych iteracjach uszczególawiae projekt i zastępować w razie potrzeby 
algorytm y uproszczone m etodam i bardziej zaawansowanymi, a kontrolow a­
nie pracy systemu przez projektanta  we wszystkich stadiach obliczeń pozw ala 
sprawnie i ekonom icznie tworzyć warianty projektu i oceniać ich przydatność, 
co znacznie pow inno przyspieszyć zbieżność iteracynego procesu projek tow a­
nia.

System ten jest system em  otwartym  i łatw o uzupełnić go o kolejne m oduły
-  na przykład badający stateczność lub obliczający charakterystyki aeodyna- 
miczne w oparciu o  m etody panelowe.

W  dalszym  ciągu prac nad metodam i wspom agania projektow ania w stęp­
nego przewiduje się wykorzystanie m etod numerycznych w obliczeniach ae­
rodynam icznych, odstąpienie od  m etod czysto statystycznych w obliczeniach 
m asow ych oraz przystosowanie m odułu zarządzającego systemem program ów  
w spom agających do autom atycznego rozwiązywania podstawowych typów  za­
dań optym alizacyjnych .

Stosowanie i rozwijanie m etod projektow ania wspom aganego kom puterow o 
daje szansę szybszego, dokładniejszego i tańszego dostosowania oferty w y­
twórni lotniczej do potrzeb potencjalnych użytkowników. W  szczególności 
dotyczy to zaprezentowanej wyżej m etody, której istota leży w możliwie w cze­
snym przewidywaniu konsekwencji poszczególnych decyzji projektanta, a tym  
sam ym  w obniżeniu nakładów na dostosowanie sam olotu do konkretnych w y­
magań.
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Selection of Main Design Parameters of a Light Aircraft

Summary

A method of selection of the main design parameters for light aircraft has been 
developed. The design process has been started from the so-called ’’ initial configu­
ration” which is usualy selected on the basis of statistics o f the factors aircraft and 
includes future development insight as well. A mathematical model for estimation of 
economical versus the mission parameters (as loading carrying capacity, range, crui- 
sinng speed) and the aircraft geometry has been presented. The model was applied 
to the preliminary Computer Aided Design. Different objective functions and aircraft 
manufacturing regulations have been imposed. Main geometrical parameters, opti­
mal in respect o f user economy, have been found. Due to the interaction between 
the designer and user-friendly numerical package (made by the author) it is possible 
to obtain the aircraft easy and cheap to produce, esthetic (nice in shape), with good 
performances and others technical parameters.



M E C H A N I K A  
W  LO TN ICTW IE  
"M L -VI” 1994

P A R A M E T R Y C Z N A  W R A ŻL IW O ŚĆ  K O R K O CIĄG U  
USTALONEGO

M a r ia  A . Z ł o c k a

Politechnika Warszawska

Korkociąg ustalony ze standardowo wychylonymi powierzchniami ste­
rowymi na ogół jest niestateczny. Badanie wpływu zmiana położenia 
powierzchni sterowych na korkociąg ustalony i na stateczność ruchu 
zaburzonego jest przedmiotem niniejszej pracy. Do badania tego za­
stosowano teorię wrażliwości. Wyznaczono współczyniki wrażliwości 
pierwszego rodzaju liczone względem kątów wychyleń powierzchni ste­
rowych. Przykładowe obliczenia wykonano dla samolotu klasy szkolno- 
treningowej.

1. Wstęp

Ruch sam olotu na pozakrytycznych kątach natarcia charakteryzuje częś­
ciow a utrata sterowności i stateczności. D latego też ważnym badaniem  pro­
jektu w stępnego jest ocena własności dynam icznych korkociągu sam olotu. 
K orkociąg jest figurą akrobacyjną, w której m ożna w yróżnić trzy fazy. P ierw ­
sza wprowadzenie i trzecia wyprowadzenie z korkociągu są ruchami nieustalo­
nym i. Charakteryzyją je  duże zmiany param etrów lotu. Druga faza, w ykona­
nie zwitek, m oże m ieć charakter ustalony. W ów czas sam olot obraca się wokół 
pionow ej osi linii spiralnej, p o  której porusza się środek masy [1]. Param etry 
lotu w tej fazie nie zm ieniają się. W  klasycznie wykonywanym  korkociągu 
ustalonym  ster kierunku jest maksymalnie wychylony w stronę w ykonyw a­
nego obrotu , ster wysokości jest w ychylony maksymalnie do góry, a lotki są 
niew ychylone. Badanie tej fazy ruchu sprowadza się najczęściej do w yzna­
czenia param etrów korkociągu ustalonego [2] i do badania stateczności ruchu 
zaburzonego [4].

Na sam olotach szkolno-treningowych pilot musi wykonać określoną liczbę 
regularnych zwitek i niestateczność ruchu zaburzonego może ten manewr utru­
dnić lub uniem ożliwić. Zm iana położenia powierzchni sterowych w różny sp o­
sób m oże w płynąć na własności ruchu. W  skrajnym  przypadku, gdy w pływ a

38 — Mechanika w lotnictwie
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ustateczniająco, opóźnia wyprowadzenie sam olotu z korkociągu i tym  samym 
zmniejsza bezpieczeństw o lotu.

Badanie wpływu zmiany położenia powierzchni sterowych na korkociąg 
ustalony i na stateczność ruchu zaburzonego jest przedm iotem  niniejszej pracy. 
D o tego badania proponuje się zastosowanie teorii wrażliwości i wyznacze­
nie współczynników  wrażliwości pierwszego rodzaju  liczonych względem  kątów 
wychyleń powierzchni sterowych [6].

Rys. 1. Układy współrzędnych związanych z samolotem

2. Model ruchu samolotu w korkociągu

W  pracy przyjęto standardowe założnia stosowane dla przestrzennego ru­
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chu sam olotu [2,3,4,7,8]:

— sam olot jest nieodkształcalny,

— m asa i m om enty bezw ładności są stałe,

— sam olot posiada płaszczyznę symetrii geom etrycznej i masowej,

— wychylenie powierzchni sterowych jest ograniczone,

— wychylenie powierzchni sterowych nie zmienia m om entów  bezwładności sa­
m olotu i położenia środka masy,

— w korkociągu ustalonym  kąty wychyleń sterów są traktowane jako param e­
try w pływ ające jedynie na siły aerodynamiczne,

— obow iązuje aerodynam ika quasi-stacjonarna,

— efekty giroskopow e są pom inięte,

— układ współrzędnych, w którym  opisano ruch sam olotu ma początek w
środku masy sam olotu i jest sztywno związany z ciałem.

Równania ruchu sam olotu wyprowadzone w układzie współrzędnych Cxyz 
(r y s .l ) ,  po  uwzględnieniu pow yższych założeń są nieliniowe i m ożna je  przed­
stawić w postaci wektorowej:

x  = / ( * ,« )  x  =  [ U , V , W , P , Q , R , 6 , $ ] t
(2.1)

gdzie:
x jest wektorem  stanu, w którym  znajdujem y:

— prędkość środka m asy V c — [U, V, W] T,

— prękość kątow ą f i  =  [P ,Q ,R ]~ ,

— kąty Eulera: 0  pochylenia, przechylenia;

u jest wektorem  wychyleń powierzchni sterowych:

— steru wysokości 6jj,

— lotek 6l ,
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steru kierunku Sy- 

Składowe w ektora prawych stron są określone wzorami:

' / l ' 1
/2

. /3  .
m

Fx — m g sin 6  +  Tx '  U ‘
Fy +  m g  cos 0  sin # -  Jj? V
Fz +  mg cos 0  cos 0 w

gdzie:
F

M

T

M j

j  B
m

9
oraz:

LA, fs, /e]T

f i  — Q  cos — R  sin <Ź>

/g  =  P  +  (Q  sin <P +  R  cos <?)tg0

siła arodynam iczna, 
m om ent aerodynam iczny,
siła ciągu (w korkociągu stała lub równa zero), 

m om ent pochodzący od  układu napędowego, 
m acierz m om entów  bezw ładności, 
m asa sam olotu, 
przyśpieszenie ziemskie,

>n
0 - R  Q 
R  0 - P  
- Q  P  0

(2.2)

Jak widać z pow yższego prawe strony są nieliniowymi funkcjam i współrzęd­
nych wektora stanu x ,  wektora kątów wychyleń sterów u, masy i m om entów  
bezwładności.

Siła F  i m om ent aerodynam iczny M , w przypadku przestrzennego ru­
chu sam olotu, szczególnie na dużch kątach natarcia, w sposób skom plikowany 
zależą od kształtu sam olotu, jego  prędkości środka masy, prędkości kątow ej, 
kątów natarcia a  i ślizgu /?, oraz kątów wychyleń powierzchni sterowych u. 
D o tej pory nie opracow ano m etody dokładnego ich wyznaczania. Określenie 
tych sił w ym aga wprowadzenia uproszczeń modelu i analizy ich wpływu na 
badany ruchu [9],

W  pracy siłę F  i m om ent M  określono na podstaw ie tunelowych charate- 
rystyk aerodynam icznych i charakterystyk otrzym anych z badań w locie przy 
założeniu opływu quasi-stacjonarnego.
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W ym ienione wyżej kąty: natarcia a. i ślizgu (3, są określone związkami:

a  — arctg(W / /?7) —7r <  a  <  n (2 3)
/3 =  a rcs in (y / V c) —ir <  f3 <  n

Równania ruchu sam olotu w korkociągu (2 .1 ) są nieliniowe. W  związku 
z powyższym  param etry korkociągu ustalonego są rozwiązaniem układu nieli­
niow ych równań algebraicznych:

/(*o ,«o ) = 0 (2-4)

Dla typow ych  w zwitkach wychyleń sterów u0 może istnieć więcej niż jedno 
rozwiązanie układu (2 .4 ). Sam olot wówczas m oże wykonywać różne korkociągi 
ustalone np. strom y i płaski. M oże również istnieć rozwiązanie układu równań 
(2 .4 ) dla n ietypow ych wychyleń powierzchni sterowych.

3. Analiza wrażliwości

Badanie korkociągu ustalonego sprowadza się najczęściej do wyznaczenia 
param etrów lotu ustalonego i do badania stateczności ruchu zaburzonego. 
W łasności dynam iczne zaburzonego korkociągu ustalonego sam olotu wyzna­
czone są przez obliczenie wartości własnych i wektorów własnych macierzy 
stanu B układu równań (3 .1 ) otrzym anego w wyniku linearyzacji układu rów ­
nań (2 .1 ) dla param etrów  ruchu ustalonego:

y =  By (3 .1 )

w którym :
d f(x o ,u o )

y =  x  -  x 0 B =
d x

W pływ  zm iany położenia powierzchni sterowych na stateczność zaburzo­
nego korkociągu ustalonego sam olotu określono za pom ocą  następujących 
w spółczynników  wrażliwości pierwszego rodzaju  [6,7]:

I r - E E ’ M s r  n =  n , L , v  ;  =  1 , . . . ,8  (3 .2 )
Ć 6n k =  1 (=1 n

gdzie:
Aj- -  i-ta  wartość własna macierzy stanu B,

-  fc-ty element w ektora własnego v t m acierzy BT,
w 1- -  /-ty  element w ektora własnego to; macierzy stanu B.
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ALFA0CDV, DL= 3 , DH=- . 52) 
ALFA0 (DL, D H =-. 5 2 ,  DV=.S2)  
ALFA0CDH, DL=0, DV=.52)

Rys. 2. Kąt natarcia a  korkociągu ustalonego

O M . C D V .  D L = 0 ,  D H = - . 5 2 )  
O M . C D L .  D H = -  . 5 2 ,  D V - . 5 2 )  
O M . C D H .  D L = 0 ,  D V = . 5 2 )

Rys. 3. Prędkość kątowa J? korkociągu ustalonego
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Dla w ektorów własnych współczynniki wrażliwości m ają postać [5,6]:

Ś ? - E £  n =  H ,L ,V  i =  1, . . . , 8  (3 .3 )
k =  1 (= 1  j  =  1 ^  "

gdzie:

h- -  : 1 - 
"  A,- -  Aj

W  koniecznych przypadkach m ogą być wyznaczone pochodne wyższego rzędu.

4. Przykłady obliczeniowe

O bliczenia w ykonano dla sam olotu szkołno-treningowego o  masie 
m  =  1100 kg, polu powierzchni nośnej 5  =  12.28 m 2 i rozpiętości b =  8 m. 
Sam olot ten, sterowany klasycznie w chodzi w korkociąg w 8 sekundzie od  
początku manewru wprowadzenia. Dla klasycznie wychylonych powierzchni 
sterow ych (Sfj — —0.52 rad, 6l  =  0, Sy — 0.52 rad) sam olot wykonuje 
korkociąg ustalony (rys.2 i rys.3), w którym  czas zwitki wynosi około 3 s. 
M ożliw y jest również korkociąg ustalony tego sam olotu dla innych niestan­
dardow ych wychyleń powierzchni sterowych co  zostało przedstawione na rys.2
i rys.3. Sam olot m oże wykonyw ać korkociąg ustalony przy zerowych w ychy­
leniach powierzchni sterow ych jak również, przy standardowo w ychylonych 
lotkach i sterze kierunku, a ze sterem wysokości maksymalnie w ychylonym  do 
dołu.

Badanie stateczności ruchu zaburzonego wykazało, że klasycznie stero­
wany korkociąg ustalony opisanego sam olotu jest stateczny. W szystkie war­
tości własne macierzy B m ają części rzeczywiste ujemne. W spom niany 
korkociąg niestandardowy, ze sterem w ychylonym  do dołu, jest niestateczny. 
Jedna z wartości własnych m acierzy B ma dodatnią część rzeczywistą (rys.4 ). 
Zależność wspom nianej wartości własnej od  wychylenia steru kierunku przed­
stawia rys.5. N iestateczny jest również korkociąg ustalony z zerowym  w ychy­
leniem powierzchni sterow ych.

Na rysunkach 6 i 7 zostały przedstawione współczynniki wrażliwości om a­
wianej wartości własnej. Są to pochodne wartości własnej liczone względem  
kąta wychylenia steru kierunku w funkcji kątów wychylenia steru wysokości i 
steru kierunku.
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---------- c z e s c  r z e c z y u .  u a r t .  w l o s r e j
a a a  aa  c z e s c  u r o j o n a  u s r L  w l e s n e j

Rys. 4. Wartość własna macierzy stanu korkociągu ustalonego dla rożnych kątów
wychyleń 6u

----------  c z e s c  r z e c z y u ,  w o r t ,  w l o s r .  e j
4 A A A *  c z e s c  u r o j o n o  u o r t .  w ł a s n e j

DV ( r o d )

Rys. 5. Wartość własna macierzy stanu korkociągu ustalonego dla rożnych kątów
wychyleń 5y
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______ P o c h .  cz. r z e c z y u .  w o r t .  ul. u z g I . D V
P o  c h . c z .  u r o j o n e j  w o r t ,  u I . UJz 9 I . D V

D H  ( r o d )

Rys. 6. Pochodna wartos'ci własnej względem kąta wychylenia steru kierunku w 
funkcji kąta wychylenia steru wysokosci &u

______ Po ch. c z . r z e c z y w . w o r t .  ul. w z gI . D V
Po ch. cz. u r o j o n e j  w o r t ,  w I . w z g I . D V

D V  C r o d )

Rys. 7. Pochodna wartos'ci własnej względem kąta wychylenia steru kierunku Sy w
funkcji kąta <V
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W yznaczone współczyniki wrażliwości pozw alają  sprawdzić, że zmiana 
położenia wyżej wym ienionych sterów w w ybranym  do obliczeń sam olocie 
zwiększa niestateczność ruchu.

5. Wnioski

Przedstaw ione w pracy badania pozw alają  stwierdzić czy dla danego 
sam olotu istnieje m ożliwość wykonania korkociągu ustalonego i jakie będą 
jeg o  własności dynam iczne. Przedstawione wyżej współczynniki wrażliwości 
inform ują jakie są kierunki zmian param etrów korkociągu ustalonego pod  
wpływem  zm iany położenia powierzchni sterowych. D ają  również inform ację 
czy m ożliwa jest taka kom binacja wychyleń aby wyznaczona wartość własna 
dla danych param etrów  lotu ustalonego miała część rzeczywistą dodatnia czy 
też ujem ną w zależności od  potrzeby.

Opisane wyżej współczynniki wrażliwości obarczone będą błędem w zależ­
ności od  dokładności w yznaczonych charakterystyk i pochodnych aerodyna­
m icznych dla pozakrytycznych kątów natarcia. Dlatego też w przedstawionym  
przykładzie obliczeniow ym  m ogą być one wykorzystywane raczej jakościow o, 
a nie ilościowo.

Badania zrealizowano w ramach projektu Nr 7S10105006 finasowanego przez Ko­
mitet Badań Naukowych w 1994 r.
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Summary

Steady-spin of the aircraft with standard control surfaces positions is unstable. 
Changes in control surfaces positions make the aircraft motions more stable and less 
controlable. In this paper the analysis of the influence o f these changes on steady- 
spin is proposed. In the model the aircraft is regarded as a rigid body [4,5,7,8]. 
Aerodynamic forces acting on the aircraft are assumed in the form o f sums. The 
differential equations of motion are non-linear. The sensitivity theory is applied to 
estimation o f eigenpairs sensitivity in solutions to the linerarized aircraft equations 
o f motion [6,7]. The first-order sensitivity coefficients of the eigenvectors and the 
eigenvalues needed to the change of control surfaces positions are determined.
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